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Abstrakt:

Předkládaná práce se zabývá z větš́ı části rydbergovskou hmotou, předevš́ım tou jej́ı

formou, která se vyskytuje ve formě rovinných cluster̊u. Tématu je věnována rozsáhlá

rešerše z dostupných zdroj̊u.

Je studován pohyb částic s permanentńım elektrickým dipólem v elektrostatických

poĺıch v rámci modelu zkonstruovaného autorem v jeho dř́ıvěǰśıch praćıch. Pro zvolenou

konfiguraci elektrod s přesným řešeńım Poissonovy rovnice je doloženo, že ve vhodně zvo-

lené soustavě souřadnic může částice vykonávat keplerovský pohyb po uzavřené křivce.

Kritéria, aby se tento pohyb celý vešel do oblasti volného prostoru mezi elektrodami –

tedy akceptance pasti –, jsou přesně odvozena v řeči bezrozměrných parametr̊u a jsou

diskutovány př́ıpady, kdy by permanentńı elektrický dipól mohla mı́t i rydbergovská

hmota. Dále je zkonstruována metoda lokálńı interpolace polńı mapy, která navazuje

spojitě i prvńı derivace a která tvoř́ı jádro simulačńıho programu vyvinutého pro studium

pohybu dipólové částice v zadaných vněǰśıch poĺıch.

Je navržen zp̊usob vyjádřeńı funkćı dvou proměnných s šestičetnou (hexagonálńı)

symetríı, které by měly popisovat rozložeńı elektron̊u v clusteru rydbergovské hmoty,

a tato forma je prokázána pro dvě vybrané funkce. Je nalezena reciproká mř́ıž dvouroz-

měrně uspořádaného krystalu s hexagonálńı symetríı v tř́ırozměrném prostoru a analy-

zována multiplicita jeho nadrovin vzhledem k difrakci. Je navržen zp̊usob, jak difrakčńı

spektrum clusteru laboratorně změřit, a to se zářeńım méně energetickým než rentge-

novým.

Je zkonstruován model částice v potenciálové jámě, jej́ıž š́ı̌rka se měńı s kvantovým

stavem částice. Je nalezena tř́ıda funkćı vhodně aproximuj́ıćıch přesné vod́ıkové vlnové

funkce s nejvyšš́ım možným momentem hybnosti. Pro nejmenš́ı cluster rydbergovské

hmoty je formulována LCAO úloha (Roothaanova rovnice) a ta je přesně vyřešena. Po-

moćı aproximačńıch funkćı jsou odhadnuty překryvové a coulombické integrály a odhad-

nuto energetické spektrum clusteru.

V závěru práce je představena pohybová rovnice pro atom vod́ıku (resp. antivod́ıku)

v kř́ıžných poĺıch z autorových dř́ıvěǰśıch praćı a popsán simulačńı program, který ji

řeš́ı v reálíıch experimentu AEGIS v CERNu. Je nalezeno přesné partikulárńı řešeńı

Poissonovy rovnice ve válcových souřadnićıch s podélnými prostorovými gradienty a toto

pole použito jako modelové pro studium komplexńıho pohybu antivod́ıku v kř́ıžných

poĺıch. Na základě simulaćı jsou vyslovena tvrzeńı o obecných zákonitostech pohybu

antivod́ıku v křižných poĺıch válcové symetrie a jejich d̊usledky pro experiment AEGIS.





Abstract:

The thesis deals primarily with the Rydberg matter, particularly when condensed

into planar clusters. The current knowledge on the subject from available sources is

presented.

The motion of particles with permanent electric dipole in electrostatic fields is ex-

plored in the frame of a model designed in the author’s earlier works. In a selected

configuration of electrodes with an exact solution to the Poisson equation, it is demon-

strated that a particle can perform a Keplerian motion on a closed orbit. The criterion

to fit the orbit into a free space between the electrodes – the acceptance of the trap

– is expressed in dimensionless parameters and examples of Rydberg matter with per-

manent electric dipole are suggested. A local interpolation of a field map, which is

continuous in the first derivative of the field and which is the heart of the simulation

code, is constructed.

A form of the two-variable functions with hexagonal symmetry linked to the electron

density of Rydberg matter clusters is suggested and proved for two particular functions.

The reciprocal lattice of a two-dimensional crystal in three-dimensional space is found

and the multiplicity of its hyperplanes regarding the diffraction is analyzed. A method

of measuring the diffraction spectrum of a cluster in a laboratory, which could work with

less energetic radiation than X-rays, is proposed.

A model of a finite well potential with the width dependent on the quantum state

is explored. The exact wavefunctions of a hydrogen-like atom with the highest possible

angular momentum are approximated. For the smallest cluster of the Rydberg matter,

LCAO problem is formulated (Roothaan equation) and solved exactly. Overlap and

Coulombic integrals and the spectrum of the cluster are roughly estimated on the basis

of the approximated wavefunctions.

At the end of the thesis, the equation of motion of a hydrogen (or antihydrogen) atom

in crossed fields is introduced, stemming from the author’s previous work, and a simula-

tion program is descibed which the author co-developed and which solves the equation for

the AEGIS experiment in CERN. An exact particular solution to the Poisson equation

in cylindrical coordinates is found which evinces longitudinal spatial gradients and which

is used as a model field to study the complex motion of antihydrogen in crossed fields.

Based on the simulations, claims are made about general tendencies for the antihydrogen

motion in crossed fields and their consequences for the AEGIS experiment.
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spektrálńı vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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3.8 Velikost clusteru a počet uzl̊u v něm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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4.5 Normalizace funkćı ψ̃n a test aproximace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.6 LCAO pro cluster se sedmi atomy vod́ıku; Roothaanova rovnice . . . . . . 130
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5.3 Spektrum vod́ıku ve vněǰśıch poĺıch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

14



5.4 Pohybová rovnice atomu vod́ıku v křižných poĺıch . . . . . . . . . . . . . 158
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Úvod

Předkládaná dizertačńı práce se zabývá z větš́ı části rydbergovskou hmotou. Původńı

autorovo snažeńı v prvńı polovině doktorátu navazovalo na jeho práci v oblasti fyziky

vod́ıku a antivod́ıku z magisterského studia a dizertace z ńı vycháźı.

Rydbergovská hmota je považována za zvláštńı fázi hmoty. Mikroskopicky je typi-

cky tvořena rovinnými hexagonálńımi clustery, rozměrnými co do absolutńı velikosti, ale

malými co do počtu atomů, makroskopicky pak velkým souborem (oblakem) těchto clus-

ter̊u. Teoreticky byla předpovězena kolem roku 1980 a v devadesátých letech dvacátého

stolet́ı i experimentálně prokázána v laboratoř́ıch; doklady jej́ıho přirozeného výskytu

např́ıklad ve vesmı́ru se hledaj́ı. Komunita, která se studiem rydbergovské hmoty

zabývá, je překvapivě nepočetná. Autorovi neńı známo, že by k problematice existovala

jakákoliv souhrnná monografie nebo že by se konaly workshopy – veškerým zdrojem

informaćı jsou tedy jen sporadické články.

Vzhledem k rozsahu a povaze dosavadńıch znalost́ı byla pro teoretické bádáńı k této

dizertaci zvolena strategie d̊ukladného prozkoumáńı zvolených základńıch vlastnost́ı ry-

dbergovské hmoty, o kterých byla d̊uvodná domněnka, že se jimi ještě nikdo nezabýval.

Těmi jsou difrakce na rydbergovské hmotě, aplikace metody lineárńı kombinace ato-

mových orbital̊u na nejmenš́ı cluster tvořený atomárńım vod́ıkem a p̊usobeńı speciálńıho

elektrostatického pole na částici s permanentńım elektrickým dipólem; posledńı jmen-

ovaný okruh tvoř́ı poj́ıtko mezi p̊uvodńı autorovou praćı coby doktoranda – vznikla

pro studium vod́ıku a antivod́ıku a je aplikovatelná na libovolnou částici s permanentńım

elektrickým dipólem, otázka př́ıtomnosti permanentńıho elektrického dipólu u cluster̊u

rydbergovské hmoty je ale neobjasněná. Původńımu užš́ımu tématu dizertace, tedy ryd-

bergovským atomům vod́ıku, resp. antivod́ıku v kř́ıžných poĺıch a v experimentu AEGIS

se věnuje posledńı kapitola této práce. Popis a odvozováńı vyjmenovaných vlastnost́ı

obsahuje řadu elementárńıch úkon̊u, z nichž některé jsou prostou rekapitulaćı zjǐstěńı

základńıch kurz̊u daných obor̊u, autor ale vymezuje svoje p̊uvodńı ideje a závěry v závěru

práce.
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Tělo textu tvoř́ı pět hlavńıch kapitol:

• Prvńı kapitola je rešerš́ı o rydbergovské hmotě shrnuj́ıćı poznatky z odborných

článk̊u. Obsahuje informace jak modelově-teoretické, tak i experimentálně-obser-

vačńı, a také některé hypotézy nebo nejednoznačně formulované myšlenky, které

by ale mohly být d̊uležité v budoucnu pro ty, kteř́ı by se tématem chtěli zabývat

a chtěli vycházet z této práce. Všude, kde to bylo možné, jsou citovány zdroje

těchto poznatk̊u. Autor zvolil pojet́ı, které jde hodně do š́ı̌re a které pojednává

o většině jemu známých a uceleněǰśıch fyzikálńıch okruźıch týkaj́ıćıch se rydber-

govské hmoty, ke konci kapitoly jsou pak shrnuty ty poznatky, které nakonec byly

významné pro samotnou dizertaci. U nejd̊uležitěǰśıch pojmů je uveden i jejich

anglický ekvivalent.

• Druhá kapitola je můstkem od p̊uvodńıho bádáńı o fyzice vod́ıku, respektive an-

tivod́ıku v rámci kolaborace experimentu AEGIS v CERNu1 k rydbergovské hmotě.

Autor ve své diplomové práci [1] předložil kvaziklasický model pro pohybovou

rovnici takového (anti)atomu ve vněǰśıch kř́ıžných elektrických a magnetických

poĺıch. Pro speciálńı př́ıpad elektrostatického pole2 nalezl v rámci tohoto mo-

delu během doktorského studia takovou konfiguraci elektrod (co do geometrického

tvaru), která určitou tř́ıdu částic s permanentńım elektrickým dipólem zachyt́ı3.

Atom vod́ıku může mı́t permanentńı elektrický dipól, jak koneckonc̊u demonstruje

Starkovo štěpeńı spektra prvńıho řádu, ale většina odvozeńı je obecná a použitelná

tedy i pro jakoukoliv částici s elektrickým dipólem. Těžǐstě výpočt̊u v teoretické

části této kapitoly tvoř́ı tato trojice:

– volba válcové konfigurace elektrod a doložeńı, že potenciálńı energie dipólové

částice v prostoru mezi nimi je úměrná převrácené hodnotě radiálńı válcové

souřadnice

– separace pohybových rovnic na pohyb bezsilový a pohyb keplerovský

– a konečně efektivńı parametrizace počátečńıch podmı́nek na dvojici proměn-

ných (sinus ”nástřelného” úhlu a poměr potenciálńı a kinetické energie částice

na počátku pohybu) a nalezeńı akceptance pasti (kritéríı zachyceńı) jako

přesně vymezené plochy v diagramu těchto dvou proměnných

1experiment snaž́ıćı se o produkci, zachyceńı a měřeńı vlastnost́ı atomů neutrálńıho antivod́ıku,

v prvńı jeho fázi pak předevš́ım o změřeńı jeho gravitačńıho zrychleńı v zemském t́ıhovém poli
2a s několika daľśımi d́ılč́ımi předpoklady
3tř́ıda je dána podle počátečńıch podmı́nek pohybu, kvantového stavu částice a parametr̊u pasti
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Přesné řešeńı pohybu je doplněné numerickým. Autor práce spoluvytvořil poč́ıta-

čový program pro simulaci pohybu dipólové částice v elektrickém poli zadaném

tzv. mapou. Jedná se o integraci typu Runge-Kutta. V této kapitole je detailněji

probrána část algoritmu, která zodpov́ıdá, aby lokálńı interpolace mapy pole byla

spojitá až do prvńı derivace včetně (a se zd̊uvodněńım, proč je toto u dipólové

částice nutné). Interpolace byla testována na tř́ıdě přesných partikulárńıch řešeńı

Poissonovy rovnice v cylindrických souřadnićıch, které byly pro tyto účely nalezeny.

Stručně se tedy numerická část prvńı kapitoly soustřed́ı na následuj́ıćı:

– nalezeńı schématu lokálńı interpolace pole zadaného podle mapy tak, aby byla

spojitá do prvńı derivace včetně

– nalezeńı několika přesných partikulárńıch řešeńı Poissonovy rovnice ve vál-

cových souřadnićıch

• Třet́ı kapitola se zabývá difrakčńım spektrem rydbergovské hmoty. Každý cluster

rydbergovské hmoty lze chápat jako periodické uspořádáńı atomů na velmi krátké

vzdálenosti; o takových je známo4, že mohou za vhodných podmı́nek mı́t difrakčńı

spektrum5, což je de facto Fourier̊uv obraz př́ımé mř́ıže nebo (ekvivalentně) mapa

mř́ıže reciproké. V př́ıpadě difrakce na clusterech rydbergovské hmoty naráž́ı

analýza na obt́ıž, že clustery jsou dvourozměrné objekty v tř́ırozměrném pros-

toru, jejich reciproká mř́ıž tedy bude určitým zp̊usobem degenerovaná a to ztěžuje

nalezeńı podmı́nek, za kterých je difrakčńı spektrum netriviálńı. Některé takové

podmı́nky jsou nalezeny a popsány na základě vlastnost́ı rydbergovské hmoty

vyjmenovaných v prvńı kapitole. Většina třet́ı kapitoly je věnována konstrukci

(degenerované) reciproké mř́ıže rovinného clusteru v tř́ırozměrném prostoru, a to

hned několika zp̊usoby; v́ıce metod bylo použito, protože se vzájemně doplňuj́ı;

nav́ıc, jak se ukázalo právě až během samotné konstrukce, určitá tř́ıda funkćı dvou

proměnných s hexagonálńı symetríı lze napsat v periodickém (Fourierově) rozvoji

velmi elegantńım, úsporným a neobvyklým zp̊usobem. Protože jsou clustery ”velmi

konečné”, je pro popis reflex́ı zkonstruován vhodněǰśı popis než jinak v pevných

látkách obvyklé Millerovy indexy, podle něhož jsou k reflex́ım poč́ıtány i multipli-

city. Hlavńımi výsledky kapitoly tedy jsou:

– konstrukce reciproké mř́ıže pro př́ıpad dvourozměrné hexagonálńı symetrie

4např. krystalky pevné látky o velikosti jen několika atomů nebo i přechodně existuj́ıćı pravidelné

struktury v kapalinách
5rozd́ıl oproti dokonalému nekonečnému krystalu stejného uspořádáńı by byl jen v š́ı̌rkách difrakčńıch

ṕık̊u
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– vysloveńı hypotézy o možnosti speciálńıho typu algebraického rozkladu pro ur-

čitou tř́ıdu funkćı dvou proměnných s hexagonálńı symetríı a jeho expli-

citńı doložeńı na dvou vybraných funkćıch významných pro studium difrakce

na rydbergovské hmotě

– návrh značeńı rovin odlǐsného od Millerových index̊u; určeńı multiplicit reflex́ı

– nalezeńı takových podmı́nek, kdy lze pro rydbergovskou hmotu źıskat netri-

viálńı difrakčńı spektrum, a jeho kvantifikace

• Čtvrtá kapitola se zaměřuje na spektrum stav̊u clusteru rydbergovské hmoty.

Unikátnost řešeńı spoč́ıvá v neobvyklém rysu, že zkoumaný objekt výrazně měńı

velikost při přechodech mezi povolenými stavy a s t́ım i vzájemné silové p̊usobeńı

mezi konstituenty. Na rozd́ıl např́ıklad od izolovaného atomu vod́ıku tedy je

nemožné nebo nepřehledné znázornit všechny vlnové funkce a jim odpov́ıdaj́ıćı

energetické hladiny do jednoho univerzálńıho potenciálu. Pro demonstraci to-

hoto jevu je zkonstruován ilustrativńı model částice v jednorozměrném potenciálu

konečné hloubky a o proměnné velikosti, který má kvalitativně stejný rys. Samotné

studium spektra rydbergovské hmoty je zaměřeno na nejmenš́ı cluster o sedmi

atomech vod́ıku, tedy po jednom v každém ze sedmi uzl̊u, na který je aplikována

metoda lineárńıch kombinaćı atomových orbital̊u (Linear Combination of Atomic

Orbitals, LCAO). Ze všech vlnových funkćı atomu vod́ıku (tj. přesných řešeńı) jsou

vybrány ty, které maj́ı velký6 moment hybnosti, a tedy i maximálně rovinnou po-

vahu; u nich je ukázáno, že maj́ı jednoduchý a kompaktńı algebraický tvar; a jejich

posloupnost podle hlavńıho kvantového č́ısla n je pečlivě aproximována funkcemi

ještě jednodušš́ımi (a řádně normalizovanými) pro snazš́ı odhad coulombických

a překryvových integrál̊u. Pro účely těchto integrál̊u je nalezen také zp̊usob,

jak pro tyto náhradńı funkce poč́ıtat maticové elementy. Při uvážeńı interakce

elektron̊u jen se sousedńımi jádry7 a ignorováńı vzájemné interakce elektron̊u, je-

jich spin̊u a nutnosti výslednou elektronovou funkci antisymetrizovat vede metoda

LCAO na maticovou Roothaanovu rovnici. Přestože prvky této čtvercové ma-

tice o sedmi řádćıch a sloupćıch jsou závislé na parametrech, jsou přesně nalezeny

všechny jej́ı vlastńı vektory. S jejich pomoćı je pak vypoč́ıtána i energie clusteru

pro dané n v závislosti na coulombických a překryvových integrálech, které jsou

d́ıky konstrukci aproximovaných vod́ıkových vlnových funkćı vyč́ısleny (samozřejmě

opět v závislosti na n) jako objemy jejich geometrických pr̊unik̊u. Na závěr je

6dokonce nejvyšš́ı možný
7tj. těmi, které maj́ı od mateřského jádra daného elektronu vzdálenost právě okamžité (na n závislé)

mř́ıžkové konstanty clusteru
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naznačena myšlenka, jak se k výsledku dopracovat i metodou kvantových defekt̊u

(quantum defects), pokud by se mı́rně opravila představa modelu clusteru rydber-

govské hmoty. Hlavńımi mezńıky kapitoly tedy jsou:

– nalezeńı spektra v ilustrativńım modelu jednorozměrné potenciálové jámy

konečné hloubky s velikost́ı proměnnou podle kvantového stavu

– konstrukce modelu aproximuj́ıćıho vod́ıkové vlnové funkce s vysokým mo-

mentem hybnosti, normalizace těchto náhradńıch vlnových funkćı a nalezeńı

nejvhodněǰśıho zp̊usobu výpočtu jejich maticových element̊u

– sestaveńı soustavy rovnic podle metody lineárńı kombinace atomových or-

bital̊u (LCAO) a nalezeńı přesných vlastńıch vektor̊u a energie stavu clusteru

s daným n v závislosti na prvćıch matice soustavy

– výpočet překryvových a coulombických maticových element̊u (integrál̊u) jako

geometrického pr̊uniku zkonstruovaných náhradńıch vlnových funkćı

– návrh alternativńıho modelu rydbergovské hmoty, pro který by šla aplikovat

metoda kvantových defekt̊u (quantum defects)

• Pátá kapitola se vraćı k autorovu nejstarš́ımu bádáńı v době doktorského stu-

dia. Navazuje na jeho diplomovou práci, ve které předložil pohybovou rovnici

vod́ıku, resp. antivod́ıku v křižných poĺıch (tj. v poĺıch elektrických a magne-

tických př́ıtomných zároveň), kterou novým zp̊usobem stručně představuje. Část

textu je také věnována popisu experimentu AEGIS, kterého se autor účastnil.

Autor v návaznosti na kapitolu 2 této práce našel takové přesné partikulárńı

řešeńı Poissonovy rovnice ve válcových souřadnićıch, které umožńı modelově zkou-

mat možnosti podélného urychleńı atomů t́ımto polem. Pro pohyb antivod́ıku

v kř́ıžných poĺıch válcové symetrie se autor spolupod́ılel na tvorbě simulačńıho pro-

gramu, který je stručně popsán. Výsledky vybraných simulaćı jsou demonstrovány

a na jejich základě jsou vyslovena tvrzeńı o obecných zákonitostech pohybu atomů

antivod́ıku v reálíıch experimentu AEGIS, která pro něj mohou být kĺıčová. Simu-

lačńı program byl předán k už́ıváńı mladš́ım student̊um zabývaj́ıćım se pohybem

atomů v poĺıch v rámci vlastńıho výzkumu. Nejd̊uležitěǰśımi počiny v této kapitole

popsanými tedy jsou:

– stručné představeńı pohybové rovnice atomu vod́ıku, resp. antivod́ıku v kř́ıž-

ných poĺıch, kterou autor navrhl, experimentu AEGIS, kterým předevš́ım byla

motivována, a simulačńıho programu pro řešeńı uvedené rovnice
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– konstrukce přesného řešeńı Poissonovy rovnice pro účely modelového studia

možnost́ı urychleńı atomů elektrostatickým polem

– demonstrace vybraných simulaćı a vysloveńı závěr̊u d̊uležitých pro experiment

AEGIS

Filozofie výkladu v textu práce vycháźı z autorových zkušenost́ı coby vyučuj́ıćıho.

Sṕı̌se než stručnost voĺı autor takový popis, aby byly výpočty po technické stránce

jasné, aby čtenář se zájmem o problematiku byl poučen o základńıch zákonitostech,

postupech a pojmech př́ımo v této práci (aniž by tedy kv̊uli tomuto musel nutně studovat

i daľśı literaturu) a aby komentáře pokryly většinu nejasnost́ı, které by u čtenář̊u mohly

nastat. Vybrané d́ılč́ı výpočty jsou nab́ıdnuty v́ıce postupy a některé výsledky jsou

konfrontovány s předem známými vlastnostmi.

Práce je napsána s následuj́ıćımi konvencemi:

• V celé dizertaci se pouze jediná zkratka vyskytuje v́ıc než jednou8, a sice:

– LCAO – Linear Combination of Atomic Orbitals, metoda lineárńı kombinace

atomových orbital̊u

• Celá práce se d̊usledně drž́ı soustavy SI. V některých př́ıpadech se ale přistupuje

k úspornému vyjádřeńı pomoćı vhodných bezrozměrných veličin a konstant, např́ı-

klad u Rydbergovy konstanty atomu vod́ıku

R∞ =
e2

32π2ε2
0h̄c

=
1

2
α2mec

2, (0.1)

kde α je konstanta jemné struktury a mec
2 je klidová energie elektronu. Reduko-

vaná Comptonova vlnová délka elektronu je pak v celé práci značena jako

ΛC ≡
h̄c

mec2
(0.2)

a Bohr̊uv poloměr se někdy rozepisuje jako

a0 =
ΛC
α
. (0.3)

8AEGIS je sṕı̌se akronym
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Pokud se symbol m ve smyslu hmotnosti vyskytuje bez indexu, je pod ńım mı́něna

vždy hmotnost elektronu9; podobně M bez indexu znač́ı hmotnost celého clusteru

rydbergovské hmoty10.

• V práci je energie značena jako W pro odlǐseńı od velikosti elektrické intenzity

E =
∣∣∣ ~E∣∣∣, se kterou se často vyskytuje v jednom vzorci.

• Vektor jako n-tice reálných nebo komplexńıch č́ısel je chápán ve sloupcovém tvaru.

Pro jeho prostorově úsporněǰśı řádkový zápis se přistupuje k transpozici, tedy:

~a =


a1

a2

...

an

 = (a1, a2, ..., an)T (0.4)

• Taylor̊uv rozvoj funkce f okolo bodu x0 do n-tého řádu polynomu se znač́ı jako

Tf,x0,n(x)

(
=

n∑
k=0

1

k!
· ∂

kf

∂xk
|x=x0

· (x− x0)k
)
, (0.5)

kde se konvenčně dodefinovává 00 = 1.

• V práci neńı nikde užito Einsteinovy sumačńı konvence, tedy např́ıklad ve výrazu

nGe
iGx se přes G nesč́ıtá, naopak v

∑
G nGe

iGx ano.

• Symbolika se středńıkem v argumentu funkce, např. n
(
~r; ~G

)
, znamená, že výrazy

před středńıkem jsou formálně proměnné funkce a za ńım jsou parametry.

• Argumenty funkćı s výjimkou Diracovy delta funkce/distribuce jsou konstruovány

jako bezrozměrné.

• Diracova delta funkce (distribuce) δ(x − x0) je zobecněná funkce nulová všude

kromě x0, pokud
∫
R δ(x − x0)dx = 1; bod nespojitosti x0 nechť je nazýván uzel

delta funkce. Pod Diracovým hřebenem (Dirac comb) se rozumı́ součet Diracových

delta funkćı s uzly obvykle rozmı́stěnými s určitou pravidelnost́ı, a to jak konečně

mnoha, tak nekonečně (spočetně) mnoha.

9symbol m je mı́sty použit i pro magnetické kvantové č́ıslo, k záměně by ale nemělo docházet
10symbol M je také použit pro označeńı bezrozměrného parametru v algoritmu pro výpočet multiplicit,

hmotnost atomu (anti)vod́ıku nebo pro hmotnost nespecifikované částice v modelové potenciálové jámě;

ani tam by k záměně doj́ıt nemělo
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• Řezem funkce dvou proměnných je myšleno zúžeńı definičńıho oboru (např. roviny

x-y) na př́ımku – řez je tedy v principu funkce jedné proměnné odeč́ıtané podél

této př́ımky.

• O funkci f(x, y) dvou proměnných se prohláśı, že je hexagonálně symetrická s pe-

riodou a > 0, pokud je invariantńı k pootočeńı o libovolný násobek úhlu π
3

okolo počátku (0, 0)T a pokud je a nejmenš́ı mezi periodami všech řez̊u funkce

př́ımkami procházej́ıćımi počátkem. Některé funkce lze učinit hexagonálně sy-

metrickými s periodou a prostým vhodným posunut́ım počátku. V této práci se

pod hexagonálně symetrickou funkćı s periodou a bude rozumět i taková funkce,

která – při splněńı ostatńıch požadavk̊u – je periodická jen na nějaké omezené

oblasti okolo počátku11. Jedná se o zobecněńı pojmu sudá a-periodická funkce

jedné proměnné12. Směry rovnoběžné s těmi, ve kterých je perioda právě a, se

nazývaj́ı hlavńı směry (hexagonálńı) symetrie.

• Pro hexagonálně symetrický Dirac̊uv hřeben s periodou a lze rovinu rozdělit na tzv.

Wigner-Seitzovy buňky podle toho, ke kterému z uzl̊u, kde je hřeben nenulový, je

daný bod nejbĺıže. Buňku tvoř́ı pravidelný šestiúhelńık o straně a (resp. an, je-li

mř́ıžková konstanta proměnná se stavem n) s uzlem delta funkce uprostřed.

11a jinde např́ıklad nulová
12resp. sudá funkce s periodou a alespoň v určité části definičńıho oboru
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Kapitola 1

Rydbergovská hmota

Rydbergovská hmota (Rydberg matter) je zvláštńı fáze běžné (baryonové) látky tvořená

vysoce vzbuzenými atomy nebo molekulami. U autor̊u, kteř́ı se takto chápanou sub-

stanćı nezabývaj́ı (a možná ji ani neznaj́ı), se lze setkat s užit́ım tohoto termı́nu obecněji

pro jakýkoliv atom, molekulu nebo jejich soubory vzbuzené do vyšš́ıch, tzv. rydber-

govských stav̊u (Rydberg states), text této práce se ale drž́ı vymezeńı, že se jedná

o specifický stav hmoty s vlastnostmi, který ne každý soubor rydbergovských atomů

nebo molekul muśı mı́t. Popisu těchto charakteristik se věnuje tato kapitola. Vedle

označeńı rydbergovská hmota se pro uvažovanou fázi řidčeji vyskytuje i pojmenováńı

rydbergovská substance (Rydberg substance [2]) nebo kondenzované excitované stavy

(condensed excited states, CES [3, 4]).

Prvně byla rydbergovská hmota předpovězena kolem roku 1980 [5, 6] a experi-

mentálně potvrzena v devadesátých letech dvacátého stolet́ı [5]. Bádáńı o této sub-

stanci, byť experimentálně potvrzené a otev́ıraj́ıćı obrovské pole pro bádáńı od inter-

pretace mnohých př́ırodńıch jev̊u po technické aplikace, je ale v současnosti na periferii

zájmu; pravidelně publikuj́ıćıch autor̊u je hrstka, kromě izolovaných článk̊u podle všeho

neexistuje žádná monografie, která by dosavadńı poznatky shrnovala, a autorovi práce

neńı známo, že by se k tématu konaly nějaké konference nebo workshopy; východiskem

dizertace byly pouze články.

1.1 Přechod vzbuzeného plynu do kovového stavu;

clustery

Pr̊ukopnická myšlenka (”Transition of an excited gas to a metallic state” [6]), která

koncept rydbergovské hmoty vytvořila, vycházela z představy, že je-li v určitém ob-

24



jemu dané množstv́ı izolovaných atomů (nebo molekul či iont̊u) a zvyšuj́ı-li tyto atomy

sv̊uj kvantový stav, neměńı se sice hustota plynu (popř. plazmatu) jako celku, ale

atomy se dostávaj́ı do stále těsněǰśıho kontaktu prostřednictv́ım elektronových orbital̊u

– vzbuzené (rydbergovské) stavy atomů, obzvláště alkalických, zvyšuj́ı svoje poloměry

typicky s kvadrátem hlavńıho kvantového č́ısla n. V jazyku těchto poloměr̊u by vzájemná

vzdálenost mezi sousedńımi atomy rovná dvojnásobku jejich poloměru přirozeně odpov́ı-

dala těsnému kontaktu. Teoretické výpočty ukázaly, že poč́ınaje určitou kritickou vzájem-

nou vzdálenost́ı rovnou zhruba trojnásobku zmı́něného poloměru přestávaj́ı být atomy

navzájem izolované a zač́ınaj́ı svoje (valenčńı) elektrony sd́ılet, podobně jako je tomu

v kovech – odsud i titul ”Transition of an excited gas to a metallic state” [6]. O tomto

jevu se hovoř́ı jako o kondenzaci [7] a pro takovéto těsné uspořádáńı atomů byl zvolen

název rydbergovská hmota. Až později [3] se ukázalo, že za určitých podmı́nek může

v takto kondenzované rydbergovské hmotě doj́ıt k daľśımu přeuspořádáńı (daľśı konden-

zaci), při kterém se vytvářej́ı samostatné clustery (clusters). Ty sice mohou mı́t r̊uzné

velikosti a tvary [2, 3], ale zdaleka nejčastěǰśı a nejvýznamněǰśı jsou ty, které jsou rovinné

a maj́ı hexagonálńı symetrii – uspořádáńı atomů v něm znázorňuje Obr. 1.1.

Obr. 1.1: Rovinný hexagonálńı cluster rydbergovské hmoty. Šipky symbolizuj́ı tzv.

kruhové stavy. Převzato z [4].
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Tyto rovinné hexagonálńı clustery jsou elektricky neutrálńı [2], na množstv́ı atomů,

ze kterých se skládaj́ı, poměrně nepočetné, ale vlivem vysokého rydbergovského stavu

atomů velmi rozlehlé co do velikosti, někdy až makroskopické. Clustery jsou v̊uči

spontánńı deexcitaci a fotodeexcitaci vysoce stabilńı; přesněji se o clusterech (ale i o ry-

dbergovské hmotě bez cluster̊u) hovoř́ı jako o metastabilńı kondenzované fázi [3] –

o metastabilitě bude ještě pojednáno dále. Vnitřek clusteru lze formálně rozdělit na Wig-

ner-Seitzovy buňky [3] podle uzl̊u. Clustery jsou co do kovové povahy bĺızké rydber-

govské hmotě před jejich vznikem. Jako rydbergovská hmota se vedle kondenzovaného

uspořádáńı atomů popsaného v předchoźım odstavci označuje také samotný cluster,

popř. velký oblak (cloud) cluster̊u [8] – předpokládá se, že dojde-li ke vzniku clus-

ter̊u, bude se většina rydbergovské hmoty nacházet právě v tomto uspořádáńı1. Vzácně

se mı́sto pojmu cluster použ́ıvá termı́n sheath [4]. Poč́ınaje následuj́ıćı kapitolou se

pod rydbergovskou hmotou bude rozumět hexagonálńı cluster nebo jejich oblak.

Je přirozené, že výskyt velkých vysoce vzbuzených atomů a molekul, a tedy i ryd-

bergovské hmoty, je limitováno na oblasti s vysokým vakuem [4]. Rydbergovská hmota

ve formě cluster̊u nebo bez nich je energeticky výhodněǰśı než izolované atomy [7].

Rydbergovská hmota lze připravit uměle v laboratoři, ale pravděpodobně se vyskytuje

i přirozeně – podmı́nky a př́ıklady oboj́ıho budou následovat.

1.2 Rydbergovská hmota jako zvláštńı fáze látky

Pravidelnost uspořádáńı cluster̊u může vyvolat d̊uvodné očekáváńı, že objekt bude mı́t

určité pevnolátkové (či dokonce př́ımo kovové) vlastnosti, zat́ımco malý počet atomů

v každém z nich vede k domněnce, že se jejich velký soubor (oblak) bude chovat jako

plyn velkých molekul2. Teoretické výpočty a experimentálńı měřeńı ale ukazuj́ı, že i když

některé pevnolátkové a plynové vlastnosti rydbergovská hmota vykazuje, tak soubor

jej́ıch vlastnost́ı jako celek z ńı čińı substanci natolik specifickou, že je na mı́stě chápat

ji jako novou fázi (stav) hmoty3.

Typickými kovovými vlastnostmi, kterými se rydbergovská hmota vykazuje4, jsou

např́ıklad plazmová frekvence elektron̊u [9], sd́ıleńı elektron̊u v́ıcero atomy [6], kolek-

tivizace pohyb̊u bĺızkých atomů [3], nebo elektronická struktura vodivostńıch pás̊u [10]

a jako naopak typicky nekovové jsou jmenovány pr̊uhlednost rydbergovské hmoty ve vidi-

1i když asi nic v principu nebráńı koexistenci r̊uzných kondenzovaných forem
2rydbergovská hmota bez cluster̊u je naopak připodobňována ke kapalině [7]
3podobně jako Bose-Einstein̊uv kondenzát, kvark-gluonové plazma, spinové sklo nebo látku

v supratekutém stavu
4v jednoduše kondenzované formě i u cluster̊u
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telné oblasti spektra [3], plasticita [3], neobsazenost nižš́ıch stav̊u elektrony [3]5, neho-

mogenńı výskyt elektron̊u [3]6, silná vzájemná korelace mezi elektrony [5], jejich vysoký

moment hybnosti [10] a nekonstantnost mř́ıžkové konstanty v̊uči vnitřńım proces̊um

[11]7; konečně typicky plynovou vlastnost́ı je např. ńızká hustota [2, 3]. Autoři ryd-

bergovskou hmotu také často připodobňuj́ı k prachovému plazmatu (dusty plasma) [10]

nebo k vodivostńım částićım v polovodič́ıch [2], ale většinou o ńı ṕı̌śı jako o ”téměř

kovové” [5, 9, 10].

Rydbergovská hmota by měla jakožto fáze mı́t své mı́sto ve fázovém diagramu [11]

a mimo jiné by měla být jasně odlǐsitelná např́ıklad od přehřáté páry [11]. Clustery se

mohou vyskytovat buď samostatně volně, tedy jako v ideálńım plynu, nebo se mohou

řetězit do jakýchsi vláken (columns). Druhé jmenované uspořádáńı může za určitých

podmı́nek mı́t obrovskou hustotu (ultradense Rydberg matter), až ∼ 1.3 · 10+8 kg ·m−3

[12, 13], a někteř́ı autoři jej pak považuj́ı za fázi hmoty odlǐsnou od běžné rydber-

govské (mělo by tedy v rámci rydbergovské hmoty docházet ke třet́ımu typu konden-

zace). Rydbergovská hmota o takovýchto vlastnostech se údajně dá laboratorně připravit

pod vlivem magnetického pole v pórech Fe2O3 a mohla by být slibným předmětem stu-

dia obzvláště pro termojadernou fúzi [12, 13]. Ultradense Rydberg matter je zmiňována,

pouze je-li tvořena deuteriem, hovoř́ı se tedy také o ultradense deuteriu [12]; někteř́ı

autoři ve fázovém přechodu k ultradense deuteriu spatřuj́ı Bose-Einsteinovu kondenzaci

deuteronové tekutiny [12]. Obě zmı́něné konfigurace se mohou vyskytovat i zároveň

ve směsi [12].

1.3 Energetická struktura rydbergovské hmoty

Nejčastěǰśı [5] hexagonálńı symetrie rovinných cluster̊u je energeticky nejúsporněǰśı až

od určitého kvantového stavu poč́ınaje [3] – pro nižš́ı stavy je pravděpodobněǰśı výskyt

rydbergovské hmoty bez obecného uspořádáńı. Takový cluster je tvořen jedńım centrál-

ńım uzlem a okolo něj daľśımi v násobćıch šesti. V uzlu se může nacházet buď iont atomu

– prokázáno pro atomy vod́ıku [5, 7], drasĺıku [3, 8] a cesia [2, 3, 4, 7, 14] (u kterého

byla rydbergovská hmota historicky prvně doložena [4]), hovoř́ı se i o sod́ıku [10] –, nebo

molekuly, nejčastěji se v této souvislosti ṕı̌se o molekule H2 [3, 8, 14], která by pak

mohla být významná i v astronomickém měř́ıtku [3, 5], a o molekule N2 [8, 15]. Hovoř́ı

se i o smı́̌sených clusterech tvořených atomy vod́ıku v některých uzlech a molekulách

5toto by mělo mı́t jen malý vliv na fyzikálně-chemické vlastnosti, naopak velký na dobu života
6pravděpodobnost výskytu u hranic Wigner-Seitzových buněk je vysoká, u jader naopak zanedbatelná
7posledńı dvě jmenované vlastnosti budou v této práci obzvláště významné
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vod́ıku v jiných, př́ıpadně i za účasti hélia [14]8. Hexagonálńı pravidelnost a symetričnost

implikuje, že se rydbergovská hmota vyskytuje jen při specifických počtech uzl̊u, kterým

se ř́ıká magická č́ısla (magic numbers) – pozorovány byly clustery s magickými č́ısly 7, 19,

37, 61 a 91 [4, 5, 9, 15], které všechny odpov́ıdaj́ı šestiúhelńık̊um; z experimentálńıch dat

lze ale interpretovat i výskyt č́ısel 10 a 14 [5, 9], což hexagonálńı struktuře neodpov́ıdá;

a předpovězeny byly také clustery tvar̊u neúplných šestiúhelńık̊u, ale stále se šestičetnou

symetríı, s ”polomagickými” č́ısly 13, 31, 55 a 85 [4].

Rovinné uspořádáńı clusteru je jediné, které bylo dosud experimentálně potvrzené

[15]. Kromě své energetické výhodnosti v̊uči jiným uspořádáńım [5, 11]9 jej pravděpo-

dobně upřednostňuje také fakt, že stavy atomů s vyšš́ım momentem hybnosti, a tedy

”v́ıce rovinné”, maj́ı deľśı dobu života a kondenzace do clusteru se mohou dož́ıt [15]. Je-li

pohyb elektron̊u v těchto clusterech rovinný, bĺıž́ı se klasickému popisu podle principu

korespondence a pro popis clusteru lze použ́ıt semiklasické metody na rozhrańı kvantové

a klasické fyziky [3, 4, 16]10. Semiklasické elektrony s vysokým momentem hybnosti

(circular (Rydberg) states) [3, 9, 8] jsou (vlivem korelace [4]) v clusteru sfázovány co

do pohybu, což zesiluje vazbu v clusteru [4]. Cluster ještě v́ıce stabilizuje, jsou-li všechny

elektrony ve stavu se stejným kvantovým č́ıslem n11. V kvantovém pohledu je pak clus-

ter stabilizován, jsou-li elektrony koncentrovány hlavně podél hranic Wigner-Seitzových

buněk12 [3, 11].

Kromě pravidelného hexagonálńıho uspořádáńı a rovinné povahy je třet́ı kĺıčovou

charakteristikou rydbergovské hmoty, která j́ı koneckonc̊u dává i jméno, skutečnost, že

atomy tvoř́ıćı clustery se nacháźı ve vysoce vzbuzeném (tzv. rydbergovském) stavu [5,

10]. Vysoce vzbuzený stav umožňuje13 i vysoký moment hybnosti elektron̊u, které se pak

mohou v́ıce a v́ıce lokalizovat do roviny, jak je známo např́ıklad ze studia orbital̊u atomu

vod́ıku. Dvěma př́ımými d̊usledky vysokého rydbergovského stavu atomů, a potažmo

tedy i cluster̊u rydbergovské hmoty, jsou jejich neobyčejná velikost a dlouhá doba života

vzbuzených stav̊u [3, 5, 9, 10].

Plat́ı, že atomy v rydbergovských stavech jsou prostorově rozměrné – u atomu vod́ıku

v Bohrově modelu roste poloměr orbity kvadraticky s hlavńım kvantovým č́ıslem n jako

rn = a0n
2 =

ΛC
α
n2, (1.1)

8u těchto smı́̌sených už se lze d̊uvodně domńıvat, že by cluster mohl mı́t permanentńı elektrický dipól
9rovinná struktura také nejrychleji vzniká

10obvykle se uvažuje, že každý z elektron̊u je na kruhové dráze okolo svého mateřského iontu [4]
11pak toto kvantové č́ıslo může popisovat i cluster jako celek
12což semiklasické představě elektron̊u na kruhových orbitách neodporuje
13ale nevynucuje
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kde a0
∼= 5.291772 · 10−11 m [17] je Bohr̊uv poloměr, ΛC = h̄c

mec2
(redukovaná) Compto-

nova vlnová délka elektronu a α = e2

4πε0h̄c
konstanta jemné struktury. Aby byla udržitelná

myšlenka pravidelného rovinného uspořádáńı a zároveň r̊ustu velikosti každého atomu

v clusteru s kvantovým č́ıslem n, muśı mı́t tento kvantový stav všechny atomy clusteru

stejný [5, 8, 11], což je v souladu se stabilitou clusteru diskutovanou výše, a při změně

kvantového stavu clusteru jako celku ho kolektivně měnit14.

Velikost clusteru rydbergovské hmoty úměrnou n2 experiment potvrzuje; při těsném

uspořádáńı by vzdálenost mezi sousedńımi uzly (tedy de facto zmı́něná mř́ıžková kon-

stanta) měla být o něco málo větš́ı než 2a0n
2, z experiment̊u [8, 10] plyne vzdálenost

an ∼= 2.9a0n
2. (1.2)

Neobvyklou vlastnost, že je v rydbergovské hmotě mř́ıžkový parametr závislý na vnitřńım

kvantovém stavu, zde zd̊urazňuje index n. Největš́ı clustery rydberovské hmoty mohou

mı́t i makroskopické rozměry, v́ıce jak mikrometr [5]; tato velikost spolu s konečnou

rychlost́ı š́ı̌reńı informace je někdy považována za d̊uvod omezeńı počtu uzl̊u, které mo-

hou rydbergovskou hmotu tvořit.

Dlouhá doba života (již zmı́něná stabilita v̊uči foto- a spontánńı deexcitaci) je dána

jednak velmi malým překryvem mezi vlnovými funkcemi r̊uzných vzbuzených stav̊u

[9], jednak nutnost́ı elektron̊u tunelovat potenciálovou bariérou okolo hranic Wigner-

Seitzových buněk [12] a pravděpodobně i výběrovými pravidly; podstata metastability

ale tkv́ı v tom, že na rozd́ıl od běžných kov̊u maj́ı vzbuzené stavy elektron̊u kam deexci-

tovat, jelikož nižš́ı stavy jsou v rydbergovské hmotě neobsazené [7]. Pokud k deexcitaci

přeci jen docháźı, pak se tak směrem k základńımu stavu děje po kaskádě [16]. V praxi

je doba života stav̊u v laboratorńıch podmı́nkách, tj. při vystaveńı vzájemným srážkám

a jiným, v řádu minut [3], teoreticky pro kvantové stavy n ∼= 16 vycháźı doba života asi

sto let [5] a pro kvantový stav okolo osmdesáti už ale může být srovnatelná s dobou života

vesmı́ru [5, 9]. Laboratorně byly pozorovány v́ıcefotonové procesy, které dobu života

výrazně zkracuj́ı, mimo laboratoř ale v oblastech, kde se rydbergovská hmota podle všeho

vyskytuje, lze tyto mechanismy zanedbat [5, 9]. Augerovské procesy (Auger process)15,

které by teoreticky mohly dobu života taky zkracovat, jsou ale autory zmiňovány jen

v souvislosti se samostatnými rydbergovskými atomy před kondenzaćı do rydbergovské

hmoty [3].

14to je podstatný rozd́ıl oproti pevným látkám, popř. kov̊um, které maj́ı sice také periodické

uspořádáńı, ale tato perioda je na vnitřńım stavu elektron̊u nebo na vněǰśım tlaku v podstatě nezávislá
15při srážce dvou rydbergovských atomů se jeden ionizuje a druhý přejde nezářivě do základńıho stavu
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1.4 Vznik a detekce rydbergovské hmoty;

spektrálńı vlastnosti

Rydbergovská hmota podle experimentálńıch zjǐstěńı nepotřebuje pro sv̊uj vznik nijak

zvláštńı podmı́nky, pokud jde o teplotu, tlak, chemické složeńı a jiné [5, 10]. Má se

za to, že v dostatečném vakuu vzniká přirozeně evaporaćı/desorpćı substrátu z povrch̊u

[4, 5, 8, 10, 14, 15] nebo v povrchové vrstvě zbytkové atmosféry (boundary surface layer)

[3, 5, 8, 9, 15], pokud jsou atomy v něm vzbuzené [9]; kondenzaci možná spoušt́ı van

der Waalsovská vzájemná polarizace vzbuzených atomů [3]. Substrát, ze kterého se ryd-

bergovská hmota desorpćı tvoř́ı, nemuśı být nutně na povrchu – popsána byla i úspěšná

interkalace drasĺıku do grafitu pro tyto účely [4]. Takové podmı́nky jsou mimo laboratoř

dosažitelné např́ıklad v mezihvězdných oblaćıch nebo ve vysokých vrstvách atmosféry,

jsou-li v těchto př́ıtomna např́ıklad prachová nebo jiná zrna s vhodným povrchem [9];

jsou i názory o výskytu rydbergovské hmoty v prstenćıch planet (např́ıklad Saturnu)

nebo v ohonech komet [10].

Kromě už zmı́něné desorpce z povrchu nebo z interkalačńıch vrstev se jako o mecha-

nismech, které mohou vést k tvorbě rydbergovské hmoty (ale v laboratorńı praxi se

podle všeho zat́ım nepouž́ıvaj́ı), ṕı̌se také o přechodu v chladném neideálńım plazmatu

((ultra)cold neutral plasma, také nonideal low-temperature plasma) [3] nebo o exci-

taćıch rydbergovských atomů laserem, přičemž část autor̊u posledně jmenovanou metodu

považuje za slibnou [3], jińı naopak za minimálně neefektivńı [15].

Laboratorńı prokazováńı př́ıtomnosti rydbergovské hmoty vycháźı primárně z jej́ıho

pravidelného uspořádáńı daného magickými č́ısly – magická č́ısla se jednak vyskytuj́ı

v záznamech hmotnostńıch (time-of-flight) spektrometr̊u [4, 8, 10, 15] a jednak jsou

specifické momenty setrvačnosti cluster̊u pozorovány v rotačńıch spektrech [10]. Až

později se podle všeho začala zkoumat možnost využ́ıvat laser̊u (laser probing) [9], a to

nejen k měřeńı samotnému, ale též k zachytáváńı cluster̊u do magneto-optických past́ı

[3], jak bývá běžné v atomové fyzice; speciálně bývá zmiňována Ramanova spektrometrie

[3, 8, 9, 14]. Je uváděno, že rydbergovská hmota nemá vibračńı přechody v infračervené

oblasti [9]. Spektrálńı vlastnosti źıskané laboratorně (a přenášené následně k interpretaci

meteorologických nebo astronomických dat) se daj́ı shrnout tak, že kromě několika

málo pás̊u v infračervené oblasti [5, 9], které pravděpodobně odpov́ıdaj́ı elektronickým

přechod̊um, rotačńıch spekter v mikrovlnné oblasti a limity plazmové frekvence je ryd-

bergovská hmota k elektromagnetickému zářeńı jinak netečná.
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1.5 Rydbergovská hmota ve vesmı́ru

Právě netečnost k zářeńı obrátila pozornost komunity zabývaj́ıćı se rydbergovskou hmo-

tou velmi záhy k astronomickým dat̊um, konkrétně k málo prozkoumaným difúzńım

pás̊um (unidentified interstellar bands, také difuse interstellar bands nebo unidentified

interstellar radiation) v infračervené oblasti zářeńı z mezihvězdného prostoru, z nichž

většina se dosud nedař́ı přǐradit k známým atomům, molekulám, komplex̊um nebo je-

jich iont̊um [5]. Tyto pásy jsou velmi rozmanité a maj́ı bohatou substrukturu, soud́ı

se tedy, že jejich p̊uvodcem je látka s bohatým izotopovým [5] a pravděpodobně také

alotropickým zastoupeńım a zároveň s jinak vysokou fotostabilitou [5]. Někteř́ı autoři si

nárokuj́ı identifikaci některých těchto pás̊u s laboratorńımi daty o rydbergovské hmotě

[3, 5, 9, 14]. Tyto pásy jsou pozorovány v podstatě ze všech směr̊u mezihvězdného

prostoru [9], zavdávaj́ı tedy k domněnce, že se rydbergovská hmota může ve vesmı́ru

vyskytovat v astronomicky významném množstv́ı.

Odtud je samozřejmě jen malý kr̊uček k myšlence, že by rydbergovská hmota mohla

alespoň z určité části objasňovat otázku takzvané temné hmoty [5, 9], o ńıž se soud́ı,

že se ve velkém množstv́ı vyskytuje v galaxíıch, ale se zářeńım interaguje málo nebo

v̊ubec (proto ”temná”). Aby pokryla veškeré odhadované množstv́ı, stačilo by, aby měla

v mezihvězdném prostoru hustotu 108-krát menš́ı, než jaké je dosahováno v laboratoř́ıch

[9]. Oblak rydbergovské hmoty podle některých autor̊u může mı́t takový tlakový profil,

že je do jisté mı́ry rigidńı, což by vysvětlovalo i rigiditu rotace spirálńıch galaxíı, pokud

by v nich byla rydbergovská hmota př́ıtomna rovnoměrně a ve velkém množstv́ı [9].

Nezanedbatelná hustota rydbergovské hmoty v mezihvězdném prostoru by musela

být brána v potaz při př́ıpadných mezihvězdných cestách, protože je podle současných

zjǐstěńı jak neviditelná, tak i těžko předpov́ıdatelná [9]. Pro 1015 cluster̊u v metru

krychlovém a rychlosti v = 0.1 c byla vypočtena rovnovážná teplota pohybuj́ıćıho se ob-

jektu s médiem rydbergovské hmoty rovná asi 25000 K [9]. Na známou otázku (Fermiho

paradox) ”kde [všichni mimozemšťani] jsou?” může být nab́ıdnuta (lehce anekdotická)

odpověď: Buď jsou si rydbergovské hmoty vědomi a necestuj́ı, nebo cestuj́ı velmi po-

malu a opatrně, nebo za letu shořeli. [9] Z tohoto pohledu bezproblémové putováńı

sond v rámci slunečńı soustavy bývá vysvětlováno kombinaćı dostatečně ńızkých hustot

rydbergovské hmoty a ńızkých rychlost́ı družic.
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1.6 Uspořádáváńı cluster̊u do vláken;

magnetické vlastnosti cluster̊u a jejich srážky

Rovinnost cluster̊u, ekvivalentńı vysokým moment̊um hybnosti jejich elektron̊u, dává

tušit, že clustery budou mı́t poměrně velký (permanentńı) magnetický (dipólový) mo-

ment, kolmo na rovinu clusteru. Tyto magnetické dipóly mohou být zodpovědné za to, že

se clustery pravděpodobně uspořádávaj́ı do výše zmı́něných ohebných vláken a navzájem

zesiluj́ı magnetické pole podél nich [5, 12] a že je lze zachytit do magneto-optických past́ı

[3]. Toto magnetické pole může být pro vesmı́rnou rydbergovskou hmotu i astronomicky

významné [5]. Naopak jsou-li clustery umı́stěny do vněǰśıho magnetického pole, měly

by se uspořádat (ať izolovaně, nebo ve vláknech) podél jeho siločar [5, 13]; clustery se

rovněž uspořádávaj́ı kolmo v̊uči laserovém svazku [8]. Dı́ky vzájemným vazbám jsou

možná clustery v laboratorńıch podmı́nkách v prostoru takřka nehybné [8].

Pokud jde o vzájemné srážky mezi clustery v oblaku rydbergovské hmoty, usuzuje se,

že pro vzájemné přibližováńı cluster̊u existuje potenciálńı bariéra, která mimo jiné čińı

clustery v̊uči těmto srážkám odolné [5]. Tato potenciálńı bariéra ale záviśı na vzájemné

orientaci cluster̊u a uvád́ı se, že při vzájemném přibližováńı rovnoběžných cluster̊u

podél jejich kolmice má křivka potenciálu pr̊uběh s lokálńım maximem [9]. Konkrétně

pro drasĺıkovou rydbergovskou hmotu v kvantovém stavu n = 80 a s 19 atomy v clusteru

by toto maximum mělo být na asi 0.66 µm [9], což je podle vztahu (1.2) méně, než je

vzdálenost mezi atomy v rámci daného clusteru (0.98 µm) – vzdálenost mezi clustery

ve vlákně by pak mohla být menš́ı než mezi atomy v clusteru16. Termálńı srážky jsou

ovšem považovány za zásadńı mechanismus, jak se v laboratoři rydbergovská hmota

může vybudit do vyšš́ıch stav̊u [4, 5, 8]. Pokud se totéž děje i v mezihvězdném pros-

toru, je soudě podle dat z výše uvedených difúzńıch pás̊u typickým kvantovým stavem

v termálńı rovnováze asi n ∼= 80. K disociaci clusteru může doj́ıt pod vlivem laseru

[4]17 a na clustery nebo rydbergovskou hmotu v̊ubec má rovněž neblahý vliv př́ıtomnost

elektronegativńıch atomů nebo molekul v jejich bĺızkosti [2].

1.7 Modelové př́ıstupy k rydbergovské hmotě

Vazba mezi uzly clusteru, která z něj čińı (meta)stabilńı objekt, je výměnná (exchange-

correlation) [5, 10], téměř kovová [5, 7], ale vlákna a oblaky se co do vlastnost́ı od kovu

významně lǐśı [5]. Cluster jako celek má menš́ı energii než jednotlivé atomy samostatně

16na tuto myšlenku se bude odkazovat závěr v kapitole o difrakci
17mechanismem tzv. coulombické exploze
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[9]. Existuj́ı názory, že pro cluster selhává př́ıstup Born-Oppenheimerovy aproximace

[15] a že přesněǰśı by mohla být aproximace inverzńı (sic), tj. ionty by se pohybovaly

v poli elektronové tekutiny; byla vyslovena domněnka, že v této tekutině se elektrony

uskupuj́ı do Cooperových pár̊u [12, 13]. Vlastnosti rydbergovské hmoty byly zat́ım

poč́ıtány ve třech r̊uzných př́ıstupech – kvantovou metodou PDFM (Pseudopotential-

Density Functional Method) kombinuj́ıćı pseudopotenciály a funkcionál hustoty [3, 7]18,

semiklasickým př́ıstupem vhodným obzvláště pro rovinné clustery [16] a modelem jellium

[4, 15]; ze všech plynou velmi podobné výsledky [15]. Rydbergovská hmota je v̊ubec

považována za objekt na hranici klasického a kvantového popisu světa [3, 4].

1.8 Rydbergovská hmota v zemské atmosféře a v jiných

oblastech nebo jevech

Možný výskyt sod́ıkové [10] rydbergovské hmoty ve vysokých vrstvách zemské atmosféry

(mezosféra a termosféra) byl použit k interpretaci některých meteorologických a at-

mosférických úkaz̊u – nočńı sv́ıt́ıćı oblaka (polar mesospheric clouds, noctilucent clouds),

anomálńı radarová echa v mezosféře během polárńıho léta (polar mesospheric summer

echoes, PMSE) a občasné výskyty sod́ıkových vrstev v atmosféře (sporadic sodium lay-

ers) [10] nebo v̊ubec ńızké teploty v mezosféře, která může souviset se samoochlazovaćı

(self-cooling) povahou rydbergovské hmoty [10]. Odeb́ıráńı vzork̊u raketami v těchto

výškách pravděpodobně p̊usob́ı na rydbergovskou hmotu destruktivně, ale rozv́ıj́ı se

metodika zkoumáńı LIDARem [10].

Kromě už zmı́něných interpretaćı temné hmoty a mezosférických jev̊u pomoćı ryd-

bergovské hmoty jsou daľśımi fenomény, v souvislosti se kterými je rydbergovská hmota

zmiňována, např́ıklad sonoluminiscence, kulové blesky nebo kovový vod́ık; mezosférické

jevy podle některých mohou zd̊uvodnit19 samu homochiralitu zemské biosféry [9, 10];

již byly zmı́něny ohony komet, v nichž by se rydbergovská hmota mohla také vysky-

tovat a poskytnout výklad některých jejich fyzikálńıch vlastnost́ı; a v neposledńı řadě

se hovoř́ı i o možnosti využ́ıt rydbergovskou hmotu jako palivo pro běžné chemické

spalováńı (combustion) [3, 4] a o jej́ım využit́ı v elektronice [3, 4], optoelektronice [3, 4]

nebo v kvantových poč́ıtač́ıch [3].

18využ́ıvá se i metody tzv. (efektivńıch) kvantových defekt̊u (effective quantum defects) [7]
19clustery se synchronńımi elektrony mohou odrážet světlo jako kruhově polarizované [9]
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1.9 Rydbergovská hmota a lasery

Zvláštńı odstavec budiž věnován rekapitulaci (a doplněńı), kdy může být pro př́ıpravu,

manipulaci nebo studium rydbergovské hmoty užitečný laser: už byly jmenovány r̊uzné

názory na možnost vybuzeńı rydbergovských atomů tak, aby kondenzovaly do rydber-

govské hmoty; také zkoumáńı spektrálńıch vlastnost́ı rydbergovské hmoty laserem20;

pokusy detekovat rydbergovskou hmotu v zemské atmosféře pomoćı LIDARu; náchylnost

cluster̊u na disociaci laserem; a zachytáváńı do magneto-optických past́ı. Lze doplnit, že

právě laserem bývaj́ı iniciována time-of-flight měřeńı [4, 8] nebo že se objevila myšlenka

manipulace s rydbergovskou hmotou v optické mř́ıžce [3].

1.10 Výběr poznatk̊u významných pro tuto práci

Na závěr této kapitoly budou zopakovány ty vlastnosti rydbergovské hmoty, které jsou

významné pro tuto práci:

• Rydbergovská hmota je velmi často tvořena rovinnými clustery o hexagonálńı

symetrii – jsou invariantńı k pootočeńı o úhel π
3 . V clusteru je jeden centrálńı

uzel a okolo něj v pravidelné mř́ıži několik daľśıch, jejichž počet je násobkem šesti.

• V každém uzlu je buď atom, nebo molekula. Atomy, o kterých je známo (nebo

se očekává), že rydbergovskou hmotu tvoř́ı, jsou vod́ık, sod́ık, drasĺık a cesium.

V daném clusteru jsou ve všech uzlech atomy nejčastěji stejného izotopu a určitě

ve stejném kvantovém stavu, takže se daný kvantový stav (n) dá vztáhnout i na clus-

ter jako celek.

• Atomy a clustery se nacháźı ve vysokém vzbuzeném stavu; vzájemná vzdálenost

jader je o něco v́ıce než dvojnásobek poloměru atomů, což by odpov́ıdalo těsnému

uspořádáńı jejich bohrovských model̊u. Vzájemná vzdálenost uzl̊u v clusteru roste

s druhou mocninou kvantového stavu podle semiempirické formule jako 2.9ΛC
α n

2;

tato vlastnost nemá např́ıklad u běžných kov̊u obdobu.

• Clustery jsou stabilńı v̊uči foto- a spontánńı deexcitaci, vzbuzené stavy maj́ı doby

života i mnoho let.

• Vazba mezi atomy v clusteru je podobná jako v kovech. Elektrony, které se vazby

účastńı, maj́ı ale na rozd́ıl od kov̊u vysoké momenty hybnosti, mimo jiné proto je

20včetně Ramanova roztylu
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cluster rovinný. Energie clusteru je menš́ı než souboru d́ılč́ıch izolovaných atomů

ve stejném kvantovém stavu.

• Clustery jsou sice dvourozměrné21, ale existuj́ı v tř́ırozměrném prostoru, kde mo-

hou mı́t libovolnou orientaci. O velkém množstv́ı cluster̊u v daném objemu se

hovoř́ı jako o oblaku. Clustery se mohou řetězit do ohebných vláken, která mo-

hou být zdrojem magnetického pole prostřednictv́ım jejich magnetických dipól̊u;

a naopak ve vněǰśım magnetickém poli se clustery a vlákna orientuj́ı podél siločar.

Vzájemná vzdálenost cluster̊u ve vláknech může být menš́ı než vzájemná vzdálenost

mezi atomy v clusteru.

21přesněji dvourozměrně uspořádané, kolmo k rovině určitou š́ı̌rku co do výskytu elektron̊u jistě maj́ı
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Kapitola 2

Keplerovský pohyb elektrického

dipólu; interpolace polńı mapy

spojitá v prvńı derivaci

Tato kapitola se bude zabývat návrhem elektrostatické pasti pro částice s permanentńım

elektrickým dipólem. Výchoźı motivaćı je atom vod́ıku, popř. antivod́ıku, ale analýza

bude platit i pro jiné atomárńı nebo molekulárńı objekty, např́ıklad molekulu vody

nebo cluster rydbergovské hmoty, pokud se u tohoto dipól potvrd́ı1.

Návrh rozšǐruje rodinu past́ı použ́ıvaných v atomárńı optice; nejčastěji se lze setkat

s magnetostatickými pastmi, např. v tzv. anti-Helmholtzově uspořádáńı ćıvek2 nebo past-

mi založenými na manipulaci atomů s laserem. Past navrhovaná v této kapitole je bližš́ı

magnetostatické, protože je založená na neměnném poli, které trajektorie některých

částic3 v principu udrž́ı uvnitř určité oblasti autonomně, bez nutnosti jiných zásah̊u.

Důležitým parametrem pasti je akceptance, tedy pod́ıl úspěšně zachycených částic

z celku, popř. prostě kritérium zachyceńı; jedńım z hlavńıch výsledk̊u kapitoly bude

vazba na parametry soustavy (”vněǰśı”, např́ıklad napět́ı na elektrodách, a ”vnitřńı”,

např́ıklad kvantový stav částice), z ńıž bude možné pro konkrétńı zař́ızeńı optimalizovat

jeho návrh.

1např. u smı́̌sených cluster̊u nebo cluster̊u z molekul s permanentńım dipólem
2zat́ımco Helmholtzovy ćıvky jsou protékány proudem souhlasnými směry a generuj́ı mezi sebou

téměř homogenńı pole, při změně směru proudu v jedné z nich je mezi nimi generováno pole téměř

nulové a v jeho bĺızkosti aproximovatelné jako rostoućı lineárně se vzdálenost́ı – na částici s vhodným

permanentńım magnetickým dipólem pak v této anti-Helmholtzově pasti p̊usob́ı vratná śıla a částice

může být držena statickým polem
3podle kvantového stavu a počátečńıch podmı́nek pohybu v oblasti
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Konečně kapitola bude obsahovat popis interpolačńıho algoritmu pro pohyb dipólové

částice v zadaných poĺıch. Pro maximálńı obecnost byl algoritmus napsán tak, aby řešil

pohyb částice v poli zadaném tzv. mapou, tj. určeńım jeho hodnoty4 jen v konečném

množstv́ı bod̊u, rozmı́stěných typicky nějak pravidelně, a následným vyč́ısleńım pole

v bodě, kde se právě částice nacháźı, vhodnou interpolaćı ze zadaných bod̊u.

V celé kapitoly znač́ı M bez indexu hmotnost celé, elektricky neutrálńı, částice

s permanentńım elektrickým dipólem, E = | ~E| velikost vektoru elektrické intenzity,

W energii5, ~R = (X,Y, Z)T polohový vektor částice ve zvolených souřadnićıch a r =√
X2 + Y 2 radiálńı souřadnici ve válcové (cylindrické) soustavě souřadnic – v druhé

jmenované je tedy

~R = (r, ϕ, z)T (2.1)

a v kartézských souřadnićıch je Laplace̊uv operátor jednoduše

~∇ =

(
∂

∂X
,
∂

∂Y
,
∂

∂Z

)T

. (2.2)

2.1 Dynamika permanentńıho elektrického dipólu v adia-

batické aproximaci

Permanentńı elektrický dipól částice se standardně znač́ı jako ~µe; jednotkou v soustavě

SI je C ·m. Nechť je dán model dvou bodových náboj̊u o stejné velikosti, ale opačného

znaménka (q a −q) ve vzájemné vzdálenosti d – pak je elektrický dipól této dvojice vektor

podél jejich spojnice, definitoricky od kladného náboje k zápornému, a jeho velikost je

součinem náboje q a vzájemné vzdálenosti d. Tedy

~µe = q~d = qd~ed, (2.3)

kde ~ed je jednotkový bezrozměrný vektor ve směru spojnice náboj̊u od kladného k zápor-

nému a ~d je stejně orientovaný vzájemný polohový vektor obou náboj̊u. Pro nebodové

náboje neńı třeba tento model zcela opouštět, pokud se např́ıklad elektronovému or-

bitalu atomu vod́ıku přisoud́ı střed jeho rozděleńı a nahrad́ı se nábojem −e situovaným

do tohoto bodu6.

4ať už skaláru nebo složek vektoru
5pro odlǐseńı od elektrické intenzity
6logicky vede tento postup k nenulovému dipólu jen pro ty stavy atomu, jejichž nábojové rozděleńı

neńı symetrické v̊uči jádru – jen ty atomy mohou mı́t nenulový permanentńı dipól
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Potenciálńı energie náboje q v elektrickém poli je dána jako

Wp = qΦ, (2.4)

kde Φ je skalárńı potenciál elektrického pole. T́ım se mysĺı potenciál od pole gene-

rovaného zvněǰsku a př́ıspěvky náboj̊u soustavy k celkovému potenciálu zanedbáváme7.

Rovněž neńı uvažován vliv vněǰśıho pole nebo třet́ıch náboj̊u na samotnou velikost dipólu

– nechť jak µe, tak d jsou co do velikosti neměnné8. Protože je Φ pole, Φ = Φ(~R), je

potřeba chápat potenciálńı energii Wp(~R) = qΦ(~R) jako energii vyč́ıslovanou v bodě,

kde se částice nacháźı, úměrně skalárńımu potenciálu tamtéž. Śıla na náboj je pak dána

jako

~F = −~∇Wp = −q~∇Φ = q ~E, (2.5)

což je samozřejmě nemagnetická složka Lorentzovy śıly.

Potenciálńı energie soustavy dvou náboj̊u o pevné vzájemné vzdálenosti umı́stěné

do vněǰśıho pole je zřejmě součtem potenciálńıch energíı obou náboj̊u:

Wp = W+ +W− = W (~R+) +W (~R−) = (+q)Φ(~R+) + (−q)Φ(~R−) =

= q
(

Φ(~R+) + Φ(~R−)
)

(2.6)

Je-li vhodné pracovat s dipólovou částićı jako s bodovou (o polohovém vektoru ~R, který

ji kinematicky úplně popisuje), bráńı zdánlivě tomuto dva r̊uzné polohové vektory ~R+

a ~R− v předchoźım výrazu. Pokud by se aproximovalo ~R+
∼= ~R−, potenciálńı energie by

byla nulová; mı́sto toho se standardně přistupuje k rozvinut́ı výraz̊u do prvńıho stupně.

Oba náboje – kladný i záporný – lze asociovat s d́ıly dipólové částice, např́ıklad u atomu

vod́ıku s jádrem a elektronem, které maj́ı hmotnosti m+ a m−, přičemž hmotnost celé

částice je M ≡ m+ + m− a redukovaná hmotnost µ ≡ m+m−
m++m−

. Vedle už zavedené

vzájemné polohy náboj̊u ~d ≡ ~R− − ~R+ je poloha těžǐstě dána jako

~R ≡ m+~r+ +m−~r−
m+ +m−

, (2.7)

které dohromady tvoř́ı soustavu rovnic pro polohy jednotlivých jader, které vycháźı jako

~R− = ~R+
µ

m−
~d, (2.8a)

7tzv. pasivńı úloha – zkoumańı účastńıci neovlivňuj́ı vtǐstěné podmı́nky, ve kterých se vyv́ıjej́ı
8vyjma př́ıpadu, kdy dojde k přeskoku mezi kvantovými stavy částice
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~R+ = ~R− µ

m+

~d. (2.8b)

Pokud se takto vyjádřené polohové vektory dosad́ı do výrazu pro celkovou potenciálńı

energii a ten rozvine do prvńıho řádu9, vycháźı

Wp = q

(
Φ

(
~R− µ

m+

~d

)
− Φ

(
~R+

µ

m−
~d

))
∼=

∼= q

((
Φ(~R) +

(
− µ

m+

~d

)
· ~∇Φ(~R)

)
−
(

Φ(~R) +

(
+

µ

m−
~d

)
· ~∇Φ(~R)

))
=

= q

(
− µ

m+

~d · ~∇Φ(~R)− µ

m−
~d · ~∇Φ(~R)

)
= −q

(
µ

m+
+

µ

m−

)
~d · ~∇Φ(~R) =

= −q~d · ~∇Φ(~R) = −~µe · ~∇Φ(~R) = ~µe · ~E(~R), (2.9)

tedy potenciálńı energie záviśı na elektrické intenzitě v mı́stě výskytu částice a na jej́ım

elektrickém dipólu skrze skalárńı součin, aniž by bylo nutné se odkazovat na d́ılč́ı náboje

±q a jejich polohy nebo s nimi asociované hmotnosti. Pokud by se z takovéhoto výrazu

pro potenciálńı energii odvozovala dynamika objektu, musel by se vźıt v potaz úhel

mezi oběma vektory – vedle rovnice pro śılu by bylo nutno uvážit i rovnici pro moment

śıly, který rozhoduje o tom, s jakou setrvačnost́ı (”(ne)ochotou”) se dipól při pohybu

částice prostorem natáč́ı do směru lokálńıho pole. Pro pole, která nevykazuj́ı př́ılǐs velké

prostorové nebo časové změny lze ale vyj́ıt z aproximace10, že orientace dipólu do směru

pole je okamžitá a úhel mezi dipólem a lokálńım směrem vektoru elektrické intenzity

neměnný [1, 18]. V tom př́ıpadě lze mı́sto ~µe psát jeho pr̊uměr do směru vektoru ~E(~R),

tedy ~µe(E) = µe(E)
~E
| ~E|

a potenciálńı energie

Wp = ~µe(E) · ~E = µe(E)

~E

| ~E|
· ~E = µe(E)

E2

E
= µe(E)E(~R) (2.10)

tedy záviśı jen na velikosti elektrické intenzity v mı́stě výskytu částice. Pr̊umět ~µe(E)

do daného směru (zde vektoru elektrické intenzity) je kvantovaný, v př́ıpadě atomu

vod́ıku v elektrickém poli je vypoč́ıtán v rámci tzv. Starkova štěpeńı (jevu)11:

9jedná se vlastně o Taylorovy rozvoje funkce vektorové proměnné okolo bodu ~R
10někdy nazývané kvazistatická, jindy adiabatická
11v magnetickém poli se pak permanentńı magnetický dipól promı́tá kvantovaně do směru lokálńıho

magnetického pole (tzv. Zeemanovo štěpeńı) – elektron v atomu vod́ıku s orbitálńım kvantovým č́ıslem l

má velikost svého orbitálńıho magnetického dipólu roven h̄
√
l(l + 1), maximálńı projekce je ±h̄l a možné

projekce jsou h̄m,m = −l, ...,+l
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µe(E) =
3

2
ea0np, (2.11)

kde a0 = ΛC
α je tzv. Bohr̊uv poloměr, n je hlavńı kvantové č́ıslo stavu atomu vod́ıku a p

je tzv. parabolické kvantové č́ıslo [19, 20]; parabolické kvantové č́ıslo pro dané n prob́ıhá

množinu −(n − 1), ..., n − 1, tedy stejnou jako magnetické kvantové č́ıslo pro atom v

magnetickém poli, ale nejsou spolu souměřitelná – atom ve stavu o daném p může mı́t

libovolnou povolenou hodnotu m12. Neńı bez zaj́ımavosti, že výraz pro štěpeńı spek-

tra v elektrickém poli na rozd́ıl od sesterského výrazu pro magnetické pole neobsahuje

Planckovu konstantu, což vede k domněnce, že by výraz měl j́ıt odvodit i nekvantovými

metodami – to potvrdil např́ıklad Born pomoćı (Laplace-)Runge-Lenzova vektoru [19].

Daľśı rozbor k adiabatické aproximaci je pak v 5. kapitole.

Podobně lze samozřejmě upravit i kinetická energie a vycháźı

Wk = Wk(+) +Wk(−) =
1

2
m+~v

2
+ +

1

2
m−~v

2
− =

1

2
m+

~̇R2
+ +

1

2
m− ~̇R

2
− =

=
1

2
m+

(
~̇R− µ

m+

~̇d

)2

+
1

2
m−

(
~̇R+

µ

m−
~̇d

)2

=

=
1

2
m+

(
~̇R
)2

+
1

2
m−

(
~̇R
)2

=
1

2
M ~̇R2, (2.12)

protože podle předpokladu si zachovává ~d velikost a změna orientace jen koṕıruje vněǰśı

elektrické pole. Celková energie částice s elektrickým dipólem ve vněǰśım elektrickém

poli v přibĺıžeńıch popsaných v předchoźıch odstavćıch tedy konečně je

W = Wk +Wp =
1

2
M ~̇R2 + µe(E)E(~R), (2.13)

je tedy kinematicky plně13 popsána svým polohovým vektorem ~R a lze s ńı nakládat

jako s bodovou částićı.

2.2 Řešeńı Poissonovy rovnice pro vakuovou oblast mezi

cylindrickými elektrodami

Nechť je dáno statické elektrické pole, které vzniká ve vakuu mezi dvěma koncentrickými

válcovými elektrodami – na vněǰśı elektrodě nechť je potenciál Φin a má poloměr rin,

12s t́ım se lze setkat např́ıklad u zkř́ıžených poĺı; nesouměřitelnost je dána t́ım, že elektrické a magne-

tické poruchy spolu nekomutuj́ı, pokud neńı jedno z dvojice poĺı nulové nebo pokud nejsou rovnoběžná

[1, 19], což řad́ı úlohu o atomu vod́ıku v kř́ıžných poĺıch mezi stále nevyřešené problémy fyziky
13při daném a neměnném kvantovém stavu
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vněǰśı pak bude na potenciálu Φout a s poloměrem rout. Pr̊uběh potenciálu mezi elek-

trodami je dán Laplaceovou rovnićı

0 = ∆Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
, (2.14)

která po převodu do válcových souřadnic (r, ϕ, z) nabývá podoby

0 =
∂2Φ

∂r2
+

1

r
· ∂Φ

∂r
+

1

r2
· ∂

2Φ

∂ϕ2
+
∂2Φ

∂z2
. (2.15)

Při válcové symetrii je ∂Φ
∂ϕ = 0 a pokud je pr̊uběh neměnný i podél osy z, tak také

∂Φ
∂z = 0, odkud

0 =
∂2Φ

∂r2
+

1

r
· ∂Φ

∂r
, (2.16)

což je rovnice už jen jedné proměnné, tedy lze upustit od parciálńıch derivaćı:

0 =
d2Φ

dr2
+

1

r
· dΦ

dr
. (2.17)

Po substituci f(r) ≡ dΦ
dr je rovnice separovatelná na

df

f
= −dr

r
, (2.18)

jej́ımž obecným řešeńım je

ln f = C̃2 − ln r = C̃2 + ln
1

r
⇒ f = C2 ·

1

r
, (2.19)

kde C2 je integračńı konstanta. Návratem k substituci pak dostáváme

Φ =

∫
f(r)dr =

∫ (
C2 ·

1

r

)
dr = C1 + C2 · ln r. (2.20)

Konečně aplikaćı okrajových podmı́nek Φ(rin) = Φin a Φ(rout) = Φout dostáváme

C1 =
Φin · ln rout − Φout · ln rin

ln rout
rin

(2.21a)

C2 =
Φout − Φin

ln rout
in

(2.21b)

Φ =
Φin · ln rout − Φout · ln rin

ln rout
rin

+
Φout − Φin

ln rout
in

· ln r =
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=
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin, (2.21c)

kde posledńı úprava zař́ıdila, aby byl argument logaritmu bezrozměrný, tedy dobře defi-

novaný. Pohyb částice je samozřejmě limitován pouze na oblast mezi elektrodami, tj.

r ∈ (rin, rout) . (2.22)

Pokud se v tomto poli bude pohybovat částice s permanentńım elektrickým dipólem

za podmı́nek vymezených výše, bude jej́ı potenciálńı energie, jak bylo odvozeno, Wp =

µe(E)E(~R). Protože vztah mezi potenciálem elektrického pole a jeho intenzitou je
~E(~R) = −~∇Φ(~R), je v př́ıpadě válcově symetrických elektrod

~E(~R) = −
(
∂

∂X
,
∂

∂Y
,
∂

∂Z

)T

Φ(~R), (2.23)

kde ovšem ~R = (X,Y, Z)T a Φ(~R) =
(

ln rout
rin

)−1
·
(

Φout · ln r
rin
− Φin · ln r

rout

)
, takže

~E(~R) = −
(
∂

∂X
,
∂

∂Y
,
∂

∂Z

)T(
ln
rout

rin

)−1

·
(

Φout · ln
r

rin
− Φin · ln

r

rout

)
=

= −
(

ln
rout

rin

)−1

·
(
∂

∂X
,
∂

∂Y
,
∂

∂Z

)T
(

Φout · ln
√
X2 + Y 2 + Z2

rin
− Φin · ln

r

rout

)
=

= −Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
·
(

X√
X2 + Y 2

,
Y√

X2 + Y 2
, 0

)T

=

= −Φout − Φin

ln rout
rin

·
(
X

r2
,
Y

r2
, 0

)T

, (2.24)

odkud

E(~R) = | ~E(~R)|=

∣∣∣∣∣Φout − Φin

ln rout
rin

∣∣∣∣∣ ·
√
X2

r4
+
Y 2

r4
=

∣∣∣∣∣Φout − Φin

ln rout
rin

∣∣∣∣∣ · 1

r
. (2.25)

Ještě lépe (rychleji a s explicitńı znalost́ı znaménka) dopadne výpočet po úvaze, že

vzhledem k radiálńı symetrii potenciálu bude existovat rovněž jediný – radiálńı – směr,

ve kterém se vektory ~E zorientuj́ı, tedy

Er = −∂Φ

∂r
= −Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
, (2.26)
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kde Er je radiálńı složka vektoru elektrické intenzity. Potenciálńı energie elektrického

dipólu mezi válcovými elektrodami tedy bude

Wp = µe(E)

∣∣∣∣∣Φout − Φin

ln rout
rin

∣∣∣∣∣ · 1

r
=
κ

r
, (2.27)

kde bylo označeno κ ≡ µe(E)

∣∣∣∣Φout−Φin

ln
rout
rin

∣∣∣∣. Např́ıklad pro atom vod́ıku je κ = 3
2ea0np ·∣∣∣∣Φout−Φin

ln
rout
rin

∣∣∣∣, přičemž znaménko je dáno č́ıslem p = −(n − 1), ..., n − 1, takže pro některé

atomy je výraz kladný, pro některé nulový a pro některé záporný – a je-li záporný, pak

formálně odpov́ıdá přitažlivému potenciálu typu 1
r , tedy Keplerově úloze. Śıla p̊usob́ıćı

na částici v tomto uspořádáńı pak bude mı́t rovněž jen radiálńı složku Fr(r) = − κ
r2

a ta je úměrná ∂Er(r)
∂r – při srovnáńı s coulombickou interakćı Fr(r) = qEr(r) je zřejmé,

že náhrada náboje za prvńı nábojový moment je ”kompenzována” náhradou elektrické

intenzity za jej́ı prvńı derivaci.

2.3 Keplerovský pohyb částice s elektrickým dipólem mezi

cylindrickými elektrodami

Potenciálńı energie přitažlivého keplerovského potenciálu částice s elektrickým dipólem

mezi válcovými elektrodami je − κ̃
r . V prvńı řadě je třeba si uvědomit, že se striktně

vzato o keplerovský potenciál nejedná, protože vzhledem k centru symetrie potenciálu

záviśı pravý keplerovský potenciál jako 1
R , kde ale R znač́ı sférickou (opravdu radiálńı)

proměnnou, zat́ımco v prob́ıraném uspořádáńı elektrod se vycháźı ponteciál závislý

na převrácené hodnotě cylindrické souřadnice r. Ekvivalentně – v pravém keplerovském

potenciálu je význačný vzhledem k symetrii potenciálu jen jediný bod (centrum), ale

u válcových elektrod je to př́ımka14. V pravém keplerovském potenciálu lež́ı vektory

~v0, ~R0 a ~F v jedné rovině (což jde ruku v ruce se zachováńım momentu hybnosti

v̊uči silovému centru).

V potenciálu ve válcových elektrodách ale obecně takové uspořádáńı nenastává,

protože vektory ~F a ~v0 sice definuj́ı rovinu, ale ta je jednak v libovolné orientaci v̊uči ose

z jakožto symetrii potenciálu a jednak se obecně v této rovině ani pohyb neudrž́ı15.

Speciálńım př́ıpadem ovšem je, pokud vektor počátečńı rychlosti ~v0 bude v rovině kolmé

na osu z - pak se v této rovině nacháźı i vektor silového p̊usobeńı ~F a pohyb částice v této

rovině zřejmě z̊ustane vázán; pr̊useč́ık této roviny s osou z se pak chová jako zdrojové

14i když lež́ı v pro částice zakázané oblasti podle (2.22)
15vektor ~F mı́̌ŕı vždy ve směru nejkratš́ı vzdálenosti k ose z
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centrum keplerovského potenciálu. Pohyb pak stač́ı vyšetřovat v polárńıch souřadnićıch

zavedených v této rovině.

Obr. 2.1: Význam veličin r0, v0(xy) a β0, tj. kinematických veličin na počátku pohybu

částice, v rovině x-y a v soustavě, kde se nekoná pohyb podél osy z (kolmo k rovině

obrázku) – r0 je cylindrická radiálńı souřadnice na počátku pohybu, v0(xy) = |~v0(xy)|
počátečńı rychlost v této rovině a β0 představuje úhel sevřený pr̊uvodičem ~r0 a vektorem

~v0(xy), který je tedy nulový pro pohyb k ose z a roven π pro pohyb od ńı. Šedivé plochy

jsou vnitřky elektrod, kde se částice pohybovat nemůže. Nakreslená elipsa znázorňuje

př́ıklad pohybu po uzavřené křivce, která se vejde do povolené oblasti mezi elektrodami,

daného, mimo jiné, právě vhodnou volbou počátečńıch podmı́nek. Vektor ~v0(xy) mı́̌ŕı

z bodu ~r0 samozřejmě ve směru tečny ke křivce pohybu. V obrázku jsou vyznačeny

i poloměry vnitřńı a vněǰśı elektrody rin a rout.

Tento rozbor speciálńıho př́ıpadu ale také napov́ıdá, jak si poradit s obecnou orientaćı

~v0 – každý vektor počátečńı rychlosti lze jednoznačně rozložit na směr kolmý k ose z

a na směr rovnoběžný s ńı:

~v0 = ~v0(xy) + ~v0(z) (2.28)
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Protože je śıla ~F vždy kolmá na směr v0(z), je pohyb v tomto směru bezsilový, tud́ıž

rovnoměrný a př́ımočarý; v rovině kolmé na osu z a rovnoběžné s vektorem ~v0 se pak

děje keplerovský pohyb, ovšem s t́ım, že tato rovina se rovnoměrně a př́ımočaře posouvá

podél osy z rychlost́ı ~v0(z). Úvaha o vzájemné poloze ~v0 a ~F by mohla vést k mylnému

závěru, že se podél osy z koná harmonický pohyb nebo že při libovolné orientaci ~v0 je

pohybem vždy elipsa v nehybné rovině, ale rozděleńı vektoru ~v0 na ~v0(xy) a ~v0(z) jasně

dokládá, že pohyb bude eliptický v rovině, která se pro ~v0(z) 6= 0 posouvá podél osy z,

a to právě rychlost́ı v0(z). Stručně: v soustavě, kde je v0(z) = 0, budou vektory ~v0(xy),
~R0 a ~F v jedné rovině a pohyb bude keplerovský.

Keplerovský pohyb je tedy formálně nejsnazš́ı vyšetřit v soustavě, kde v0(z) = 0.

V této rovině jsou už zavedeny souřadnice r a ϕ; budiž ještě definováno β0 jako úhel

mezi pr̊uvodičem a vektorem v0(xy) (β0 = 0 pro pohyb směrem k centru a β0 = π

pro pohyb od centra); β je pak stejně definovaný úhel pro vektor rychlosti ~vxy v této

rovině v libovolném čase. Veličiny jsou znázorněny v Obr. 2.1. Moment hybnosti se

zachovává co do velikosti i směru (je na rovinu kolmý), takže ho stač́ı vyjádřit jako

skalár:

L =
∣∣∣~L∣∣∣ = |~p× ~r| = Mr2ϕ̇ = Mvxyr sinβ, (2.29)

Protože moment hybnosti vyč́ıslen v počátku pozorováńı je roven Mv0(xy)r0 sinβ0, kde

r0 je poloměr, na kterém se nacháźı částice v okamžiku počátku pozorováńı16, lze psát

Mr2ϕ̇ = Mv0(xy)r0 sinβ0 ≡ L0. (2.30)

L0 přirozeně znač́ı počátečńı hodnotu momentu hybnosti. Podobně pro celkovou energii

lze psát

W =
1

2
M~̇r2 − κ̃

r
=

1

2
Mṙ2 +

1

2
Mr2ϕ̇2 − κ̃

r
=

1

2
Mṙ2 +

L2

2Mr2
− κ̃

r
(2.31a)

W0 =
1

2
Mv2

0(xy) −
κ̃

r0
=

1

2
Mv2

0(xy) cos2 β0 +
L2

2Mr2
− κ̃

r
(2.31b)

Z obou rovnic se snadno vyjádř́ı časové derivace:

dϕ

dt
=
v0(xy)r0 sinβ0

r2
=

L0

Mr2
(2.32a)

dr

dt
= ±

√
v2

0(xy) −
2κ̃

Mr0
+

2κ̃

Mr
− L2

M2r2
=

16v něm má částice rychlost v0(xy) a směr pohybu β0 v̊uči pr̊uvodiči
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=

√
2W0

M
+

(
κ̃

L0

)2

−
(
L0

Mr
− κ̃

L0

)2

(2.32b)

V druhé rovnici pod odmocninou bylo vhodně doplněno na úplný čtverec. Poděleńım

obou rovnic se ze soustavy vylouč́ı čas a vyjde rovnice trajektorie:

dϕ

dr
=

L0
Mr2√

2W0
M +

(
κ̃
L0

)2
−
(
L0
Mr −

κ̃
L0

)2
(2.33)

Př́ımočaře pak

ϕ =

∫
dϕ =

∫
dϕ

dr
dr =

∫ L0
Mr2√

2W0
M +

(
κ̃
L0

)2
−
(
L0
Mr −

κ̃
L0

)2
dr =

=

∫
−

− L0
Mr2√

2W0
M +

(
κ̃
L0

)2
−
(
L0
Mr −

κ̃
L0

)2
dr =

 y2
0 ≡ 2W0

M +
(
κ̃
L0

)2

y ≡ L0
Mr −

κ̃
L0
⇒ dy = − L0

Mr2

 =

∫
− dy√

y2
0 − y2

=

∫
−

dy
y0√

1−
(
y
y0

)2
= arccos

y

y0
+ C, (2.34)

kde C je integračńı konstanta, kterou lze volit nulovou17. Je tedy

y = y0 cosϕ, (2.35)

neboli návratem k substitućım

L0

Mr
− κ̃

L0
=

√
2W0

M
+

(
κ̃

L0

)2

· cosϕ. (2.36)

Vynásob́ı-li se ještě rovnice převrácenou hodnotou členu κ̃
L0

, který jako jediný nezáviśı

na proměnných ϕ a r, vycháźı

L2
0

Mκ̃

r
= 1 +

√
1 +

2W0L2
0

Mκ̃2
· cosϕ. (2.37)

17souviśı s volbou počátku souřadnice ϕ (”nultý poledńık”) a při volbě C = 0 odpov́ıdá ϕ = 0

největš́ımu přibĺıžeńı částice ke středu symetrie vněǰśıho pole [21]
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2.4 Parametrizace keplerovského pohybu a kritéria zachy-

ceńı částice s elektrickým dipólem

V proměnných r a ϕ je toto rovnice kuželosečky pro počátek umı́stěný v ohnisku, kde

je odmocnina rovna (bezrozměrné) excentricitě kuželosečky a čitatel velkého zlomku

na levé straně tzv. parametru kuželosečky. Úkolem je naj́ıt, kdy nastává (v principu

časově neomezený) záchyt částic, tedy ve válcové konfiguraci elektrod trajektorie, které

jsou eliptické nebo kruhové – těm odpov́ıdá excentricita menš́ı než jedna (nulová je

pro kružnici). Ukazuje se, že pro př́ıpad dipólové částice zachycené ve válcově symet-

rických elektrodách, kde je spousta vstupńıch parametr̊u (kvantová č́ısla n a p, parametry

elektrod rin, rout a Φout, Φin, počátečńı podmı́nky r0, v0(xy) a β0, resp. sinβ0, technicky

i M), existuje zp̊usob, jak problém parametrizovat efektivněji. Nechť jsou zavedeny tyto

bezrozměrné parametry:

ρ ≡ rin

r0
< 1 (2.38a)

R ≡ rout

r0
> 1 (2.38b)

η0 ≡
|Wp0|
Wk0

> 0 (2.38c)

Počátečńı kinetická energie Wk0 je vždy nezáporná. Formálně lze dodefinovat v0(xy) =

0 ⇒ Wk0 = 0 ⇒ η0 = +∞, ale tento př́ıpad stejně nikdy zachyceńım skončit nemůže

(dojde k nárazu na vnitřńı elektrodu, libovolně malou). Pro uzavřené orbity se au-

tomaticky předpokládaj́ı i celkové záporné energie částic, aby byly ve vázaném stavu

s past́ı, připoušt́ı se tedy jen záporné (počátečńı) potenciálńı energie Wp0 < 0 a dále

se na znaménko u potenciálńı energie nepřihĺıž́ı – při tomto značeńı je celková energie

zachycené částice

W = Wk +Wp = Wk − |Wp| (2.39)

a celková počátečńı energie

W0 = Wk0 +Wp0 = Wk0 − |Wp0|. (2.40)

Pro moment hybnosti L = L0 vycháźı

L0 = Mv0(xy)r0 sinβ0 ⇒ L2
0 = M2v2

0(xy)r
2
0 sin2 β0 = 2Mκ̃2 Wk0

|Wp0|2
sin2 β0, (2.41)
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odkud je parametr elipsy/kružnice

p =
L2

0

Mκ̃
=

2r0

η0
sin2 β0 (2.42)

a excentricita

e =

√
1 +

2W0L2
0

Mκ̃2
=

√
1 + 4

(
1

η2
0

− 1

η0

)
sin2 β0, (2.43)

tedy rovnice elipsy/kružnice nabývá podoby

2r0
η0

sin2 β0

r
= 1 +

√
1 + 4

(
1

η2
0

− 1

η0

)
sin2 β0 · cosϕ. (2.44)

Z rovnice se dá vyjádřit poloměr jako

r =

2r0
η0

sin2 β0

1 +

√
1 + 4

(
1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0 · cosϕ

. (2.45)

Uzavřená trajektorie elipsy a kružnice muśı mı́t r ∈ (rin, rout), ekvivalentně se do tohoto

intervalu muśı vej́ıt body největš́ıho přibĺıžeńı a vzdáleńı od osy válcové symetrie18.

Snadno plyne, že těmto bod̊um odpov́ıdá cosϕ = ±1, je tedy

rmin =

2r0
η0

sin2 β0

1 +

√
1 + 4

(
1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

, (2.46a)

rmax =

2r0
η0

sin2 β0

1−
√

1 + 4
(

1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

. (2.46b)

Podmı́nka r ∈ (rin, rout) se pak ekvivalentně vyjádř́ı jako

rin < rmin =

2r0
η0

sin2 β0

1 +

√
1 + 4

(
1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

(2.47a)

rout > rmax =

2r0
η0

sin2 β0

1−
√

1 + 4
(

1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

, (2.47b)

neboli s pomoćı parametr̊u ρ a R

18”perihelium” a ”afelium”
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ρ <

2
η0

sin2 β0

1 +

√
1 + 4

(
1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

, (2.48a)

R >

2
η0

sin2 β0

1−
√

1 + 4
(

1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

. (2.48b)

Vyjádř́ı-li se v prvńı podmı́nce odmocnina, vycháźı po umocněńı

1 + 4

(
1

η2
0

− 1

η0

)
sin2 β0 <

4

η2
0ρ

2
sin4 β0 −

4

η0ρ
sin2 β0 + 1, (2.49)

což se snadno uprav́ı na

ρ2 − ρ2η0 < sin2 β0 − η0ρ. (2.50)

Tuto relaci je vhodné vyšetřit dvěma zp̊usoby – jednak po vyjádřeńı sin2 β0 a jednak η0.

Prvńı vyjádřeńı dává

sin2 β0 > ρ2 − ρ2η0 + η0ρ, (2.51)

neboli nutnou podmı́nku na sinus úhlu počátečńıho pohybu. Zjevně je nutné, aby

tento byl větš́ı než nějaká minimálńı hodnota, tj. aby měl nějaké minimálńı odchýleńı

od pr̊uvodiče – to je logické, např́ıklad pro sinβ0 = 0, neboli β0 = 0, π, pohyb určitě

skonč́ı nárazem na elektrody19 a stejně tak určitě i daľśı bĺızké úhly, protože rin > 0

a rout < +∞. Je ale možné, že pro určité parametry pasti a hlavně pro určité ρ = rin
r0

nemůže uzavřená orbita v̊ubec nastat – to pokud by musel být kvadrát sinu být větš́ı

než jednička. Tuto podmı́nku lze vystihnout jako

ρ2 − ρ2η0 + η0ρ ≤ 1, (2.52)

odkud

η0ρ (1− ρ) ≤ (1 + ρ) (1− ρ) , (2.53)

což vzhledem k ρ < 1 lze zkrátit beze změny znaménka na

η0 ≤ 1 +
1

ρ
, (2.54)

19tento př́ıpad kritérium zachyceńı nikdy nesplńı a proto bylo př́ıpustné v předchoźı úpravě dělit

kvadrátem sinu

49



a to je prvńı omezeńı pro počátečńı podmı́nky vzhledem k parametr̊um pasti.

Vyjádřeńım parametru η0 z p̊uvodńı nerovnosti máme

η0 <
1

ρ(1− ρ)
sin2 β0 −

ρ

1− ρ
, (2.55)

což je množina bod̊u v rovině sin2 β0–η0 podmı́nce zachyceńı vyhovuj́ıćıch20.

Zopakuje-li se sled úvaj pro podmı́nku

R >

2
η0

sin2 β0

1−
√

1 + 4
(

1
η2

0
− 1

η0

)
sin2 β0

, (2.56)

vyjde

η0 ≥ 1 +
1

R
(2.57)

a

η0 > −
1

R(R− 1)
sin2 β0 +

R

(R− 1)
, (2.58)

kde při úpravách a interpretaci je potřeba zohlednit, že R > 1⇒ 1−R < 0.

Úvahy je ještě vhodné doplnit pro kontrolu o podmı́nku uzavřené orbity (0 ≤ e < 1),

tedy √
1 + 4

(
1

η2
0

− 1

η0

)
sin2 β0 < 1, (2.59)

což pro sin2 β0 6= 0 přecháźı na

η0 > 1, (2.60)

což ale vzhledem k η0 ≥ 1 + 1
R , R > 1 nepodává žádné nové omezeńı21.

Kritéria zachyceńı částice se daj́ı vyjádřit i graficky do diagramu sinβ0–η0, jak se lze

přesvědčit v Obr. 2.2.

20η0 = sin2 β0
ρ(1−ρ) −

1
1−ρ je potom hranice této oblasti

21rovnost v η0 ≥ 1 + 1
R

nastává pro limitńı př́ıpad R→ +∞
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Obr. 2.2: Grafické znázorněńı kritéria úspěšného zachyceńı částice past́ı na uzavřenou

orbitu do oblasti mezi elektrodami – η0 ≡ |Ep0|Ek0
je poměr počátečńı potenciálńı a kinema-

tické energie částice v absolutńı hodnotě, β0 je počátečńı směr pohybu (vymezený mimo

jiné v Obr. 2.1) a R ≡ rout
r0

a ρ ≡ rin
r0

(také k nahlédnut́ı v Obr. 2.1). Plocha v šedé

barvě představuje při daných R a ρ oblast takových dvojic sinβ0-η0, pro které se částice

zachyt́ı na elipsu nebo kružnici, která se vejde mezi elektrody – je dána trojićı nerovnost́ı:

sinβ0 ≤ 1 (ohraničená svislou př́ımkou), η0 > − 1
R(R−1) sin2 β0 + R

(R−1) (ohraničená

klesaj́ıćı parabolou) a η0 <
1

ρ(1−ρ) sin2 β0 − ρ
1−ρ (ohraničená rostoućı parabolou). Bod

(1, 2)T (naznačený kř́ıžkem na pravé straně oblasti úspěšného zachyceńı) představuje

kruhové orbity. Pro velmi úzkou oblast mezi elektrodami rin → rout konverguj́ı vrcholy

povolené oblasti právě k bodu (1, 2)T a pro kruhovou orbitu tedy vždy zbývá mı́sto.

Nutné podmı́nky zachyceńı se daj́ı shrnout takto:

η0 ∈
〈

1 +
1

R
, 1 +

1

ρ

〉
(2.61a)

sinβ0 ≥

√
Rρ

R+ ρ− 1
(2.61b)

Postačuj́ıćı podmı́nka je dána dvojićı nerovnost́ı pro η0 a sinβ0 ≤ 1. Je vhodné poukázat,

že i když pořad́ı bod̊u 1+ 1
ρ a R

R−1 může být pro r̊uzné hodnoty ρ a R r̊uzné, kvalitativně

z̊ustává povolená oblast v sinβ0–η0 diagramu stejná.
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Význačné postaveńı zauj́ımá mezi trajektoriemi ta kruhová – podmı́nkou kruhové

orbity je v absolutńı hodnotě rovnost odstředivé a dostředivé śıly, tedy

Mv2
0(xy)

r0
=
Mv2

r
=

κ̃

r2
=

κ̃

r2
0

, (2.62)

odkud v2
0(xy) = κ̃

Mr0
a

η0 =
|Ep0|
Ek0

=
κ̃
r0

1
2Mv2

0(xy)

=
2κ̃

Mv2
0(xy)r0

=
2κ̃

M κ̃
Mr0

r0

= 2; (2.63)

nav́ıc samozřejmě muśı být vektor ~vxy kdykoliv kolmý na pr̊uvodič, tedy sinβ0 = 1.

Je několik pozorováńı týkaj́ıćıch se kruhových orbit, která lze učinit před samotným

rozborem problému zachyceńı částic a podle kterých lze zkontrolovat správnost analýzy:

• Kdykoliv pro rin < rout muśı existovat prostor pro kruhovou orbitu s libovolným

r0.

• Pro limitńı př́ıpad rin → rout existuje právě jen kruhová orbita.

• Pro r0 → rin je zachyceńı možné také jen pro kruhovou orbitu.

• I pro r0 → rin je možná pouze kruhová orbita.

• Pro rin < r0 < rout existuj́ı vedle sinβ0 = 1 i jiné (nekruhové) orbity s η0 = 2.

• Pro sinβ0 = 1 a η0 = 2 by měla vyj́ıt nulová excentricita.

• Pro sinβ0 = 1 a η0 = 2 by se měla rovnice trajektorie v polárńıch souřadnićıch

zjednodušit na triviálńı r = r0 (souviśı s předchoźım bodem).

Vedle jmenovaných podmı́nek pro kruhové orbity je ještě rvoněž zřejmé, že:

• Existuje takové sin β̃0, že ∀ sinβ0 < sin β̃0 nemůže k záchytu doj́ıt (dojde k nárazu

na elektrody).

• Stejně tak pro dané r0 určitě existuje ṽ0(xy) takové, že ∀v2
0(xy) < ṽ2

0(xy) neńı

zachyceńı částice možné, protože naraźı na vnitřńı elektrodu. Pro př́ılǐs velké

rychlosti a vněǰśı elektrodu lze očekávat podobné kritérium.

• Rozbor kritéríı zachyceńı pracuje s parametrem sinβ0, ale pokud je tento r̊uzný

od jedničky, existuj́ı po dvojićıch r̊uzné β0
22 se stejnou hodnotou sinβ0, které

22z interval̊u
(
0, π

2

)
a
(
π
2
, π
)

– sin(π − β0) = sinβ0
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v analýze zdánlivě nejsou podchyceny; rovněž intuitivně by se mohlo zdát, že

podle orientaci počátečńıho směru pohybu budou některé částice zachyceny sṕı̌se

než jiné. Snadná úvaha o symetrii v̊uči pr̊uvodiči ale ihned k ~v0(xy) zkonstruuje daľśı

tři (obecně) r̊uzné vektory, které maj́ı stejné sinβ0 a jejich zachyceńı je ekvivalentńı

k p̊uvodńımu, jak je znázorněno v 2.3.

Obr. 2.3: Symetrie pro úspěšné zachyceńı – pro stejné r0. v0(xy) a sinβ0 existuj́ı obecně

čtyři vektory ~v0(xy), které jsou trojićı r0, ~v0(xy) a sinβ0 reprezentovány. Po dvou př́ısluš́ı

dvěma elipsám, které jsou symetrické podle pr̊uvodiče ~r0.

Všechna tato pozorováńı jsou rozborem potvrzena.

2.5 Rozbor keplerovské pasti

Je vhodné upozornit, že i když je potenciál ve zkoumané rovině keplerovský, tedy úměrný
1
r , rozd́ıly oproti prostému gravitačńımu keplerovskému potenciálu přeci jen existuj́ı.

Jsou-li rin a rout pevná, pak je odlǐsnost pouze v tom, že povolená oblast poloměr̊u

výskytu je omezená shora; v gravitačńım keplerovském potenciálu, kde rout → +∞ a
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κ̃ 6= κ̃(rin, rout), ovšem je možné v reálném čase měnit rin (radiálńı pulzováńı s libovolným

časovým pr̊uběhem), aniž by oblast nad ńım byla co do potenciálu zasažena, a pro částici,

jej́ıž pohyb zkoumáme, se měńı jen velikost oblasti, kde má částice povolený rozsah

pohybu. Toto pro válcové elektrody neplat́ı, protože κ̃ = κ̃(rin, rout) a tedy radiálńım

posunem jedné z elektrod se změńı i pr̊uběh potenciálu. V tomto smyslu je d̊uležité

pamatovat i na to, že parametry ρ, R a η0 z kritéríı zachyceńı nejsou navzájem nezávislé

– je-li např́ıklad dáno η0, jsou implicitně pevně dány i rin a rout a pak je volný už jen

jeden z dvojice ρ a R.

Důležitou technickou otázkou je, jak částice do takové pasti vpravit – i za předpokladu,

že mimo oblast (rin, rout) na částice žádná śıla nep̊usob́ı, tak při vstupu do oblasti pasti

otv̊urkem zanedbatelné velikosti v jedné z elektrod je pro libovolné sinβ0 6= 023 zřejmé,

že na jiném mı́stě částice do elektrody naraźı znovu. Toto lze obej́ıt, pokud v oblasti past́ı

budou dipólové částice př́ımo vznikat. Např́ıklad pro vod́ık mohou být do pasti zave-

deny elektrony a protony/deuterony24, které permanentńı elektrický dipól nemaj́ı, tedy

mı́sto výše uvedené pohybové rovnice se ř́ıd́ı prostou Lorentzovou silou, a pokud někde

mezi elektrodami rekombinuj́ı za vzniku vod́ıku, který už permanentńı dipól mı́t může,

je v tomto mı́stě kinematikou srážky určeno v0(xy), r0 (tedy η0) i sinβ0 pro dipólovou

částici – ta už se na uzavřenou orbitu dostat může, protože jej́ı (doslovná) počátečńı

podmı́nka je mimo bezprostředńı hranici oblasti. Pro clustery rydbergovské hmoty25,

které nevznikaj́ı evaporaćı z povrch̊u elektrod, ale v prostoru kondenzaćı atomů, lze

předpokládat podobný závěr.

A konečně zbývá rozřešit zachyceńı v podélném směru, podél osy z, kde ve válcově

symetrickém uspořádáńı elektrod žádná śıla nep̊usob́ı; je-li tedy v0(z) 6= 0, částice může

unikat do nekonečna podél osy válcové symetrie, i když bude zachycena radiálně. Běžná

past bývá konečná ve všech rozměrech, tedy i v z-ovém směru je nutné, aby byl pohyb

částic omezen do nějaké oblasti, zajǐsťovat tedy jejich obrat. Tato problematika je proz-

koumána zat́ım jen povrchně – přesné řešeńı pro nějakou konfiguraci elektrod se zat́ım

nepodařilo naj́ıt, takže lze vycházet jen z kvalitativńıch zjǐstěńı numerických simulaćı.

Ukázalo se, že obratu v trajektorii lze dosáhnout, pokud elektrody nejsou přesné válce,

ale zužuj́ı se nebo rozšǐruj́ı (a přitom zachovávaj́ı pro každé z kruhový pr̊uřez). O jaký

pr̊uběh by mělo j́ıt, je předmětem budoućıho zkoumáńı. Jisté se zdá být, že ve středńı

části muśı být změna tohoto profilu jen velmi pozvolná, aby nenarušovala keplerovský

pohyb v kolmém směru, a dále od středu taková, aby bylo možné zvrátit směr pohybu

23sinβ0 by odpov́ıdalo klouzáńı přesně podél povrchu jedné z elektrod
24nebo pozitrony a antiprotony za vzniku antivod́ıku
25pokud vykazuj́ı permanentńı dipól
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částic s co neǰsirš́ım spektrem v0(z). Možnost́ı také je použ́ıt systém jako transportńı

linku.

2.6 Selháńı lineárńı i kubické lokálńı interpolace polńı ma-

py pro částici s elektrickým dipólem

Pokud je konfigurace elektrod taková, že neumožňuje naj́ıt přesné řešeńı jako výše,

přistupuje se obvykle k numerickým simulaćım. Takto by se (pro srovnáńı) postupo-

valo při integraci pohybu nabité částice: Pole může být zadáno buď rovnićı ~E =

(EX(X,Y, Z), EY (X,Y, Z), EZ(X,Y, Z))T, nebo mapou, tj. konečnou množinou hod-

not v určitých uzlech, obvykle pravidelně uspořádaných, čemuž je vhodné uzp̊usobit

i volby souřadných os tak, aby tyto směřovaly ve směrech pravidelného uspořádáńı

uzl̊u. Nechť pro jednoduchost má pole tak vysokou symetrii, že je popsáno jen jed-

nou nenulovou složkou E a jedinou skalárńı proměnnou X (jako třeba u válcové syme-

trie řešené výše), E = E(X). Uzly, ve kterých je hodnota pole udána, nechť jsou

Xn = n∆X,n ∈ (N1, ..., N2), N1, N2 ∈ Z,∆X > 0 a hodnoty těchto uzl̊u nechť jsou

En. Interpolace pole nechť je tato – nejprve je bod X lokalizován, do kterého z in-

terválk̊u In ≡ 〈Xn, Xn+1) = 〈n∆X, (n+ 1)∆X) patř́ı; pro daná n, En a En+1 pak ať je

definováno

E(X) =
En+1 − En

∆X
(X − n∆X) + En, ∀X ∈ In. (2.64)

Jedná se o prostou lineárńı interpolaci v rámci daného interválku. Uvnitř každého z nich

je zobrazeńı zřejmě spojité; a na kraj́ıch (v uzlech) rovněž, protože limX→(n+1)∆X E(X) =

En+1. Výsledkem je tedy obecně lomená čára. Uvedené interpolačńı schéma je řešeńım

soustavy rovnic

En = aXn + b (2.64a)

En+1 = aXn+1 + b = a(Xn + ∆X) + b (2.65b)

pro koeficienty a a b lineárńı funkce.

Výše zkonstruované zobrazeńı ale (kromě velmi speciálńıch př́ıpad̊u) nemá obecně

spojitou prvńı derivaci. Zřejmě se totiž nerovnaj́ı jednostranné derivace okolo uzl̊u:

lim
X→(n+1)∆−

dE

dX
= lim

X→(n+1)∆−

En+1 − En
∆X

(2.66a)

lim
X→(n+1)∆+

dE

xX
= lim

X→(n+1)∆+

En+2 − En+1

∆X
(2.66b)
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Rovnost obou výraz̊u zřejmě nastává, jen pokud jsou v rovině X–E(X) body (Xn, En)T,

(Xn+1, En+1)T a (Xn+2, En+2)T v jedné př́ımce. To je přirozeným d̊usledkem toho, že

lineárńı interpolace je ”př́ılǐs hrubá”. Při numerické integraci pohybu nabité částice

v tomto poli ale nebudou odchylky od správného řešeńı př́ılǐs velké, pokud pole nemá

velmi divoký pr̊uběh. Śıla na nabitou částici je

~F = q ~E, (2.67)

tedy v jednom rozměru

F = qE, (2.68)

a pohybová rovnice

MẌ = qE(X)⇒ Ẍ =
q

M
E(X) (2.69)

lze nejjednodušeji nahradit diferenciálńım schématem s centrálńı diferenćı

X(t+ ∆t)− 2X(t) +X(t−∆t)

(∆t)2
=

q

M
E(X(t)) =

=
q

M

(
En(t)+1 − En(t)

∆X
(X − n(t)∆X) + En(t)

)
, (2.70)

kde n(t) znač́ı n-tý interválek In, ve kterém se částice nacháźı v čase t. Výraz na pravé

straně je spojitý, jak bylo řečeno a vliv skok̊u v prvńı derivaci na integraci je potom

obvykle zanedbatelný.

Jiná situace nastane pro pohyb dipólové částice. Jej́ı rovnice pohybu v jednom

rozměru bude

d2X

dt2
= −µe

M
· ∂E
∂X

, (2.71)

kde už samozřejmě může při vyč́ısleńı X(t+ ∆t) nastat velká odchylka oproti přesnému

řešeńı. Numerické simulace ve třech rozměrech pro přesně řešitelné pohyby – např́ıklad

v cylindricky uspořádaných elektrodách – tuto domněnku potvrzuj́ı: typicky docháźı

k nepředv́ıdaným a nefyzikálńım zvrat̊um do té doby řádné trajektorie, paradoxně

nejčastěji v mı́stech, kde má pole malou hodnotu26. Př́ıklad takové chybné simulace

je na Obr. 2.4. Interpolačńı schéma je tedy nutno nahradit lepš́ım, které zař́ıd́ı, že

rekonstruované pole bude spojité i do prvńı derivace.

26což už neńı paradoxńı, je-li vzato v potaz, že v těch mı́stech může být veliká relativńı změna prvńı

derivace při nevhodné interpolaci

56



Obr. 2.4: Důsledek př́ılǐs hrubé interpolace polńı mapy v perspektivńım pohledu – částice

by se měla pohybovat po elipse, ale od určitého času poč́ınaje se od tohoto pohybu

odchýĺı a nefyzikálńı trajektorie pak připomı́ná efekt stáčeńı perihelia. Pohyb může být

perturbován samozřejmě i kolmo na rovinu.

Zřejmě nepraktickým postupem se ukazuje proložeńı polynomem celé mapy, což je

jednak výpočetně náročné a jednak náchylné ke kumulaci numerických chyb; je proto

vhodné držet se idey lokálńı interpolace. V platnosti z̊ustává zp̊usob lokalizace bodu

X, pro něhož se má pole interpolovat, do interválku 〈Xn, Xn+1), je ale zároveň vhodné

rozš́ı̌reńı množiny bod̊u, podle kterých se interpolace provede, z dvojice {Xn, Xn+1}
na čtveřici {Xn−1, Xn, Xn+1, Xn+2}. Je vhodné upozornit na omyl, kterého se lze snadno

dopustit: pokud by se proložily hodnoty En v těchto čtyřech po sobě jdoućıch (a ekvidis-

tantně vzdálených) bodech, polynomem stupně až tři, výsledná funkce by sice spojitá

byla jako v konstrukci popsané výše, ale derivace by byla spojitá jen zdánlivě – rameno

funkce v intervalu 〈Xn−1, Xn) sice navazuje spojitě i v prvńı derivaci na interpolaci v in-

tervalu 〈Xn, Xn+1), ale pro interpolaci v něm se má použ́ıt čtveřice bod̊u Xn−2, Xn−1,

Xn a Xn+1 a ve výsledku se pouze lomená čára z předchoźı konstrukce nahrad́ı ”lome-

nou kubickou parabolou”, která je opět v uzlech v prvńı derivaci spojitá jen náhodou27;

27možným systematickým navázáńım prvńı derivace v uzlech může být po částech lineárńı čára, která
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(nevhodnou) interpolaci kubickými parabolami demonstruje Obr. 2.5.

Obr. 2.5: Prokládáńı polńı mapy polynomem stupně až tři, které spojitost prvńıch

derivaćı nezaruč́ı. Ćılem je interpolovat pole ve dvou interválćıch – 〈Xn−1, Xn)

a 〈Xn, Xn+1) – vždy pomoćı čtveřice bod̊u polńı mapy. Interpolace v 〈Xn−1, Xn)

se dosahuje prokladem polynomu stupně až tři tak, aby procházel čtveřićı bod̊u

(Xn−2, En−2)T, (Xn−1, En−1)T, (Xn, En)T a (Xn+1, En+1)T, a výsledkem je křivka

”1”; podobně se nalezne křivka ”2” z bod̊u (Xn−1, En−1)T, (Xn, En)T, (Xn+1, En+1)T

a (Xn+2, En+2)T jako interpolace pro interval 〈Xn, Xn+1). Je zřejmé, že ke spojitému

navázáńı derivaćı nedocháźı, protože křivky ”1” a ”2” maj́ı v bodě Xn obecně jiné

směrnice, jedná se proto vlastně o ”lomenou kubickou parabolu”.

2.7 Konstrukce lokálńı interpolace polńı mapy spojité do

prvńı derivace včetně

Jednoduché lokálńı interpolačńı schéma, které vyhov́ı požadavk̊um spojitého navázáńı

až do prvńı derivace, je následuj́ıćı: Pro interpolaci v intervalu 〈Xn, Xn+1) se vycháźı

ze čtveřice {Xn−1, Xn, Xn+1, Xn+2} a interpolace se hledá jako polynom stupně až tři,

ale nepožaduje se, aby tento procházel body (Xn−1, En−1)T a (Xn+2, En+2)T, pouze

(Xn, En)T a (Xn+1, En+1)T. Protnut́ı posledńıch dvou jmenovaných bod̊u zaruč́ı navá-

bude lomená nikoliv v uzlech, ale mezi nimi – potom v uzlech je interpolace spojitá i v prvńı derivaci,

ale skok se logicky přenese dovnitř interválk̊u, což problém opět neřeš́ı
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záńı hodnot funkce. Navázáńı prvńıch derivaćı se provede předepsáńı prvńıch centrálńıch

diferenćı v bodech Xn a Xn+1, tedy

E′(Xn) =
En+1 − En−1

2∆X
, (2.72a)

E′(Xn+1) =
En+2 − En

2∆X
. (2.72b)

Že se spojitě navazuj́ı i prvńı derivace, je zřejmé, protože formule pro výpočet derivaćı

v sousedńıch interválćıch jsou pro uzly, kde se stýkaj́ı, identické (pro jejich výpočet jsou

použity stejné hodnoty).

Stejně jako u schématu lomené čáry bude potřeba naj́ıt koeficienty polynomu

E(X) = aX3 + bX2 + cX + d (2.73)

ze soustavy rovnic určené podmı́nkami konstrukce. Protože

E′(X) = 3aX2 + 2bX + c, (2.74)

bude soustava dána jako

En = aX3
n + bX2

n + cXn + d (2.75a)

En+1 = aX3
n+1 + bX2

n+1 + cXn+1 + d (2.75b)

En+1 − En−1

2∆X
= 3aX2

n + 2bXn + c (2.75c)

En+2 − En
2∆X

= 3aX2
n+1 + 2bXn+1 + c, (2.75d)

neboli

En = a(Xn−1 + ∆X)3 + b(Xn−1 + ∆X)2 + c(Xn−1 + ∆X) + d (2.76a)

En+1 = a(Xn−1 + 2∆X)3 + b(Xn−1 + 2∆X)2 + c(Xn−1 + 2∆X) + d (2.76b)

En+1 − En−1

2∆X
= 3a(Xn−1 + ∆X)2 + 2b(Xn−1 + ∆X) + c (2.76c)

En+2 − En
2∆X

= 3a(Xn−1 + 2∆X)2 + 2b(Xn−1 + 2∆X) + c, (2.76d)

kde neznámými jsou přirozeně koeficienty a, b, c a d.

Alternativně lze v rámci interválku napojovat polynom stupně až tři (uprostřed –

v
〈
Xn + ∆X

4 , Xn+1 − ∆X
4

)
) a po stranách (v

〈
Xn, Xn + ∆X

4

)
a
〈
Xn+1 − ∆X

4 , Xn+1

)
) dvě

př́ımky. Výhodou tohoto př́ıstupu je, že se v poč́ıtači pro (nominálně) polovinu př́ıpad̊u
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poč́ıtaj́ı jen mnohem jednodušš́ı př́ımková interpolace. Po technické stránce se body

navázáńı derivaćı přesouvaj́ı z okraj̊u interválk̊u In do jejich vnitřk̊u. Interpolace je tedy

dána jako

E(X) =


aLX + bL, X ∈

〈
Xn, Xn + ∆X

4

)
aX3 + bX2 + cX + d,X ∈

〈
Xn + ∆X

4 , Xn+1 − ∆X
4

)
aRX + bR, X ∈

〈
Xn+1 − ∆X

4 , Xn+1

) , (2.77)

kde koeficienty jsou dány rovnicemi

aL =
Xn+1 −Xn−1

2∆X
(2.78a)

En = aLXn + bL (2.78b)

aL

(
Xn−1 +

5∆X

4

)
+ bL =

= a

(
Xn−1 +

5∆X

4

)3

+ b

(
Xn−1 +

5∆X

4

)2

+ c

(
Xn−1 +

5∆X

4

)
+ d (2.78c)

aR

(
Xn−1 +

7∆X

4

)
+ bR =

= a

(
Xn−1 +

7∆X

4

)3

+ b

(
Xn−1 +

7∆X

4

)2

+ c

(
Xn−1 +

7∆X

4

)
+ d (2.78d)

En+1 − En−1

2∆X
= 3a

(
Xn−1 +

5∆X

4

)2

+ 2b

(
Xn−1 +

5∆X

4

)
+ c (2.78e)

En+2 − En
2∆X

= 3a

(
Xn−1 +

7∆X

4

)2

+ 2b

(
Xn−1 +

7∆X

4

)
+ c (2.78f)

aR =
Xn+2 −Xn

2∆X
(2.78g)

En+1 = aRXn+1 + bR. (2.78h)
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Řešeńım soustavy je

aL =
Xn+1 −Xn−1

2∆X
(2.79a)

bL = En −
En+1 − En−1

2∆
(Xn−1 + ∆X) (2.79b)

a =
4

(∆X)3
(En+2 − 3En+1 + 3En − En−1) (2.79c)

b =
1

2(∆X)2
(3En+2 − 7En+1 + 5En − En−1) +

+
1

(∆X)3
(12Xn−1 + 19∆X) (En−1 − 3En + 3En+1 − En+2) (2.79d)

c =
En+2 − En

2∆X
+

1

4(∆X)2
(4Xn−1 + 7∆X) (En−1 − 5En + 7En+1 − 3En+2) +

+
1

4(∆X)3
(4Xn−1 + 7∆X) (12Xn−1 + 17∆X) (En+2 − 3En+1 + 3En − En−1) (2.79e)

d = En+1 + (Xn−1 + 2∆X)
En − En+2

2∆X
+

+
1

32(∆X)2
(4Xn−1 + 7∆X)2 (3En+2 − 7En+1 + 5En − En−1) +

+
1

16(∆X)3
(4Xn−1 + 5∆X) (4Xn−1 + 7∆X)2 (En−1 − 3En + 3En+1 − En+2) (2.79f)

aR =
Xn+2 −Xn

2∆X
(2.79g)

bR = En+1 −
En+2 − En

2∆X
(Xn−1 + 2∆X) . (2.79h)

Řádné navázáńı interpolace až do prvńı derivace včetně ilustruje 2.6.

2.8 Rozbor interpolačńıho schématu

Jako kontrola správnosti může posloužit např́ıklad př́ıpad, kdy je ve všech čtyřech bodech

stejná hodnota, tedy En−1 = En = En+1 = En+2 a kdy by měla vyj́ıt konstantńı funkce

o hodnotě En−1, což se opravdu děje. Obecněji pro čtyři body lež́ıćı v jedné př́ımce

muśı vyj́ıt interpolaćı př́ımka, tedy nutně muśı být koeficienty a a b nulové – vskutku,

pro prvńı z nich je

a =
4

(∆X)3
(En−1 + 3∆E − 3(En−1 + 2∆E) + 3(En−1 + ∆E)− En−1) = 0 (2.80)
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a podobně pro b; směrnice př́ımky by měla být c = ∆E
∆X , což je rovněž snadné ověřit;

a konečně koeficient posunu by měl vyj́ıt d = En−1 − ∆E
∆XXn−1, a i ten je interpolaćı

potvrzen. Jiné testy už jsou samozřejmě náročněǰśı.

Obr. 2.6: Lokálńı interpolace polńı mapy, která je všude spojitá včetně prvńı

derivace. Interpolace v intervalu 〈Xn−1, Xn) vycháźı ze čtveřice bod̊u (Xn−2, En−2)T,

(Xn−1, En−1)T, (Xn, En)T a (Xn+1, En+1)T – bodem (Xn, En) procháźı př́ımka, jej́ıž

směrnice je dána spojnićı bod̊u (Xn−1, En−1)T a (Xn+1, En+1)T (tato spojnice je tence

vyznačena a zd̊urazněna jej́ı rovnoběžnost s uvedenou př́ımkou); podobně se najde

př́ımka procházej́ıćı bodem (Xn−1, En−1)T pomoćı bod̊u (Xn−2, En−2)T a (Xn, En)T.

Tyto př́ımky je uvnitř intervalu 〈Xn−1, Xn) možno navázat s polynomem stupně až tři

tak, že výsledný útvar je spojitý až do prvńı derivace včetně. Zopakuje-li se stejný

postup pro interpolaci v intervalu 〈Xn, Xn+1), bude do prvńı derivace včetně spojité

i navázáńı v bodě Xn, protože v něm obě čtveřice bod̊u předepisuj́ı stejnou př́ımku

(body (Xn−1, En−1)T a (Xn+1, En+1)T patř́ı do obou čtveřic). Šedivou barvou jsou

naznačena pokračováńı polynomů stupně až tři v oblastech, kde už k nim ale přihĺıženo

neńı.

Pro válcově symetrické pole je nutné tuto jednorozměrnou interpolaci pro daný bod

vykonávat čtyřikrát – je-li ~E = (Er, Eϕ, Ez)
T, pak ve válcové symetrii bude Eϕ = 0

a zbylé dvě složky záviśı na radiálńı a axiálńı souřadnici, tedy
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Er = Er(r, z) (2.81a)

Ez = Ez(r, z). (2.81b)

V dvourozměrné polńı mapě, kdy je v každém z uzl̊u v rovině r–z zadáno jak Er, tak Ez,

pak stač́ı postupovat tak, že se pro dané r a z, tj. bod lokalizovaný do čtverce 〈rn, rn+1)×
〈zm, zm+1) naleznou nejprve interpolačńı hodnoty pole paralelně na hranách mř́ıže mapy,

tj. v bodech (r, zm−1)T, (r, zm)T, (r, zm+1)T a (r, zm+2)T – např. (r, zm−1)T pomoćı

(rn−1, zm−1)T, (rn, zm−1)T, (rn+1, zm−1)T a (rn+2, zm−1)T apod. – a pomoćı hodnot

této čtveřice se konečně źıskaj́ı hodnoty Er(r, z) a Ez(r, z) (pro obě složky samozřejmě

muśı výpočet proběhnout nezávisle)28. Vzdálenosti uzl̊u v obou směrech, ∆r a ∆z,

nemuśı být stejné.

Pro osu r nejsou definovány záporné hodnoty, ale může nastat situace29, kdy je

potřeba interpolovat v 〈0,∆r) pomoćı bodu r = −∆r – pak vzhledem k rotačńı symetrii

stač́ı dodefinovat E(−∆r) = E(+∆r).

Postup pro interpolaci v dvourozměrné mapě je podobný postup̊um, které se použ́ı-

vaj́ı v poč́ıtačové grafice nebo v simulaćıch ”Particle in Cell”.

Samotnou interpolaci podle zkonstruovaného schématu je ještě před integraćı po-

hybu dipólové částice vhodné otestovat na mapách, které vycháźı z elektrostatického

pole známého pr̊uběhu – vezme se nějaké zvolené přesné řešeńı, z něho se vytvoř́ı mapa,

z mapy se interpolačńım algoritmem pole zrekonstruuje a porovná s přesným řešeńım,

ze kterého se vycházelo. Pro tento účel je tedy potřeba znát nějaké přesné řešeńı Pois-

sonovy rovnice ∆Φ = 0 ve válcových souřadnićıch. Jedno takové řešeńı s vysokou

symetríı už bylo nalezeno – Φ(r) = C1 + C2 ln r –, daľśı partikulárńı řešeńı se najdou

zkusmo:

Hledá-li se řešeńı ve tvaru Φ = ρ(r)ζ(z), najde se speciálńı př́ıpad30 Φ(r, z) = z · ln r;
pro tvar řešeńı Φ = ρ(r) + ζ(z) se dá nalézt např́ıklad r2 − 2z2; pro vysokou symetrii

v proměnné z lze vźıt např́ıklad Φ = z; a Poissonově rovnici ve válcových souřadnićıch

rovněž vyhovuje Φ = 1
2zr

2− 1
3z

3, což vycháźı z obecného tvaru Φ = ρ(r)z+ζ(z). Shrnut́ı:

Φ0 = 1 Φ3 = r2 − 2z2

Φ1 = ln r
r0

Φ4 = z

Φ2 = z ln r
r0

Φ5 = 1
2zr

2 − 1
3z

3

(2.82)

28pokud by se nejprve hledaly (rm−1, z)
T a tak dále, tedy v opačném pořad́ı manipulace s osami,

výsledek by byl stejný
29pokud je poloměr vnitřńı elektrody menš́ı než vzdálenost uzl̊u mapy v radiálńım směru
30který se vyhýbá netriviálńım Besselovým funkćım
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Pro testováńı lze vźıt libovolné

Φ =

5∑
i=0

CiΦi, Ci ∈ R (2.83)

takové, že na všech poloměrech je možné vtěsnat vnitřńı a vněǰśı elektrodu; r0 je libovolná

konstanta pouze pro ten účel, aby argument logaritmu byl bezrozměrný; a konstanty Ci

samozřejmě muśı mı́t správný fyzikálńı rozměr. Integrálńı nadplochy

Φ(r, z) = konst (2.84)

jsou potom ekvipotenciálami a v těchto př́ıpadech je možné libovolnou takovou dvojici

prohlásit za elektrody s konstantńım potenciálem, které slouž́ı jako okrajové podmı́nky.

Interpolačńı algoritmus vykazuje s přesným řešeńım velmi dobrou shodu. A konečně

jeho použit́ı pro integraci31 pohybu dipólové částice v poli zadaném mapou už nevykazuje

nefyzikálńı chaotické změny pohybu jako při interpolaci mapy lomenou čárou.

O konkrétńım přesném řešeńı (2.83) vykazuj́ıćım schopnost urychleńı atomů ve směru

osy válcové symetrie bude dále pojednáno v páté kapitole.

31ve schématu Runge-Kutta
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Kapitola 3

Difrakce zářeńı na rovinných

clusterech rydbergovské hmoty

Tato kapitola se bude zabývat difrakčńım spektrem elektromagnetického zářeńı na clus-

terech rydbergovské hmoty. O hustotě elektron̊u v něm se bude po celou dobu předpo-

kládat přibĺıžeńı, že se jedná o hexagonálně symetrickou funkci s periodou a v rámci clus-

teru. Jak bylo řečeno v úvodu, hexagonálně symetrická funkce s periodou a na omezené

oblasti je zobecněńım sudé a-periodické funkce jedné proměnné, proto je začátek této

kapitoly věnován shrnut́ı podstatných vlastnost́ı této tř́ıdy funkćı a vyvozeńım závěr̊u,

s jejichž zobecněńımi pro funkce hexagonálně symetrické s periodou a se bude dále

pracovat. Periodické funkce lze obecně rozkládat do Fourierových řad s př́ıslušnými ko-

eficienty – kvantifikaćı těch vlastnost́ı difrakčńıch spekter, které na těchto koeficientech

záviśı (např. formfaktoru, intenzit difrakčńıch ṕık̊u apod.), se ale tato kapitola nezabývá,

proto se jim i výklad věnuje sṕı̌se okrajově, a to tam, kde je jich potřeba pro nalezeńı

potřebných tvrzeńı.

3.1 Sudé funkce jedné proměnné; jejich Fourierovy rozvoje

a Fourierovy obrazy

Spojitá1 reálná funkce reálné proměnné n(x), která má nejmenš́ı periodu a, tj.

∀x ∈ R : n(x) = n(x+ a) ∧ (∀ã < a)(∃x ∈ R) : n(x) 6= n(x+ ã), (3.1)

lze rozložit na součet periodických funkćı s periodami a, a
2 , a

3 atd. ve formě

1podle tzv. Jordanova kritéria konvergence
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n(x) =
C0

2
+

+∞∑
k=1

[
Ck cos

2πkx

a
+ Sk sin

2πkx

a

]
, (3.2)

kde koeficienty Ck a Sk jsou dány jako

Ck =
2

a

∫ x0+a

x0

n(x′) cos
2πkx′

a
dx′, k ∈ Z+

0 (3.3a)

Sk =
2

a

∫ x0+a

x0

n(x′) sin
2πkx′

a
dx′, k ∈ Z+. (3.3b)

Na volbě x0 právě d́ıky a-periodičnosti nezálež́ı. Rozklad se nazývá Fourierovou řadou

funkce n(x). Faktor 2π
a zaručuje nejen správnou a-periodicitu, ale i bezrozměrnost argu-

ment̊u funkćı sinus a kosinus. Formálně lze výše uvedené vztahy pro koeficienty rozvoje

rozš́ı̌rit na množinu celých č́ısel – S0 = 0, C−k = Ck a S−k = −Sk. S t́ımto rozš́ı̌reńım

a podle relace e±iα = cosα± i sinα lze zavést do rozvoje exponenciely:

n(x) =
C0

2
+
S0

2
+

+∞∑
k=1

[
Ck cos

2πkx

a
+ Sk sin

2πkx

a

]
=

=

(
C0

2
+
S0

2

)
+

+∞∑
k=1

[
Ck + C−k

2
cos

2πkx

a
+
Sk − S−k

2
sin

2πkx

a

]
=

=
∑
k∈Z

[
Ck
2

cos
2πkx

a
+
Sk
2

sin
2πkx

a

]
=

=
∑
k∈Z

[
Ck
4

(
e+i 2πkx

a + e−
2πkx
a

)
+
Sk
4i

(
e+i 2πkx

a + e−
2πkx
a

)]
=

=
∑
k∈Z

(
Ck
4

+
Sk
4i

)
e+i 2πkx

a +
∑
k∈Z

(
Ck
4
− Sk

4i

)
e−

2πkx
a =

=
∑
k∈Z

(
C|k|

2
− i · sgn(k)

S|k|

2

)
e+i 2πkx

a =
∑
k∈Z

nke
+i 2πkx

a (3.4)

kde tedy bylo zavedeno

∀k ∈ Z : nk ≡
C|k|

2
+ i · sgn(k)

S|k|

2

(
=

1

a

∫ z0+a

z0

n(x′)e−i
2πkx′
a dx′

)
, (3.5)

kde sgn znač́ı funkci signum a kde suma prob́ıhá tentokrát přes všechna celá č́ısla. Kosiny,

siny a exponenciely se v tomto smyslu nazývaj́ı bazické funkce (Fourierova rozvoje).

Argument exponenciely lze zkrátit substitućı
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G ≡ 2π

a
k, k ∈ Z, (3.6)

na

n(x) =
∑

G= 2π
a
k,k∈Z

nGe
+iGx. (3.7)

Substituce ale neńı dokonalá v tom smyslu, že se veličina G na množinu k ∈ Z v sumě

odvolává. Nápravu zař́ıd́ı definováńı množiny, kterou G muśı prob́ıhat, zp̊usobem nezá-

vislým na k. Nechť je množina označena jakoMa. Ukazuje se, že (bez ohledu na konkrétńı

pr̊uběh funkce n(x) v rámci jedné periody) muśı G prob́ıhat právě takovou množinu, aby

zajistila a-periodičnost funkce n(x). Muśı totiž platit podmı́nka periodičnosti

∀K ∈ Z :
∑
G∈Ma

nGe
+iGx = n(x) = n(x+Ka) =

∑
G∈Ma

nGe
+iGze+iGKa, (3.8)

z ńıž porovnáńım obou sum plyne

0 =
∑
G∈Ma

nGe
+iGx

(
e+iGKa − 1

)
. (3.9)

Závorka je vytknutá pro každé G zvlášť, a tedy pro každé G muśı být výraz v závorce

nulový2. Muśı tedy

1 = e+iGKa ⇒ GKa = 2πN,N ∈ Z⇒
( a

2π

)
GK ∈ Z. (3.10)

Protože je K libovolné, ale pevné celé č́ıslo a jeho součin s a
2πG muśı být rovněž

celoč́ıselný, muśı být G = 2π
a k, k ∈ Z, kde zlomek jako předfaktor ”ruš́ı” vliv zlomku a

2π

v (3.10), a k muśı náležet množině všech celých č́ısel3. Zkoumaná množina Ma odpov́ıdá

substituci (3.6), lze tedy opravdu bez odkazováńı se na k pro každou a-periodickou funkci

psát

n(x) =
∑
G∈Ma

nGe
+iGx (3.11)

s definićı, že Ma je právě taková množina, aby
∑

G∈Ma
nGe

+iGx byla a-periodická funkce.

Množina Ma se nazývá reciprokou množinou k a-periodickým funkćım:

2pokud by byly nulové jen některé, platila by podmı́nka periodičnosti jen pro speciálńı tř́ıdy funkćı

n(x)
3pokud by byla zvolena jen nějaká podmnožina, určitě by existovalo takové K, aby podmı́nka (3.10)

neplatila, a pro každé G mimo tuto množinu plat́ı podmı́nka (3.10) jen náhodou
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Ma =

{
G =

2π

a
k | k ∈ Z

}
(3.12)

• Reciproká množina nezáviśı na konkrétńım pr̊uběhu a-periodické funkce n(x), ale

jen na jej́ı periodě – všechny funkce se stejnou periodou a maj́ı i stejnou reciprokou

množinu.

• Reciprokou množinu nezměńı translace proměnné (souřadnice) x (tj. jiná volba

počátku osy x).

• Ze substituce (3.6) je zřejmé, že G má fyzikálńı rozměr m−1, je-li [a] = m.

• Pro koeficienty v (3.4), (3.7) a (3.11) plat́ı, že k 6= G, ale nk = nG = n 2π
a
k.

• Přestože obecně nG ∈ C, e+iGx ∈ C, dokonce i nGe
iGx ∈ C, jejich celý součet už

ale reálnou a-periodickou funkci je.

Dva uvedené zp̊usoby zápisu rozvoje periodické funkce do bazických funkćı – kosinovo-

sinové a komplexně-exponenciálńı – maj́ı své výhody i nevýhody4, nejsou ale jedinými

možnými. Je-li funkce n(x) sudá5, jsou všechny koeficienty Sk nulové a kosiny jdou

přeuspořádat tak, aby sč́ıtaćı index tentokrát prob́ıhal množinu všech clých č́ısel, na:

n(x) =
∑
k∈Z

C−k + Ck
2

cos
2πkx

a
=
∑
k∈Z

C̃k cos
2πkx

a
, (3.13)

kde ovšem

C̃k =
2

a

∫ +a
2

0
n(x′) cos

2πkx′

a
dx′, (3.14)

Tento rozklad bude využit v následuj́ıćıch (pod)kapitolách. V jazyku prvk̊u reciproké

množiny G ∈Ma potom (3.13) a (3.14) nabývaj́ı podoby

n(x) =
∑
G∈Ma

C̃G cosGx, (3.15a)

C̃G =
2

a

∫ +a
2

0
n(x′) cosGx′dx′. (3.15b)

4kosinovo-sinové má intuitivněǰśı interpretaci, avšak mnohem h̊uře se s ńım algebraicky pracuje,

protože (mimo jiné) množina, přes kterou prob́ıhaj́ı indexy, neńı uzavřená v̊uči jejich sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı

a v̊ubec použ́ıvá dvou r̊uzných funkćı; naopak pro komplexně-exponenciálńı
5nebo lze-li sudou učinit vhodnou volbou počátku osy x
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Výhodou čistě kosinového rozkladu pro sudé funkce je př́ıznivý tvar d̊uležitých gonio-

metrických vztah̊u, které obsahuj́ı právě jen kosiny:

cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)) (3.16a)

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

(3.16b)

Tyto vztahu budou mı́t zvláštńıho významu pro Fourier̊uv rozklad funkćı v́ıce proměn-

ných (ve v́ıce rozměrech), např. a-periodických s hexagonálńı symetríı, až budou v ar-

gumentech kosin̊u skalárńı součiny vektor̊u.

Jen pro zaj́ımavost budiž uvedeno, že rozvoj pouze s kosiny a s indexem prob́ıhaj́ıćım

množinu celých č́ısel lze zkonstruovat i pro funkce, které nejsou nutně sudé, využije-li se

např. fázového posunut́ı sinα = cos(π2 − α):

n(x) =
∑
k∈Z

˜̃Ck cos

(
2πkx

a
+
π

4
− sgn(k)

π

4

)
, (3.17)

kde

˜̃Ck =


Sk, k < 0
C0√

2
, k = 0

Ck, k > 0.

(3.18)

Praktické výhody poč́ıtáńı s takovým rozkladem jsou ale otázkou.

Nyńı budou vyšetřeny tři konkrétńı sudé a-periodické funkce jedné reálné proměnné

– nekonečný Dirac̊uv hřeben, konečný Dirac̊uv hřeben a jednoduchá modelová funkce

jako jakási prvńı iterace k nekonečnému Diracovu hřebenu.

Jako posledně jmenovaná by měla být zvolena pokud možno co nejjednodušš́ı sudá, a-

periodická, (bez újmy na obecnosti) nezáporná funkce taková, aby měla výrazná maxima

v bodech Kx,K ∈ Z a jinde byla naopak bĺızká nule. Takovou funkćı může být

n(x) =
(

cos
πx

a

)2
(3.19)

Funkce má minima př́ımo rovná nule uprostřed mezi maximy. Jej́ı rozklad do Fourierovy

řady je snadný:

C̃k =
2

a

∫ +a
2

0

(
cos

πx

a

)2
cos

2πkx

a
dx =
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=
1

a

([
1

2
· a

2π(1 + k)
cos

2π(1 + k)x

a

]+a
2

0

+

[
a

2πk
sin

2πkx

a

]+a
2

0

+

+

[
1

2
· a

2π(1− k)
sin

2π(1− k)x

a

]+a
2

0

)
= 0, k ∈ Z, k 6= 0,±1, (3.20a)

C̃0 =
2

a

∫ +a
2

0

(
cos

πx

a

)2
dx =

1

2
, (3.20b)

C̃±1 =
2

a

∫ +a
2

0

(
cos

πx

a

)2
cos

2π(±1)x

a
dx =

1

4
, (3.20c)

je tedy

n(x) =
(

cos
πx

a

)2
=

1

4
cos

2π(−1)x

a
+

1

2
+

1

4
cos

2π(+1)x

a
, (3.21)

neboli

(
cos

πx

a

)2
=
∑
k∈Z

C̃k cos
2πkx

a
, C̃0 =

1

2
, C̃±1 =

1

4
, C̃k = 0, k 6= 0,±1, (3.22)

k čemuž se v př́ıpadě této funkce lze dopracovat mnohem rychleji pomoćı jednoduchých

goniometrických vzorc̊u:

n(x) =
(

cos
πx

a

)2
=

1

2

(
1 + cos

2πx

a

)
=

1

4
cos

2π(−1)x

a
+

1

2
+

1

4
cos

2π(+1)x

a
(3.23)

Pr̊uběh funkce je na Obr. 3.1 včetně zjednodušeného schématu, který označuje pouze

zvolený periodicky se opakuj́ıćı prvek funkce (zde maxima).

Dirac̊uv hřeben je periodicky se opakuj́ıćı delta distribuce, přesněji řečeno součet ne-

spočetně mnoha jednoduchých delta distribućı s navzájem periodicky posunutými body

nespojitosti (tzv. uzly):

D(x) =
∑
N∈Z

δ (x−Na) (3.24)

Uzly x = Na,N ∈ Z můžou představovat např. polohy jader v řet́ızku atomů a lze

předpokládat, že elektronová hustota v tomto řet́ızku bude mı́t stejnou periodu jako

rozděleńı jader. Rozklad D(x) do Fourierovy řady se pak podle (3.5) najde vypočteńım

koeficient̊u rozkladu:
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Obr. 3.1: Funkce n(x) =
(
πx
a

)2
jako hrubá iterace k nekonečnému Diracovu hřebenu

a modelová sudá a-periodická funkce. V dolńı polovině obrázku je jej́ı ”jednorozměrné”

symbolické znázorněńı, ve kterém jsou na ose x vyznačena pouze periodicky se opakuj́ıćı

maxima v bodech Ka,K ∈ Z – stejné symbolické znázorněńı by měl i Dirac̊uv hřeben

D(x) =
∑

K∈Z δ (x−Ka).

nk =
1

a

∫ +a
2

−a
2

(∑
N∈Z

δ
(
x′ −Na

))
e−i

2πkx′
a dx′ =

1

a

∫ +a
2

−a
2

δ
(
x′
)
e−i

2πkx′
a dx′ =

=
1

a

∫ +∞

−∞
δ(x′)e−i

2πkx′
a dx′ =

1

a
F [δ(x′)](k) =

1

a
· 1 =

1

a
, (3.25)

kde F [δ(x)](k) je s výhodou použitá Fourierova transformace delta funkce (o ńı po-

jednávaj́ı následuj́ıćı odstavce) jako funkce (zespojitěné) proměnné k d́ıky formálńı shodě

jej́ı definice s integrálem v (3.25). Koeficienty rozvoje na k ve výsledku shodou okolnost

nezávisej́ı. Je tedy

D(x) ≡
∑
N∈Z

δ(x−Na) =
∑
k∈Z

1

a
ei

2πkz
a . (3.26)

Sesterskou operaćı k rozkladu (zde zobecněné) funkce do Fourierovy řady je jej́ı

Fourierova transformace, neboli jej́ı obraz v reciprokém prostoru. Fourierova transfor-

mace v reciproké proměnné ξ je pro funkci n(x) definovaná jako
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F [n(x)](ξ) ≡
∫ +∞

−∞
n(x)e−i2πξxdx, (3.27)

což je formálně stejný výraz jako pro koeficienty (3.5) – vskutku: Fourier̊uv obraz lze

chápat jako degenerovaný rozvoj do Fourierovy řady pro funkci, jej́ıž perioda jde lim-

itně do nekonečna, tj. o periodičnost přicháźı6. Proto je Fourier̊uv obraz použitelný

pro mnohem větš́ı tř́ıdu (i neperiodických) funkćı.

Dirac̊uv hřeben D(x) periodický je a jeho Fourier̊uv obraz lze nalézt buď př́ımo z jeho

definice (3.27), nebo z jeho rozkladu do Fourierovy řady s koeficienty (3.26) – mezi oběma

vyjádřeńımi plat́ı samozřejmě rovnost podle (3.26). Fourier̊uv obraz př́ımo z definice je

F [D(x)](ξ) =

∫ +∞

−∞

(∑
N∈Z

δ (x−Na)

)
e−i2πξxdx =

=
∑
N∈Z

(∫ +∞

−∞
δ (x−Na) e−i2πξxdx

)
=

=
∑
N∈Z

2πe−i2πNaξ = [podle (3.26)] =
2π

a

∑
n∈Z

δ
(
ξ − n

a

)
=

= [Λ ≡ 2πξ] =
2π

a

∑
n∈Z

δ

(
Λ− 2π

a
n

)
=

2π

a

∑
G∈Ma

δ (Λ−G) , (3.28)

kde argumenty delta funkćı maj́ı rozměr stejný jako reciproká vzdálenost a v posledńım

řádku byla vlastńı reciproká vzdálenost ξ nahrazena přeškálovanou7 reciprokou vzdále-

nost́ı Λ ≡ 2πξ (”vlnovým č́ıslem”) pro lepš́ı porovnáńı s prvky množiny Ma. Fourier̊uv

obraz D(x) rozložené do Fourierovy řady podle (16) muśı dát stejný výsledek a opravdu:

F [D(x)](ξ) =

∫ +∞

−∞

(
1

a

∑
n∈Z

ei
2πnz
a

)
e−i2πξzdx =

=
1

a

∑
n∈Z

(∫ +∞

−∞
1 · e−i2π(ξ−

n
a )xdx

)
=

1

a

∑
n∈Z

δ
(
ξ − n

a

)
=

=
2π

a

∑
n∈Z

δ

(
Λ− 2π

a
n

)
=

2π

a

∑
G∈Ma

δ (Λ−G) (3.29)

Fourierovým obrazem Diracova hřebenu v (př́ımém) prostoru je tedy Dirac̊uv hřeben

v reciprokém prostoru. Nav́ıc je evidentńı, že reciproký Dirac̊uv hřeben je nenulový (má

uzly) právě jen v bodech reciproké množiny pro a-periodickou funkci.

6zřejměǰśı toto tvrzeńı je, když se v (3.5) zvoĺı integračńı meze symetricky –
∫ x̃0+ a

2
x0− a

2
...

7škálu pro popis reciprokého prostoru je možno samozřejmě zvolit libovolně
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Konečně posledńı z trojice funkćı je omezený Dirac̊uv hřeben, tj. série delta funkćı

jako ve (3.24), ale omezená na konečnou oblast, např. (symetricky)

D̃(x) ≡
+P∑

N=−P
δ (x−Na) . (3.30)

Pro ni nelze použ́ıt druhý z výše uvedených postup̊u jako u nekonečného Diracova

hřebene, protože (3.30) od nekonečna do nekonečna periodická neńı8, a tedy k ńı rozklad

do Fourierovy řady ani neexistuje; Fourier̊uv obraz neupravené funkce D̃(x) ale vypoč́ıtat

jde:

F
[
D̃(x)

]
(ξ) =

∫ +∞

−∞

(
+P∑

N=−P
δ(x−Na)

)
e−i2πξxdx =

=
+P∑

N=−P

(∫ +∞

−∞
δ(x−Na)e−i2πξxdx

)
=

+P∑
N=−P

e−i2πNaξ =

=

+P∑
N=−P

(
e−i2πaξ

)N
=

1−
(
e−i2πaξ

)2P+1

1− e−i2πaξ
=

=
(
e−i2πaξ

)P
·
e
+i2π(P+ 1

2)aξ−e−i2π(P+ 1
2)aξ

2i

e+i2π·
1
2 ·aξ−e−i2π·

1
2 ·aξ

2i

= [Λ = 2πξ] =

=
(
e−iaΛ

)P · sin
(
P + 1

2

)
aΛ

sin 1
2aΛ

= e−iPaΛ · F (Λ) (3.31)

Fourierovým obrazem funkce D̃(x) je tedy součin (fázového) faktoru a funkce F (Λ),

o které lze snadno dokázat, že je 2π
a -periodická a sudá; F (Λ) ≡ sin(P+ 1

2)aΛ

sin 1
2
aΛ

se někdy

nazývá Dirichlet̊uv kernel. Funkci F (Λ) lze spojitě dodefinovat v jej́ıch nevlastńıch

bodech (což jsou prvky reciproké množiny a zároveň body, v nichž (periodicky se opaku-

j́ıćı) funkce F (G) nabývá globálńıch maxim) Λ = 2π
a k, k ∈ Z jako

F

(
2π

a
k

)
≡ lim

Λ→ 2π
a
k
F (Λ) = 2N + 1. (3.32)

Fourierovým obrazem funkce periodické jen na určité oblasti tedy je funkce periodická

od nekonečna do nekonečna; kvantitativńım rozd́ılem oproti funkci (3.24) je, že obrazem

souboru delta funkćı nejsou delta funkce, ale omezené funkce F (Λ) – pokud by ty byly

8ani nejde na periodickou doplnit, protože to by samozřejmě zbořilo snahu o studium omezeného

Diracova hřebenu
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chápány jako závislé na parametru N , tj F (Λ;N), pak jejich posloupnost představuje

jednu z možných iteraćı k delta funkci (delta funkćım).

Jak D(x), tak D̃(x) mohou být chápány jako rozložeńı jader v nějaké periodické

struktuře – v difraktoskopii a teorii pevných látek je d̊uležitou veličinou s fyzikálńı

interpretaćı kvadrát Fourierova obrazu tohoto rozděleńı [22]. Kvadrátem Fourierova

obrazu (3.31) funkce (3.30) je funkce

F 2(Λ) =
sin2

(
N + 1

2

)
aΛ

sin2 1
2aΛ

(3.33)

(fázový faktor se vyruš́ı), která má s F (Λ) podobné vlastnosti – je 2π
a -periodická, sudá

a má globálńı maxima (rovná (2N+1)2) v bodech reciproké množiny Ma =
{

2π
a k|k ∈ Z

}
;

nav́ıc poměrně bĺızko svého globálńıho maxima nabývá nulové hodnoty na obě strany,

a to v bodech

Λ± =
2π

a

(
k ± 1

2N + 1

)
, k ∈ Z. (3.34)

Oblast mezi nimi lze považovat za ṕık, jehož pološ́ı̌rka se např. podle [22] definuje jako

polovina ”celoš́ı̌rky” vymezené uvedenými nulovými body, tedy

∆ 1
2
Λ =

2π

a
· 1

2N + 1
, (3.35)

která zauj́ımá z celé periody (o délce 2π
a ) relativńı d́ıl rovný

δ 1
2
Λ =

1

2N + 1
. (3.36)

Tedy ṕık osamostatněného atomu zab́ırá celou periodu a např. pro N = 2 jednu

pětinu, což odpov́ıdá třeba tzv. difúzńım difrakčńım ṕık̊um pro atomy s pravidelným

uspořádáńım, volně se sdružuj́ıćı jen na krátkých vzdálenostech (třeba v plynech nebo

kapalinách). Už pro relativně ńızké N v řádu jednotek nebo deśıtek lze ṕık považovat

za dobře lokalizovaný – tedy i opravdu velmi malý jednorozměrný krystal s pravidelným

uspořádáńım bude mı́t ve svém reciprokém prostoru jasnou ostrou periodickou strukturu

okolo bod̊u reciproké množiny Ma.

3.2 a-periodické funkce dvou proměnných se čtvercovou

symetríı

Reciproká množina pro periodické funkce v́ıce proměnných se obvykle nazývá reciproká

mř́ıž; uzly reciproké mř́ıže mohou být v reciprokém prostoru vyjádřeny jako vektory ~G.
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Přechodem do v́ıcerozměrného definičńıho oboru přibudou jevy, které pro funkce jedné

proměnné nemaj́ı obdoby – reciproká mř́ıž záviśı na orientaci os v př́ımém prostoru,

otáč́ı se spolu s rotaćı př́ımé mř́ıže, funkce může být v r̊uzných řezech periodická jinak

apod. –, a ty neńı potřeba zkoumat v plné obecnosti. Pro cluster rydbergovské hmoty je

totiž vysloven předpoklad, že hustota elektron̊u v jeho rovině bude funkce hexagonálně

symetrická a a-periodická (na určité oblasti). Pojmy jsou pro připomenut́ı vymezeny

takto:

• Řezem funkce dvou proměnných je myšleno zúžeńı definičńıho oboru (např. roviny

x-y) na př́ımku – řez je tedy v principu funkce jedné proměnné odeč́ıtané podél

této př́ımky. Je-li řez funkce veden př́ımkou g(x, y) = 0, lze jej psát např́ıklad jako

n(p) = n(x, y)|g(x,y)=0, (3.37)

kde p je takový parametr, aby byla dodržena škála p̊uvodńıch proměnných, tj.

(∆p)2 = (∆x)2 + (∆y)2 (3.38)

• O funkci f(x, y) dvou proměnných se prohláśı, že je hexagonálně symetrická s pe-

riodou a > 0, pokud je invariantńı k pootočeńı o libovolný násobek úhlu π
3

okolo počátku (0, 0)T a pokud je a nejmenš́ı mezi periodami všech řez̊u funkce

př́ımkami procházej́ıćımi počátkem. Je př́ıpustné, aby řez funkce byl a-periodický

jen na určité oblasti definičńıho oboru, jsou-li splněna ostatńı kritéria.

• Směry, ve kterých má funkce periodu právě a, se nazývaj́ı hlavńı směry (hexago-

nálńı symetrie).

Cluster rydbergovské hmoty je dvourozměrné uspořádáńı atomů existuj́ıćı v tř́ıroz-

měrném prostoru. Lze očekávat, že jeho reciproká mř́ıž bude v některém směru dege-

nerovaná nebo triviálńı a pro začátek postač́ı se omezit na dvourozměrné struktury

v rovině – přesah reciproké mř́ıže do směru třet́ıho bude doplněn později. Hexagonálńı

symetrie clusteru je výjimečná v tom, že i když se nacháźı ve dvou rozměrech, jsou

navzájem rovnocenné směry jeho symetrie tři, přičemž jen jeden z nich může být rovno-

běžný s některou z kartézských os a hexagonálńı symetrie neńı invariantńı k záměně

x ↔ y těchto proměnných. Pokud se třet́ı směr vyjádř́ı jako závislý na dvou daľśıch,

nemuśı být vystiženy všechny vlastnosti hexagonálńıho periodického uspořádáńı.
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Nechť je analogicky s hexagonálńı dána i tř́ıda a-periodických funkćı se čtvercovou

symetríı. Čtvercová symetrie je oproti hexagonálńı výhodněǰśı v tom, že směry souřad-

ných os mohou být zvoleny ve směrech jej́ı symetrie. Potom ovšem každý řez př́ımkou y =

y0 = konst muśı být jednorozměrná a-periodická funkce podle (3.4) a podobně pro řezy

př́ımkami x = x0 = konst, ovšem v proměnné y. Druhý jmenovaný řez je n(x, y)|x=x0=

n(y;x0). Pokud se pro všechny možné řezy x = x0 vyč́ısĺı hodnota v nějakém pevném Y ,

dá se takto zkonstruovat a-periodická funkce v proměnné x0: {(x0, n(Y ;x0))}, zapsáno

jako množina uspořádaných dvojic, nebo také

n(x0;Y ) =
∑
l∈Z

nl(x0)ei
2πlY
a . (3.39)

Zároveň ale tato funkce jde naj́ıt přirozeně rovnou řezem y = Y , tedy

n(x0;Y ) =
∑
k∈Z

nk(Y )ei
2πkx0
a . (3.40)

Aby si obě vyjádřeńı byla rovna a aby bylo možno vyjádřit libovolnou9 funkci se čtverco-

vou symetríı, muśı obecně

n(x, y) =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(kx0+lY ); (3.41)

přeznač́ı-li se z parametr̊u zpět na proměnné, bude

n(x, y) =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(kx+ly) (3.42)

Zavedou-li se jednotkové bezrozměrné vektory ve směrech os jako

~ex = (1, 0)T, (3.43a)

~ey = (0, 1)T, (3.43b)

lze konečně rozklad napsat v obecném tvaru

n(~r) =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(k~ex+l~ey)~r =
∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G~r, (3.44)

o kterém lze u sudých funkćı (sudých v řezech podle souřadných os) očekávat, že bude

mı́t tvar

9možnosti nkl = 1 nebo nkl = nknl = (nk)2 = (nl)
2, ke kterým mohou úvahy svádět, pokryj́ı jen

speciálńı tř́ıdu funkćı
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n(x, y) =
∑
k,l∈Z2

C̃kl cos
2π(kx+ ly)

a
=

=
∑
k,l∈Z2

C̃kl cos
2π(k~ex + l~ey)~r

a
=
∑
~G∈Ma

C̃ ~G cos ~G~r, (3.45)

kde10

C̃ ~G = C̃kl =

(
2

a

)2 ∫ +a
2

0

∫ +a
2

0
n(x′, y′) cos

2π(k~ex + l~ey)(x
′, y′)T

a
dx′dy′ =

=

(
2

a

)2 ∫
〈0,a2 〉×〈0,a2 〉

n(~r′) cos ~G~rd~r′ (3.46)

a kde byla zavedena množina

Ma =

{
~G =

2π

a
(k~ex + l~ey) |k, l ∈ Z2

}
, (3.47)

o ńıž se lze domńıvat, že bude reciprokou mř́ıž́ı pro a-periodické čtvercově symetrické

funkce. Př́ısně vzato by se neměl prvek reciproké mř́ıže psát pomoćı vektor̊u př́ımé

mř́ıže, ale vektory ~ex a ~ey jsou bezrozměrné a každé ~G je s nimi dobře definované. Nav́ıc

je z tohoto vztahu i poznat těsná vazba mezi funkćı v př́ımém prostoru a reciprokou

mř́ıž́ı – otoč́ı-li se funkce v př́ımém prostoru, muśı se pro jej́ı popis otočit i osy symetrie

s př́ıslušnými jednotkovými vektory a s nimi se otáč́ı i reciproká mř́ıž. Skalárńı součin

v exponentu nav́ıc upomı́ná, že dvourozměrná funkce bude mı́t dvourozměrnou mř́ıž.

Stejně jako v jednom rozměru (pro funkci jedné proměnné) je Ma symetrická (~0 ∈
Ma ∧ ~G ∈Ma ⇒ −~G ∈Ma) a nezměńı se při translaci funkce v př́ımém prostoru.

Stejně jako u funkce jedné proměnné je ve dvou rozměrech sč́ıtáńı přes množinu Ma

úplně uspokojivé jen tehdy, je-li tato množina určena nezávisle na č́ıslech k a l. Opět

lze vyj́ıt z požadavku a-periodičnosti ve směrech os

∀K,L ∈ Z2 : n(~r) = n (~r + a (K~ex + L~ey)) , (3.48)

což je prostým zobecněńım podmı́nky (3.8) ve smyslu požadavk̊u kladených na čtvercovou

funkci. Dosazeńım do rozvoje výše vyplývá

10uvedeno jen pro úplnost – jak bylo řečeno, tato kapitola se veličinami, které záviśı na koeficientech

rozvoje, téměř zabývat nebude
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∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(k~ex+l~ey)~r =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(k~ex+l~ey)(~r+a(K~ex+L~ey)) =

=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(k~ex+l~ey)~r · ei
2π
a

(k~ex+l~ey)(a(K~ex+L~ey)) (3.49)

popř.

∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G~r =

∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G(~r+a(K~ex+L~ey)) =

=
∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G~r · ei ~G(a(K~ex+L~ey)). (3.50)

Porovnáńım sum na začátku a konci předchoźı relace vyplývá

0 =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(k~ex+l~ey)~r ·
(
ei2π(kK+lL) − 1

)
, (3.51)

resp.

0 =
∑
~G

n ~Ge
i ~G~r ·

(
ei
~G(a(K~ex+L~ey)) − 1

)
, (3.52)

kde bylo využito ~ex ·~ey = 1. V analogii s (3.9) je opět závorka vytknuta zvlášť pro každé
~G, a tedy každá zvlášť muśı být nulová, což je ekvivalentńı s podmı́nkou, aby argument

exponenciely v závorce byl i2π-násobek libovolného celého č́ısla:

~Ga (K~ex + L~ey) = 2πN,N ∈ Z⇒ a

2π
~G (K~ex + L~ey) ∈ Z (3.53)

Pro splněńı této podmı́nky lze předpokládat reciproký vektor ve formě

~G =
2π

a
(k~ex + l~ey) , (3.54)

jednak aby se vyrušil faktor a
2π a jednak z výše uvedené úvahy, že i reciproký vektor

je možné psát jako lineárńı kombinaci jednotkových bezrozměrných vektor̊u př́ımého

prostoru; o k a l v tomto bodě celoč́ıselnost ještě neńı předpokládána. Dosazeńım:

(k~ex + l~ey) (K~ex + L~ey) = kK + lL ∈ Z (3.55)
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Aby pro libovolné pevně zvolené K,L ∈ Z2 byl i výraz KK + lL celoč́ıselný, je nutné,

aby i k a l byla celá č́ısla11. Podmı́nka periodicity tedy potvrzuje reciprokou mř́ıž

Ma =

{
~G =

2π

a
(k~ex + l~ey) |k, l ∈ Z2

}
(3.56)

tak, jak bylo výše učiněno prostou substitućı pro čtvercově symetrickou funkci zkon-

struovanou ze znalosti vlastnost́ı jednorozměrné funkce a z požadavk̊u symetrie.

Konečně proto, že jednotkové bezrozměrné vektory ~ex a ~ey maj́ı jednoduchou podobu

po rozepsáńı po složkách, je možno každý bod reciproké mř́ıže napsat jako

~G =
2π

a
(k, l)T , k, l ∈ Z2. (3.57)

3.3 Modelová a-periodická funkce dvou proměnných

se čtvercovou symetríı

Zobecněńım (3.19), tedy modelové funkce, pro čtvercově symetrickou mř́ıž jakožto funkce,

která má danou symetrii a periodicitu, která má globálńı maxima v bodech a (K,L)T ,

K, L ∈ Z2 (tj. bodech př́ımé mř́ıže) a hlavně která se dá úsporně napsat jen pomoćı

kosin̊u12, je

n(x, y) =
(

cos
πx

a

)2 (
cos

πy

a

)2
. (3.58)

Funkce je vykreslená na obrázku 3.2. Lze ji snadno upravit na

n(x, y) =
(

cos
πx

a
cos

πy

a

)2
=

(
1

2

(
cos

π(x+ y)

a
+ cos

π(x+ y)

a

))2

=

=
1

4

(
cos

π(x+ y)

a
+ cos

π(x+ y)

a

)2

=

=
1

4
cos2 π(x+ y)

a
+

1

2
cos

π(x+ y)

a
cos

π(x− y)

a
+

1

4
cos2 π(x− y)

a
=

=
1

4
·
(

1

2
+

1

2
cos

2π(x+ y)

a

)
+

1

2
· 1
2

(
cos

2πx

a
+ cos

2πy

a

)
+

1

4
·
(

1

2
+

1

2
cos

2π(x− y)

a

)
=

11podmı́nku lze splnit např. i tehdy, když by k a l náležely poloč́ıselné množině{
...,− 3

2
,− 1

2
,+ 1

2
,+ 3

2
, ...
}

, v takové množině ale např. chyb́ı nula a člen n00 je pro rozvoj čtvercové

periodické funkce určitě nutný
12jakožto zobecněńı (3.15) pro sudé funkce jedné proměnné
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=
1

4
+

1

4
cos

2πx

a
+

1

4
cos

2πy

a
+

1

8
cos

2π(x+ y)

a
+

1

8
cos

2π(x− y)

a
=

=
1

4
+

1

8
cos

2π(−1)x

a
+

1

8
cos

2π(+1)x

a
+

1

8
cos

2π(−1)y

a
+

1

8
cos

2π(+1)y

a
+

+
1

16
cos

2π(x+ y)

a
+

1

16
cos

2π(−x− y)

a
+

1

16
cos

2π(x− y)

a
+

1

16
cos

2π(−x+ y)

a
=

=
∑
k,l∈Z2

nkl cos
2π(kx+ ly)

a
, n00 =

1

4
, n±1,0 = n0,±1 =

1

8
, n1,±1 = n−1,±1 =

1

16
, (3.59)

což je ale Fourier̊uv rozvoj této funkce. Jen devět koeficient̊u rozvoje je nenulových13.

Alternativńı výpočet koeficient̊u integraćı podle Fourierovy teorie pro kontrolu tentokrát

neńı třeba provádět – podstatné je, že bazické funkce, do kterých se dá a-periodická

funkce rozložit, jsou typu cos 2π(kx+ly)
a = cos ~G · ~r, kde ~G ∈ Ma (3.47). Alternativně je

možný rozklad do součin̊u

cos~kG1~r cos~lG2~r, (3.60)

kde ~G = k ~G1 + l ~G2, jak je vidět na třet́ım řádku v (3.59). Dvourozměrný nekonečný

Dirac̊uv hřeben, ke kterému by tato funkce mohla být chápana jako iterace, by pak byl

D(x, y) = D(~r) =
∑

K,L∈Z2

δ (~r − a (K~ex + L~ey)) =

=
∑
k,l∈Z2

(
1

a

)2

cos
2π(k~ex + l~ey)~r

a
=
∑
~G∈Ma

(
1

a

)2

cos ~G~r, (3.61)

neboť v analogii s (3.25) jsou
(

1
a

)2
Fourierovy koeficienty funkce δ(~r).

Je-li známa jak čtvercová mř́ıž
{
Ka~ex + La~ey|K,L ∈ Z2

}
, modelová funkce (3.58)

a reciproká mř́ıž čtvercové symetrie (3.56), nab́ıźı se źıskat tyto pro hexagonálńı symetrii

vhodnou transformaćı čtvercových vzor̊u. Vyjde-li se z požadavku, aby se správně

transformovala př́ımá mř́ıž, lze transformaci zvolit tak, aby na jedné z (hlavńıch) os

hexagonálńı mř́ıže (např. té ve směru osy x) z̊ustaly body nedotčeny a zbytek roviny

byl ”skloněn” o úhel π
3 . Situaci ilustruje Obr. 3.3.

13u jiné funkce by takových samozřejmě mohlo být i nekonečně mnoho
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Obr. 3.2: Funkce n(x, y) =
(
cos πxa

)2 (
cos πxa

)2
jako modelová a-periodická funkce

se čtvercovou symetríı. Vlevo nahoře je obecný perspektivńı pohled na tř́ırozměrné

znázorněńı, vpravo perspektivńı pohled svisle dol̊u nad počátkem souřadnic a vlevo

dole symbolické dvourozměrné vykresleńı funkce pomoćı jej́ıch maxim – stejné by

měl i čtvercový Dirac̊uv hřeben D(~r) =
∑

K,L∈Z2 δ (~r − a (K~ex + L~ey)). Všechna tři

znázorněńı jsou na oblasti 〈−2a,+2a〉 × 〈−2a,+2a〉. Barevné obrázky byly vytvořeny

v aplikaci Academo [23].

Dvojice vektor̊u ve čtvercové mř́ıži (3.43a) a (3.43b) se v hexagonálńı zřejmě nahrad́ı

např. dvojićı

~eK = (1, 0)T (3.62a)

~eL =

(
1

2
,

√
3

2

)T

(3.62b)

Je zřejmé, že se nejedná o rotaci14; na transformaci15 ale může být nahĺıženo jako

na ”rotaci po částech”, tedy ne okolo univerzálńıho počátku, ale parametricky závislého

– bod (x, y)T se otoč́ı o úhel π6 (sic!) okolo bodu (x, 0)T, zat́ımco bod (x+ ε, y)T se otoč́ı

o stejný úhel okolo bodu (x+ ε, 0)T. V pevném souřadném systému změńı každý z bod̊u

roviny svoje souřadnice ze starých (”old”, (xO, yO)T) na nové (”new”, (xN, yN)T). Výše

popsaná transformace je

14invariantńı neńı jeden bod, ale př́ımka; nav́ıc se měńı úhly
15transformace je aktivńı – souřadné osy se neměńı
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Obr. 3.3: Transformace (3.64) pro převod čtvercové př́ımé mř́ıže na hexagonálńı. Vrcholy

př́ımé mř́ıže jsou plná kolečka – šedivá pro p̊uvodńı čtvercovou mř́ıž, černá pro vznikaj́ıćı

hexagonálńı a dvoubarevná pro ty na ose x, jež transformaćı z̊ustanou nedotčeny;

šedivou a černou barvou jsou rovněž odlǐseny spojnice vrchol̊u mř́ıže ve čtvercové, resp.

hexagonálńı mř́ıže; osa x, na které se potkává vodorovný hlavńı směr a prvńı hlavńı směr

hexagonálńı mř́ıže, je ponechána černá. Šipky naznačuj́ı vlastńı transformaci, při které

ze svislého hlavńıho směru vzniká druhý hlavńı směr hexagonálńı mř́ıže. Třet́ı hlavńı

směr hexagonálńı mř́ıže, který v p̊uvodńı čtvercové před transformaćı nemá zvláštńı

význam, je vyznačen tence. Obrázek podle symboliky z Obr. 3.1 a Obr. 3.2 může

znamenat i transformaci Diracova hřebenu ze čtvercového na hexagonálńı.

(
xN

yN

)
=

(
cos π6 sin π

6

− sin π
6 cos π6

)(
0

yO

)
+

(
xO

0

)
=

=

( √
3

2
1
2

−1
2

√
3

2

)(
0

yO

)
+

(
xO

0

)
=

(
xO + 1

2yO√
3

2 yO

)
, (3.63)

která se snadno invertuje na(
xO

yO

)
=

(
xN −

√
3

3 yN

2
√

3
3 yN

)
⇔

(
x

y

)
→

(
x−

√
3

3 y
2
√

3
3 y

)
. (3.64)

Transformace (3.64) ze čtvercově symetrického a-periodického vzoru ale (možná překvapi-

vě) obraz s hexagonálńı symetríı a periodou a nezaruč́ı – neplat́ı implikace, že pokud je
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n(x, y) a-periodická funkce se čtvercovou symetríı, pak je n
(
x−

√
3

3 y,
2
√

3
3 y
)T

v p̊uvod-

ńıch proměnných a-periodická funkce s hexagonálńı symetríı. Konkrétně Dirac̊uv hřeben

a čtvercová př́ımá mř́ıž se na př́ımou hexagonálńı mř́ıž transformuj́ı správně, zat́ımco

modelová funkce (3.58) po transformaci (3.64) definici hexagonálně symetrické funkce

striktně nesplňuje. Oboj́ımu se věnuj́ı následuj́ıćı odstavce.

3.4 Reciproká mř́ıž pro a-periodické funkce s hexagonálńı

symetríı – krystalografická definice

Jsou-li vektory př́ımé mř́ıže v trojrozměrném prostoru ~e1, ~e2 a ~e3, pak se v krystalo-

grafii formálně definuje reciproká mř́ıž jako celoč́ıselná lineárńı kombinace následuj́ıćıch

vektor̊u:

~G1 ≡
2π

a
· ~e2 × ~e3

~e1 · (~e2 × ~e3)
, (3.65a)

~G2 ≡
2π

a
· ~e3 × ~e1

~e2 · (~e3 × ~e1)
, (3.65b)

~G3 ≡
2π

a
· ~e1 × ~e2

~e3 · (~e1 × ~e2)
. (3.65c)

Protože vzorce obsahuj́ı vektorové součiny, je nutno dvourozměrné vektory ~e1 = ~eK =

(1, 0)T a ~e2 = ~eL =
(

1
2 ,
√

3
2

)T
rozš́ı̌rit na trojrozměrné a doplnit o třet́ı vektor, a to např.

následuj́ıćım trikem – nechť se hexagonálńı motiv v př́ımém prostoru opakuje v systému

rovnoběžných rovin, navzájem od sebe vzdálených o A � a (jednodušš́ı je, když jsou

roviny v kolmém směru navzájem v zákrytu, tj. nejedná se o ”close-packed” uspořádáńı).

Pak je trojice bezrozměrných vektor̊u př́ımé mř́ıže ~e1 = (1, 0, 0)T, ~e2 =
(

1
2 ,
√

3
2 , 0

)T

a ~e3 =
(
0, 0, Aa

)T
, odkud pro reciprokou mř́ıž podle (3.65) vycháźı

~G1 =
2π

a
·

(
1
2 ,
√

3
2 , 0

)T
× (0, 0, Aa )T

(1, 0, 0) ·
((

1
2 ,
√

3
2 , 0

)T
× (0, 0, Aa )T

) =
2π

a
· 2√

3

(√
3

2
,−1

2
, 0

)T

, (3.66a)

~G2 =
2π

a
·

(0, 0, Aa )T × (1, 0, 0)T(
1
2 ,
√

3
2 , 0

)T
·
(

(0, 0, Aa )T × (1, 0, 0)T
) =

2π

a
· 2√

3
(0, 1, 0)T , (3.66b)
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~G3 =
2π

a
·

(1, 0, 0)T ×
(

1
2 ,
√

3
2 , 0

)T

(0, 0, Aa )T ·
(

(1, 0, 0)T ×
(

1
2 ,
√

3
2 , 0

)T
) =

2π

A
· (0, 0, 1)T . (3.66c)

Osamostatńı-li se nyńı p̊uvodńı rovina oddáleńım pomocných rovin do nekonečna (A→
+∞), bude třet́ı vektor triviálńı, stejně jako třet́ı složky prvńıch dvou a od třet́ıho

rozměru lze tedy upustit. Vyjde pak

~G1 =
2π

a
· 2√

3

(√
3

2
,−1

2

)T

, (3.67a)

~G2 =
2π

a
· 2√

3
(0, 1)T , (3.67b)

a reciproká mř́ıžka ve dvou rozměrech je celoč́ıselná lineárńı kombinace těchto dvou

vektor̊u, tedy

Ma =
{
k ~G1 + l ~G2|k, l ∈ Z2

}
. (3.68)

Je vhodné upozornit na následuj́ıćı:

• Pořad́ı vektor̊u ~ei v každém ze vzorc̊u (3.65) je cyklické, nikoliv podle rostoućıho

indexu, jak často bývá zvykem. V d̊usledku toho sv́ıraj́ı ~G1 a ~G2 úhel 2π
3 .

• Konstrukce rovin ve třet́ım směru v př́ımém prostoru a jejich oddáleńı do nekonečna

limitńım přechodem A → +∞ ”zhust́ı” reciprokou mř́ıž v odpov́ıdaj́ıćım směru

reciprokého prostoru do př́ımky. Trivialita reciproké mř́ıže dvojrozměrného (dvoj-

rozměrně uspořádaného) objektu v tř́ırozměrném prostoru tedy bude taková, že ji

tvoř́ı př́ımky kolmé na rovinu pravidelného uspořádáńı a prot́ınaj́ıćı ji v bodech,

kde by byly jej́ı uzly ve dvou rozměrech.

Ekvivalentńı (3.65) je následuj́ıćı metoda – plat́ı, že jsou-li vektory př́ımé mř́ıže v jed-

notkách a zapsány sloupcově do matice E, pak pro matici G sloupcových vektor̊u re-

ciproké mř́ıže v jednotkách 2π
a plat́ı

G = E
(
ETE

)−1
. (3.69)

Tuto metodu lze aplikovat na dvourozměrné i tř́ırozměrné vektory (s př́ıpadným trikem

spoč́ıvaj́ıćım v A� a stejně jako v předchoźı metodě). Pro hexagonálńı symetrii je
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E =

 1 1
2 0

0
√

3
2 0

0 0 A
a

 , (3.70a)

ET =

 1 0 0
1
2

√
3

2 0

0 0 A
a

 , (3.70b)

takže

G = E
(
ETE

)−1
=

 1 1
2 0

0
√

3
2 0

0 0 A
a



 1 0 0

1
2

√
3

2 0

0 0 A
a


 1 1

2 0

0
√

3
2 0

0 0 A
a



−1

=

=

 1 1
2 0

0
√

3
2 0

0 0 A
a


 1 1

2 0
1
2 1 0

0 0
(
A
a

)2

−1

=

 1 1
2 0

0
√

3
2 0
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a




4
3 −2

3 0

−2
3

4
3 0

0 0 1

(Aa )
2

 =

=

 1 0 0

−
√

3
3

2
√

3
3 0

0 0 a
A

 =
2
√

3

3


√

3
2 0 0

−1
2 1 0

0 0
√

3
2 ·

a
A

→ 2
√

3

3


√

3
2 0 0

−1
2 1 0

0 0 0

 , (3.71)

kde limita je pro A → +∞. Vektory16 reciproké mř́ıže ~G1 = 2π
a ·

2
√

3
3 ·

(√
3

2 ,−
1
2

)T

a ~G2 = 2π
a ·

2
√

3
3 · (0, 1)T jdou pak snadno vyextrahovat.

3.5 Reciproká mř́ıž pro a-periodické funkce s hexagonálńı

symetríı – konstrukce z požadavk̊u symetrie

Pokud se zkonstruovaná transformace (3.64) ze čtvercové symetrie na hexagonálńı ap-

likuje na Fourier̊uv rozvoj funkce, vycháźı

n(x, y) =
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(
k
(
x−
√

3
3
y
)

+l
(

2
√

3
3
y
))

=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(
kx−k

√
3

3
y+l 2

√
3

3
y
)

=

16opět bezrozměrné a jednotkové
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=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(
(k)x+(2l−k)

√
3

3
y
)

=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(
k(1,−

√
3

3
)~r+l(0, 2

√
3

3
)~r
)

=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a

(
k 2
√

3
3

(
√

3
2
,− 1

2
)~r+l 2

√
3

3
(0,1)~r

)
=
∑
k,l∈Z2

nkle
i 2π
a
· 2
√

3
3

(
k(
√

3
2
,− 1

2
)+l(0,1)

)
·~r

=

=
∑
k,l∈Z2

nkle
i(k ~G1+l ~G2)·~r =

∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·~r = n(~r), (3.72)

kde ovšem množina Ma byla přejata z čtvercového vzoru. Neńı ale obt́ıžné se (stejně

jako u čtvercové symetrie) přesvědčit, že množinu

Ma =

{
~G =

2π

a
· 2
√

3

3
(k~ek + l~el) |k, l ∈ Z2

}
=

=

~G =
2π

a
· 2
√

3

3

k(√3

2
,−1

2

)T

+ l (0, 1)T

 |k, l ∈ Z2

 =

=

~G =
2π

a
·

(
k,

2
√

3

3

(
l − 1

2
k

))T

|k, l ∈ Z2

 , (3.73)

lze definovat nezávisle na k, l ∈ Z2 jako množina, která zaruč́ı, že funkce

n(~r) =
∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·r (3.74)

bude určitě a-periodická (v daných směrech). Ve směrech ~eK = (1, 0)T a ~eL =
(

1
2 ,
√

3
2

)T

muśı totiž pro každé K,L ∈ Z2 platit podmı́nky periodičnosti:

∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·~r = n(~r) = n (~r + a (K~eK + L~eL)) =

=
∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·(~r+a(K~eK+L~eL)) =

∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·~reia

~G·(K~eK+L~eL), (3.75)

odkud pro rozd́ıl koncových sum plyne

0 =
∑
~G∈Ma

n ~Ge
i ~G·~r

(
eia

~G·(K~eK+L~eL) − 1
)
, (3.76)

86



takže závorka vytknutá pro každé ~G muśı být pokaždé nulová, tj. muśı

∀K,L ∈ Z2 :
a

2π
~G · (K~eK + L~eL) ∈ Z, (3.77)

což po dosazeńı za jednotkové vektory dává

a

2π
~G ·

(
K +

1

2
L,

√
3

2
L

)T

=
a

2π

((
K +

1

2
L

)
Gx +

(√
3

2
L

)
Gy

)
∈ Z. (3.78)

Vektor ~G lze předpokládat ve tvaru

~G =
2π

a

(
k̃, l̃
)T

, (3.79)

kde zlomkový předfaktor vyruš́ı odpov́ıdaj́ıćı zlomek v podmı́nce periodičnosti (3.78).

O č́ıslech k̃ a l̃ lze rovněž učinit předpoklady: l̃ = 2√
3
(l+ l0), k̃ = k, k, l ∈ Z, neboť takto

se eliminuje i odmocnina, která je jinak překážkou celoč́ıselnosti celého výrazu, a l0 je

zavedeno pro eliminaci neceloč́ıselného členu z prvńıho součinu. Vycháźı

Kk +
1

2
Lk + Ll + Ll0 ∈ Z, (3.80)

odkud snadno plyne, že l0 = −1
2k a podmı́nka periodičnosti má stejný tvar Kk+Ll ∈ Z

jako u čtvercově symetrické funkce. Je tedy

~G =
2π

a

(
k,

2√
3

(
l − 1

2
k

))T

=
2π

a
· 2
√

3

3

(√
3

2
k, l − 1

2
k

)T

=

=
2π

a

2
√

3

3

k(√3

2
,−1

2

)T

+ l (0, 1)T

 , (3.81)

což je množina stejných reciprokých vektor̊u jako zasubstituovaná výše po transformaci

funkce se čtvercovou symetríı, a Ma je pak identické množině źıskané podle krystalo-

grafické definice.

Podmı́nku (3.77) neboli

(∀K,L ∈ Z2)(∃N ∈ Z) :
a

2π
~G · (K~eK + L~eL) = 2πN (3.82)

lze chápat jako soustavu rovnic př́ımek17 v (reciproké) roviněGx-Gy
18, které jdou rozdělit

do navzájem rovnoběžných tř́ıd podle dvojic parametr̊u K a L – nechť jsou nazvány K-L

17obecněji nadrovin
18např. ve vztau (3.28) se striktně rozlǐsuje proměnná reciprokého prostotu Λ a jej́ı podmnožina Ma

bod̊u reciproké mř́ıže, zde je ponecháno jen jedno značeńı
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tř́ıdy; v rámci dané K-L tř́ıdy jsou př́ımky indexovány č́ıslem N . Reciprokou množinou

je pak v tomto výkladu taková množina bod̊u, že každým z nich procháźı z každé K-L

tř́ıdy alespoň jedna př́ımka. Pro L 6= 0 je směrnicový tvar těchto př́ımek

Gy = −2
√

3

3
·
(
K

L
+

1

2

)
Gx +

2
√

3

3
· 2π

La
N, (3.83)

zat́ımco pro L = 0,K 6= 0 jsou př́ımky dány jako

Gx =
2π

Ka
N,N ∈ Z, (3.84)

tedy soustavu př́ımky rovnoběžné se (svislou) osou Gy a navzájem vzdálených o 2π
Ka ;

př́ıpad K = L = 0 je degenerovaný, vyhov́ı mu každý bod roviny. Protože každá

K-L tř́ıda procháźı bodem (0, 0)T recirpokého prostoru s parametrem N = 0 a k ńı

nejbližš́ı př́ımky maj́ı parametr N = ±1 (kromě degenerovaného př́ıpadu zmı́něného

výše), je podle vztahu pro vzdálenost mezi bodem a př́ımkou vzdálenost mezi sousedńımi

př́ımkami v K-L tř́ıdě rovna

2π
a√

K2 +KL+ L2
; (3.85)

výraz pod odmocninou je vždy nezáporný.

Ať už je reciproká mř́ıž nalezena z definice, nebo zkonstruována př́ımo z požadavk̊u

kladených na funkce, které s ńı souviśı přes Fourier̊uv rozvoj, vždy vycháźı, že je co

do hlavńıch směr̊u symetrie oproti př́ımé pootočená o π
2 . Přirozeně je toto natočeńı

nejsugestivněǰśı v geometrické metodě.

Reciprokou množinu by bylo možné určit i jako Fourier̊uv obraz mř́ıže př́ımé, tj.

nekonečného Diracova hřebenu, v této práci bude tato operace provedena jen pro konečný

Dirac̊uv hřeben reprezentuj́ıćı právě cluster rydbergovské hmoty.

Lze uzavř́ıt, že transformace (3.64) vede ke správné reciproké množině a-periodických

funkćı s hexagonálńı symetríı.

3.6 Modelová funkce pro a-periodické funkce hexagonálńı

symetrie

Transformace (3.72) čtvercově symetrické funkce na hexagonálně symetrickou byla prove-

dena na exponenciálńım rozkladu a-periodické funkce. V souladu s rozborem sudých

funkćı jedné proměnné a v inspiraci s modelovou funkćı (3.19) lze ale očekávat, že
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čtvercově symetrické funkce bude možné mı́sto do exponenciel rozložit ”kosinovo-kosi-

nově”. Zobecněńım (3.15a) do dvou rozměr̊u a pro danou symetrii by mohlo být

n(~r) =
∑
~G∈Ma

C̃ ~G cos ~G~r =
∑
k,l∈Z2

C̃k,l cos
(
k ~G1 + l ~G2

)
~r, (3.86)

zat́ımco ze čtvercové modelové funkce (3.58) a jej́ıho rozkladu lze očekávat rozklad typu

n(~r) =
∑
k,l∈Z2

C̃k,l cos k ~G1~r cos l ~G2~r. (3.87)

Je zaj́ımavé, že d́ıky součtovým vzorc̊um (3.16a) a (3.16b) plat́ı mezi oběma vyjádřeńımi

rovnost:

∑
~G∈Ma

C̃ ~G cos ~G~r =
∑
k,l∈Z2

C̃kl cos
2π (kx+ ly)

a
= 2

∑
k,l∈Z2

C̃kl
2

cos
2π (kx+ ly)

a
=

=
∑
k,l∈Z2

C̃kl
2

cos
2π (kx+ ly)

a
+
∑
k,l∈Z2

C̃kl
2

cos
2π (kx− ly)

a
=

=
∑
k,l∈Z2

C̃kl ·
1

2

(
cos

2π (kx+ ly)

a
+ cos

2π (kx− ly)

a

)
=

=
∑
k,l∈Z2

C̃kl cos
2πkx

a
cos

2πly

a
=

∑
~G(=k ~G1+l ~G2)∈Ma

C̃ ~G cos k ~G1~r cos l ~G2~r (3.88)

Toto lze algebraicky považovat za analog vztahu ei
2π(k~ex+l~ey)~r

a = ei
2πkx
a ei

2πly
a . V úpravách

byla využita souměrnost množiny Z2 v̊uči změně znaménka u jedné ze složek a také

souměrnosti koeficient̊u: C̃kl = C̃k,−l.

Pokud se aplikuje transformace (3.64) na modelovou funkci (3.58) čtvercové symetrie,

vycháźı

n(x, y) =

cos
π
(
x−

√
3

3 y
)

a

2(
cos

π · 2
√

3
3 y

a

)2

=

=

cos
π · 2

√
3

3

(√
3

2 ,−
1
2

)
(x, y)T

a

2(
cos

π · 2
√

3
3 (0, 1) (x, y)T

a

)2

=
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=

(
cos

~G1

2
· ~r

)2(
cos

~G2

2
· ~r

)2

, (3.89)

kde vektory ~G1 a ~G2 byly převzaty z reciproké množiny Ma
19. Už vizuálně zaujme,

že výraz explicitně neobsahuje třet́ı význačný směr hexagonálńı symetrie – např. ~G =

−~G1 − ~G2 – a tento varovný dojem potvrzuje i analýza źıskané funkce – je sice a-

periodická ve všech hlavńıch směrech, ale ne ve všech stejně. Funkce je ilustrována

na Obr. 3.4.

Obr. 3.4: Funkce n(~r) =
(

cos
~G1
2 · ~r

)2 (
cos

~G2
2 · ~r

)2
. Je daná stejnou transformaćı (3.64),

která z čtvercové mř́ıže (nebo Diracova hřebenu) vytvoř́ı hexagonálńı, ale výsledkem

neńı funkce hexagonálně symetrická, protože kv̊uli zjevnému ”zkoseńı” neńı invariantńı

k pootočeńı o úhel π3 . Vlevo nahoře je obecný perspektivńı pohled, po směru hodinových

ručiček pak náhled nad počátkem a symbolické znázorněńı pomoćı poloh maxim/uzl̊u

Diracova hřebenu s hexagonálńı symetríı. Barevné grafy jsou nad oblast́ı 〈−2a,+2a〉 ×
〈−2a,+2a〉 definičńıho oboru a byly vytvořeny v aplikaci Academo [23].

Tato funkce tedy neńı uspokojivým modelem, protože definici a-periodické hexagonálně

symetrické funkce nevyhovuje (neńı invariantńı v̊uči rotaci o úhel π
3 ). Že transformace

právě takto dopadne, mohlo být zřejmé už ze zamyšleńı nad čtvercově symetrickým

vzorem transformace, který by musel mı́t velmi speciálńı pr̊uběh, jednak těžko odhad-

19modelová funkce je podle vzoru (3.19) natolik jednoduchá, že se zde samozřejmě přes Ma nesč́ıtá
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nutelný a jednak určitě nesymetrický v̊uči otočeńı o π
2 , na rozd́ıl od (3.58). Zkoseńı

funkce je do třet́ıho, explicitně nezahrnutého směru, nab́ıźı se tedy funkci opravit na

n(~r) =

(
cos

~G1

2
· ~r

)2(
cos

~G2

2
· ~r

)2(
cos
−~G1 − ~G2

2
· ~r

)2

, (3.90)

tedy funkci zesymetrizovat v̊uči všem těmto třem směr̊um. Výsledek (na Obr. 3.5)

vizuálně uspokojivý je; že se jedná o a-periodickou hexagonálně symetrickou funkci,

ukáže analýza v následuj́ıćı sekci.

Obr. 3.5: Funkce n(~r) =
(

cos
~G1
2 · ~r

)2 (
cos

~G2
2 · ~r

)2 (
cos −

~G1− ~G2
2 · ~r

)2
jakožto plná

symetrizace funkce (3.89) v̊uči směr̊um hexagonálńı symetrie; definici a-periodické

hexagonálńı symetrie vyhovuje, o čemž se dá přesvědčit i výpočtem. Vlevo nahoře

je obecný perspektivńı pohled, po směru hodinových ručiček pak náhled nad počátkem

a symbolické znázorněńı pomoćı poloh maxim/uzl̊u Diracova hřebenu s hexagonálńı

symetríı. Barevné grafy jsou nad oblast́ı 〈−2a,+2a〉 × 〈−2a,+2a〉 definičńıho oboru

a byly vytvořeny v aplikaci Academo [23].

3.7 Fourier̊uv rozklad modelové funkce

Je d̊uležité, že byly argumenty zvoleny tak, aby jejich součit dal nulu – to záhy umožńı

funkci rozložit do součinu tř́ı kosin̊u cos
~G1
2 ~r cos

~G2
2 ~r cos −

~G1− ~G2
2 ~r a zároveň zd̊uvodńı,

proč rozklad tohoto typu v př́ıpadě exponenciel nevede ke správnému výsledku, protože
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ei
~G1
2
~rei

~G1
2
~rei
−~G1−~G2

2
~r = e0 = 1. Rovnost mezi (3.86) a (3.87) plat́ı pro součin dvou

kosin̊u, zat́ımco Πje
iωj = ei

∑
j ωj pro libovolný počet exponenciel. Součin tř́ı kosin̊u

obecně jednoduchý rozklad mı́t nemuśı, v tomto př́ıpadě se ale vyplat́ı výše uvedená

volba – plat́ı totž identita

4 cos
A+B

2
cos

B + C

2
cos

C +A

2
= cosA+ cosB + cosC + cos(A+B + C). (3.91)

Protože lze volit A, B, C ve smyslu směr̊u hexagonálńı symetrie tak, aby A+B+C = 0

(např. zmı́něná trojice
~G1
2 ~r,

~G2
2 ~r a −

~G1− ~G2
2 ~r), je uvedená identita poj́ıtkem mezi součtem

a součinem tř́ı kosin̊u, což je vzhledem k jinak obecně platným (3.16a) a (3.16b) velmi

neobvyklé a jedná se o speciálńı vlastnost právě hexagonálńı symetrie.

Trojice
~G1
2 ~r,

~G2
2 ~r a −

~G1− ~G2
2 ~r neńı spojená pouze t́ım, že dá v součtu nulu, ale také

t́ım, že prvńı složky skalárńıch součin̊u v argumentech jsou v̊uči sobě pootočeny o 2π
3 .

Pokud se označ́ı R(3) matice (aktivńı) rotace o úhel 2π
3 v rovině např. proti směru

hodinových ručiček20, bude

~G1

2
= R(3)

(
−~G1 − ~G2

2

)
= R2

(3)

(
~G2

2

)
= R2

(3)

(
~G1

2

)
(3.92)

a také

cos

(
~G1

2
~r

)
cos

(
~G2

2
~r

)
cos

(
−~G1 − ~G2

2
~r

)
=

= cos

(
~G1

2
~r

)
cosR(3)

(
~G1

2
~r

)
cosR2

(3)

(
~G1

2
~r

)
. (3.93)

Pro druhou uvedenou rovnost je vhodné zavést zkrácený zápis: Pro každou trojici vek-

tor̊u ~GA, ~GB a ~GC splňuj́ıćı ~GA + ~GB + ~GC = 0 a ~GA = R(3)
~GC = R2

(3)
~GB = R2

(3)
~GA

nechť

cos(3)

(
~r; ~GA

)
≡ cos

(
~GA · ~r

)
cos
(
~GB · ~r

)
cos
(
~GC · ~r

)
=

= cos
(
~GA · ~r

)
cos
(
R(3)

(
~GA

)
· ~r
)

cos
(
R2

(3)

(
~GA

)
· ~r
)
. (3.94)

20pak konkrétně bude R(3) =

(
− 1

2
−
√

3
2

+
√

3
2

− 1
2

)
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Protože je cos
(
−~GA · ~r

)
= cos

(
~GA · ~r

)
, je z druhého řádku (3.94) zřejmé, že součin tř́ı

kosin̊u za podmı́nek předcházej́ıćı definici je vždy možné zkrátit na cos(3)

(
~r; ~GA

)
tak,

že je ~GA vždy z pevně daného (ale libovolného) sextantu roviny (popř. jeho hranice)21.

Tento sextant lze definovat jako jakousi šestinu reciproké mř́ıže např. takto:

M (6)
a ≡

{
~0
}
∪

~G =
2π

a
· 2
√

3

3

k(√3

2
,−1

2

)T

+ l (0, 1)T

 |k > 0, l ≤ 0

 (3.95)

T́ım je (až na ~G = 0) z roviny mř́ıže rozdělené podle směr̊u ~G1, ~G2 a −~G1 − ~G2 vyňata

právě šestina (jen s jednou hranićı).

Možnost zavedeńı značeńı cos(3)

(
~r; ~G

)
a M

(6)
a společně s algebraickým tvarem mode-

lové funkce (3.90) vede k vysloveńı následuj́ıćı hypotézy22:

• Každá a-periodická funkce s hexagonálńı symetríı lze rozložit do Fourierovy řady

jako

n(~r) =
∑

~G∈M(6)
a

C̃ ~G cos(3)

(
~r;
~G

2

)
(3.96)

Tato hypotéza v této práci nebude dokazována, ale jej́ı platnost bude demonstrována

př́ımým odvozeńım na dvojici funkćı – na modelové funkci (3.90) a na konečném Diracově

hřebenu s hexagonálńı symetríı.

Rozklad modelové funkce (3.90) s pomoćı identity (3.91) a vzorc̊u (3.16) neńı složitý:

21až na ~GA = 0, který se buď může vyčlenit zvlášť mimo děleńı do sextant̊u nebo naopak zařadit

do všech
22hypotéza se zabývá jen algebraickým tvarem rozkladu, nikoliv např́ıklad podmı́nkami konvergence

93



n(~r) =

(
cos

~G1 · ~r
2

)2(
cos

~G2 · ~r
2

)2
cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r

2

2

=

=
1

2

(
1 + cos ~G1 · ~r

) 1

2

(
1 + cos ~G2 · ~r

) 1

2

(
1 + cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r
)

=

=
1

8

[
1 + cos ~G1 · ~r cos ~G2 · ~r cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r

+ cos ~G1 · ~r + cos ~G2 · ~r + cos
(
−~G1 − ~G2

)
· ~r+

+ cos ~G1 · ~r cos ~G2 · ~r + cos ~G1 · ~r cos
(
−~G1 − ~G2

)
· ~r + cos ~G2 · ~r cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r
]

=

=
1

8

[
1 + cos ~G1 · ~r cos ~G2 · ~r cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r

+4 cos
~G1

2
~r cos

~G2

2
~r cos

−~G1 − ~G2

2
~r − 1+

+ cos ~G1 · ~r cos ~G2 · ~r + cos ~G1 · ~r cos
(
−~G1 − ~G2

)
· ~r + cos ~G2 · ~r cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r
]

=

=
1

8

[
cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+ 4 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

1

2

(
cos
(
~G1 + ~G2

)
~r + cos

(
~G1 − ~G2

)
~r
)

+

+
1

2

(
cos ~G2~r + cos

(
2~G1 + ~G2

)
~r
)

+
1

2

(
cos ~G1~r + cos

(
~G1 + 2~G2

)
~r
)]

=

=
1

8

[
cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+ 4 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

+
1

2

(
cos ~G1~r + cos ~G2~r + cos

(
−~G1 − ~G2

)
~r
)

+

+
1

2

(
cos
(
~G1 − ~G2

)
~r + cos

(
~G1 + 2~G2

)
~r + cos

(
−2~G1 − ~G2

)
~r
)]

=
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.

=
1

8

[
cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+ 4 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

+
1

2
· 4 cos

~G1

2
~r cos

~G2

2
~r cos

−~G1 − ~G2

2
~r − 1

2
+

+
1

2
· 4 cos

~G1 − ~G2

2
~r cos

~G1 + 2~G2

2
~r cos

−2~G1 − ~G2

2
~r − 1

2

]
=

.

=
1

8

[
−1 + cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+ 4 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

+2 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+ 2 cos(3)

(
~r;
~G1 − ~G2

2

)]
=

=
1

8

[
−1 + cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+ 6 cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+ 2 cos(3)

(
~r;
~G1 − ~G2

2

)]
=

= −1

8
+

3

4
cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

1

8
cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+

1

4
cos(3)

(
~r;
~G1 − ~G2

2

)
(3.97),

neboli

n(~r) =
∑

~G∈M(6)
a

C ~G=k ~G1+l ~G2
cos(3)

(
~r;
~G

2

)
,

C0· ~G1+0· ~G2
= −1

8
, C1· ~G1+0· ~G2

=
3

4
,

C2· ~G1+0· ~G2
=

1

8
, C1· ~G1+(−1)· ~G2

=
1

4
; jinak 0 (3.98)

Ještě by mělo být ověřeno, že je (3.90) opravdu a-periodická hexagonálně symetrická

funkce. Řez funkce př́ımkou y = −
√

3x, tj. podél jednoho ze směr̊u symetrie, je funkce

jedné proměnné p, dosad́ı-li se x = 1
2p, y = −

√
3

2 p,
~G1 =

(√
3

2 ,−
1
2

)T
a ~G2 = (0, 1)T:
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n(p) = n(x, y)y=
√

3x =
(

cos
π

a
p
)2 (

cos
π

a
(−p)

)2
(cos 0)2 =

=
(

cos
π

a
p
)4

=
3

8
+

1

2
cos

2πp

a
+

1

8
cos

4πp

a
. (3.99)

To a-periodická (a sudá) funkce jedné proměnné rozhodně je. Invariantnost v̊uči rotaci

o π
3 je zřejmá z konstrukce cos(3)

(
~r; ~G

)
pomoćı matice R a z toho, že je funkce kosinus

sudá.

3.8 Velikost clusteru a počet uzl̊u v něm

V kapitole věnuj́ıćı se rešerši o rydbergovské hmotě byla jmenována hlavńı posloupnost

magických č́ısel, tj. počtu uzl̊u v clusterech tvaru pravidelných a úplných šestiúhelńık̊u,

jako 7, 19, 37, 61, 91, čemuž odpov́ıdá formule

#V = 3V 2 + 3V + 1; (3.100)

ta bude nyńı odvozena několika zp̊usoby. Symbol V parametrizuje velikost clusteru podle

počtu šestiúhelńık̊u obklopuj́ıćıch centrálńı uzel – počet uzl̊u na př́ımce podél jednoho

z hlavńıch směr̊u symetrie pak bude 2V + 1, maximálńı š́ı̌rka 2V a a velikost hrany V a.

• Počet uzl̊u v clusteru lze určit např́ıklad sč́ıtáńım př́ımo přes šestiúhelńıky, tj.

k jedinému středovému uzlu se přič́ıtaj́ı vždy násobky šesti. Je tedy:

#V = 1 +

V∑
v=1

6v = 1 + 6

V∑
v=1

v = 1 + 6 · 1

2
V (1 + V ) = 3V 2 + 3V + 1 (3.101)

• Sč́ıtat lze ale i ”po řádćıch”, tj. podél jednoho z hlavńıch směr̊u – uprostřed

clusteru je řada 2V + 1 uzl̊u a na obě strany jich pak aritmetickou řadou ubývá až

po V + 1. Vycháźı:

#V = 2V + 1 + 2
2V∑

v=V+1

v

(
= 2

2V+1∑
v=V+1

v − (2V + 1)

)
= 3V 2 + 3V + 1 (3.102)

Uskupeńı sč́ıtanc̊u je znázorněno na Obr. 3.6.
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Obr. 3.6: Symbolické znázorněńı sč́ıtanc̊u při sč́ıtáńı uzl̊u ”po řádćıch”. Největš́ı

(prostředńı) skupina má 2V + 1 uzl̊u, dvě nejmenš́ı (krajńı) pak V + 1.

• Při sč́ıtáńı ”po sloupćıch” (kolmo v̊uči jednomu z hlavńıch směr̊u) stač́ı seč́ıst počty

uzl̊u ve dvou čtvercových a dvou trojúhelńıkovitých uspořádáńıch:

#V = (V + 1)2 + V 2 + 2

V∑
v=1

v = 3V 2 + 3V + 1 (3.103)

• A konečně lze vysč́ıtávat přes K a L, tedy indexy bod̊u mř́ıžky př́ımého pros-

toru. Pot́ıž́ı je, že meze nejsou konstantńı (jak by tomu bylo např́ıklad u čtvercové

mř́ıžky), protože se okraj clusteru lomı́ a jeho šest vrchol̊u prot́ınaj́ı směry K = 0

a L = 0 jen na čtyřech mı́stech. Vystihnout toto matematicky však neńı obt́ıžné,

použij́ı-li se vhodné lomené čáry – nechť je souřadnice K nezávislá, tj. prob́ıhá

množinu {−V, ...+ V } a dolńı a horńı hranici je označena jako Ldown a Lup. Hranice

maj́ı v řeči K a L jednoduché matematické vyjádřeńı pomoćı absultńıch hodnot:

Lup = −1

2
K + V −

∣∣∣∣12K
∣∣∣∣ (3.104a)

Ldown = −1

2
K − V +

∣∣∣∣12K
∣∣∣∣ (3.104b)
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Dı́ky tomu konečně

#V =
+V∑

K=−V

− 1
2
K+V−| 12K|∑

L=− 1
2
K−V+| 12K|

1 =
+V∑

K=−V
(2V + 1− |K|) =

=
−1∑

K=−V
(2V + 1 +K) +

+V∑
K=0

(2V + 1−K) =

= (2V + 1)V +
1

2
V (−V − 1) + (2V + 1)(V + 1)− 1

2
V (V + 1) =

= (2V + 1)2 − 2
1

2
V (V + 1) = 4V 2 + 4V + 1− V 2 − V = 3V 2 + 3V + 1, (3.105)

č́ımž je výsledek opět potvrzen. Př́ısně vzato se jedná o sč́ıtáńı ”po řádćıch” jiným

zp̊usobem, konkrétně pomoćı povolených hodnot K a L pro dané V .

3.9 Indexováńı (nad)rovin

V rozkladu a-periodických funkćı hexagonálńı symetrie se vždy vyskytuj́ı ~G a ~r ve skalár-

ńıch součinech, jsou tedy záměnné; a stejně jako k danému bodu př́ımé mř́ıže byla

nalezena tř́ıda př́ımek/nadrovin v reciprokém prostoru (3.82), dá se pro každý bod

množiny Ma naj́ıt tř́ıda navzájem rovnoběžných př́ımek/nadrovin v př́ımém prostoru.

Protože z podmı́nek periodicity (3.75) muśı

1

a
· 2
√

3

3
·

(√
3

3
k, l − 1

2
k

)
· (x, y)T =

1

2π
~G · ~r = kK + lL ∈ N, (3.106)

je rovnice každé z př́ımek daných zvoleným ~G dána jako

kx+
2
√

3

3

(
l − 1

2
k

)
y = Na,N ∈ Z. (3.107)

Pro dané ~G ∈ Ma, tj. pro daná k a l, je ~G = 2π
a ·

2
√

3
3

(√
3

2 k, l −
1
2k
)T

normálovým

vektorem př́ımek a ty jsou navzájem odlǐseny pouze posunem daným N ∈ Z – př́ımka

s N = 0 procháźı počátkem a dvě k ńı nejbližš́ı maj́ı N = ±1. Vektoru ~G = 0 odpov́ıdá

degenerovaná tř́ıda (podmı́nce (3.107) vyhov́ı každý bod roviny). A konečně vektory ~G

a w~G generuj́ı navzájem rovnoběžné tř́ıdy př́ımek.
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Př́ımky s daným k a l a s n = ±1 jsou od počátku, a tedy i od sousedńı př́ımky své

tř́ıdy, vzdáleny o

d ~G = dk,l ≡

√
3

2 a√
k2 − kl + l2

, (3.108)

což je tedy označeńı pro vzájemnou vzdálenost (sousedńıch) př́ımek v rámci dané tř́ıdy23.

Výraz pod odmocninou je pro nenulová k a l vždy kladný.

V krystalografii se k indexováńı tř́ıd (nad)rovin použ́ıvá tzv. Millerových index̊u;

protože jsou ale clustery rydbergovské hmoty ”velmi konečné”, nab́ızej́ı se jiné parametri-

zace:

• Prvńı může být pro daná k a l souřadnice takového bodu na př́ımce procházej́ıćı

počátkem, který je k počátku nejbĺıže. Protože př́ımce odpov́ıdaj́ıćı počátkem

odpov́ıdá N = 0, vyplývá podle (3.106), že k, l a K, L jsou v relaci

kK + lL = 0, (3.109)

odkud vyplývá, že uvedeným bodem bude

~R = a

 l

Dk,l
(1, 0)T − k

Dk,l

(
1

2
,

√
3

2

)T
 , (3.110)

kde Dk,l je největš́ı společný dělitel č́ısel |k| a |l|, pokud jsou obě nenulová, a pro

jedno z č́ısel rovných nule je dodefinován jakoDk,l = max {|k|, |l|}; př́ıpad k = l = 0

se samozřejmě nevyšetřuje.

• Druhou možnost́ı je určit tu př́ımku z dané tř́ıdy, která je od počátku nejdále, ale

stále prot́ıná cluster – zřejmě se tak bude d́ıt v některém z vrchol̊u. Ty (uspořádány

proti směru hodinových ručiček) v řeči K a L jsou:

(1) K = V,L = 0 (4) K = −V,L = 0

(2) K = 0, L = V (5) K = 0, L = −V
(3) K = −V,L = V (6) K = V,L = −V

Každá př́ımka může protnout maximálně dva z těchto vrchol̊u. Z d̊uvodu symetrie

clusteru se stač́ı omezit např. na jej́ı část jeho okraje {K,L|K ∈ {−V, ...,+V } ,
23rozd́ıl oproti reciproké mř́ıži, kdy je ve jmenovateli u smı́̌seného členu opačné znaménko, je dán jiným

úhlem, který sv́ıraj́ı bazické vektory
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L = Ldown = −1
2K − V + 1

2 |K|
}

, který obsahuje tři vrcholy clusteru (−V a, 0)T,(
−1

2V a,−
√

3
2 V a

)T
a
(

1
2aV,−

√
3

2 V a
)T

. Daný ~G = k ~G1+l ~G2 generuje tř́ıdu př́ımek

ve tvaru

√
3kx+ (2l − k)y + c = 0, (3.112)

kde c se samozřejmě dá zjistit dosazeńım souřadnic konkrétńıho bodu v př́ımém

prostoru, kterým př́ımka procháźı. Pokud se toto provede pro tři výše uvedené

vrcholy, vycháźı

√
3kx+ (2l − k)y +

√
3kV a = 0 (3.113a)

√
3kx+ (2l − k)y +

√
3lV a = 0 (3.113b)

√
3kx+ (2l − k)y +

√
3(l − k)V a = 0 (3.113c)

a definuje-li se

v ≡ max {|k|, |l|, |k − l|} , (3.114)

jsou př́ımkami24 nejdále od středu a přitom ještě cluster prot́ınaj́ıćı v některém

z vrchol̊u

√
3kx+ (2l − k)y ±

√
3vV a = 0. (3.115)

Vzdálenost obou z nich k počátku je

√
3

2
vV a√

k2−kl+l2 , čehož dvojnásobek

D ~G = Dk,l =

√
3vV a√

k2 − kl + l2
(3.116)

je vlastně š́ı̌rka clusteru v daném směru. Počet př́ımek dané tř́ıdy podle ~G, které

plochu clusteru mezi jeho okrajovými vrcholy protnou, pak tedy je

η
(V )
k,l =

Dk,l

dk,l
+ 1 =

√
3vV a√

k2−kl+l2
√

3
2√

k2−kl+l2

+ 1 = 2vk,lV + 1 (3.117)

24jsou určitě dvě vzhledem k symetrii clusteru
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Posledńı výsledek vyhovuje předpoklad̊um, že pro nejmenš́ı cluster by měl vycházet

roven třem, že by se mělo vždy jednat o liché č́ıslo a že s α-násobným clusterem,

resp. reciprokým vektorem by měl škálovat jako
η

(αV )
k,l −1

η
(V )
k,l −1

= α., resp.
η

(V )
αk,αl−1

η
(V )
k,l −1

= α.

Vektory ~G a n~G generuj́ı navzájem rovnoběžné tř́ıdy př́ımek, ale druhá jmenovaná

bude mı́t vzájemnou vzdálenost mezi nimi n-krát menš́ı. Nejmenš́ı z těchto vektor̊u

generuje tř́ıdu př́ımek o největš́ıch vzájemných vzdálenostech d; ostatńı tř́ıdy pak v̊uči

této maj́ı vzdálenosti mezi sousedńımi př́ımkami d
n . V braggovském pohledu je reflexe

prvńıho řádu na těchto rovinách ekvivalentńı reflexi vyšš́ıho (n-tého) řádu na základńıch

– Braggova podmı́nka konstruktivńı interference 2d sinα = nλ se pouhým přeuspořá-

dáńım na 2 dn sinα = λ dá snadno interpretovat jako reflexe na subrovinách o vzájemných

vzdálenostech d
n . Prvńı pohled je v krystalografii obvykleǰśı a tento text se ho přidrž́ı.

3.10 Omezeńı na vlnové délky

Je-li tedy vzájemná vzdálenost př́ımek/nadrovin v dané tř́ıdě dk,l = d
n

25, pak jsou vlnové

délky dopadaj́ıćıho zářeńı, které mohou dát vzniknout interferenčńımu obrazci, zřejmě

omezeny podmı́nkou |sinα| ≤ 1. To podle (3.108) implikuje

1 ≥ |sinα| = λ

2 dn
=

λ

2dk,l
=

λ

2

√
3

3
a√

k2−kl+l2

, (3.118)

odkud

√
k2 − kl + l2 ≤

√
3
a

λ
(3.119)

pro danou vlnovou délku; nebo pro daná k a l také

λ ≤
√

3a√
k2 − kl + l2

. (3.120)

Umocněńım na druhou vycháźı

k2 − kl + l2 ≤ 3
a2

λ2
, (3.121)

což je kvadratická nerovnice; pro daná a a λ lze zvolit k jako neznámou a l jako parametr

– podmı́nka přes diskriminant

25k daným př́ımkám/nadrovinám je ~Gk,l kolmý
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D = (−l)2 − 4

(
l2 − 3

a2

λ2

)
= 3

((
2a

λ

)2

− l2
)
≥ 0 (3.122)

urč́ı omezeńı na l a v závislosti na l lze pak z nerovnice vyjádřit i omezeńı na k. Celkově:

−2a

λ
≤ l ≤ +

2a

λ
(3.123a)

+
l

2
−
√

3

2
·

√(
2a

λ

)2

− l2 ≤ k ≤ +
l

2
−
√

3

2
·

√(
2a

λ

)2

− l2 (3.123b)

Nápadná nesymetrie množiny povolených k a l je dána t́ım, že jsou tyto odeč́ıtány

ve směrech ~G1 a ~G2, z nichž je druhý jmenovaný je rovnoběžný s kartézskou osou. Je

poučné uvést pro srovnáńı podobnou konstrukci (l nezávislé, k závislé na l) pro mř́ıžku

čtvercové symetrie, kde

−a
λ
≤ l ≤ +

a

λ
, (3.124a)

−
√
a2

λ2
− l2 ≤ k ≤ +

√
a2

λ2
− l2. (3.124b)

Podle (3.120) je maximálńı vlnová délka, pro kterou teoreticky ještě může doj́ıt

k netriviálńı difrakci, λmax =
√

3a (např. pro k = 1 a l = 0). Je nesmı́rně d̊uležitým

zjǐstěńım, že př́ıpadný difrakčńı obrazec by mohl vznikat i pro jinou část elektromag-

netického spektra než rentgenové zářeńı, jak je v krystalografii jinak běžné – pravidelné

uspořádáńı cluster̊u má mř́ıžkovou konstantu úměrnou kvadrátu kvantového č́ısla a pro ty-

pických n = 80 je podle (1.2) λmax ≡ 1.7 µm, což je v infračervené oblasti, a zobrazováńı

vnitřńı struktury by tedy mohlo být př́ıstupné i pro infračervené, viditelné a ultrafialové

zářeńı.

3.11 Multiplicita

Významnou roli hraje v difraktometrii veličina multiplicita m(6), která je definovaná

jako počet navzájem r̊uzných tř́ıd rovin se stejnou mezirovinnou vzdálenost́ı; v př́ıpadě

hexagonálńı symetrie je touto veličinou už odvozené

d(k,l) =

√
3

2 a√
k2 − kl + l2

, (3.125)

které zřejmě pro daný cluster (o neměnné velikosti a neměnné mř́ıžkové konstantě) záviśı

jen na výrazu pod odmocninou ve jmenovateli
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N(k, l) ≡ k2 − kl + l2. (3.126)

Úlohu tedy lze přeformulovat matematicky jako počet r̊uzných kombinaćı k a l, které

daj́ı zvolené č́ıslo N podle výrazu výše. Kromě degenerovaného př́ıpadu k = 0 = l lze

očekávat, že počet možnost́ı pro dané N by měl být násobkem šesti (lze očekávat, že

pro některá N př́ıslušné kombinace k a l nebudou existovat v̊ubec).

Bez hlubš́ı přechoźı analýzy dá N = 1 právě šest k počátku nejbližš́ıch bod̊u reciproké

mř́ıžky – proti směru hodinových ručiček

k = 1, l = 0 (3.127a)

k = 1, l = 1 (3.127b)

k = 0, l = 1 (3.127c)

k = −1, l = 0 (3.127d)

k = −1, l = −1 (3.127e)

k = 0, l = −1 (3.127f)

Jim odpov́ıdaj́ıćı vektory reciproké mř́ıže ~Gk,l jsou spojeny rotaćı o úhel π3 , tedy i dvojice

sousedńıch k a l by měly být spojeny nějakou relaćı – tou je

(k, l)→ (k − l, k). (3.128)

I pro N > 1 existuj́ı podobně spojené šestice. Je-li prvńı dán jako (k, l), pak třet́ı a pátý

jsou (−l, k − l) a (l − k,−k) a tyto tři v součtu po složkách daj́ı (0, 0), což odpov́ıdá

rozkladu (3.96), kde tři vektory v argumentech daj́ı v součtu vektor nulový. T́ım, že

jsou (k, l) uspořádány do šestic, kde jeden opakovanou transformaćı (3.128) vygeneruje

ostatńı, se pro zkoumáńı multiplicit stač́ı omezit na šestinu roviny – např. sextant (3.95)

– a výsledek nalezený v něm násobit šesti.

Multiplicita rovná šesti vycháźı kromě N = 1 i pro N = 3 (v M
(6)
a mu odpov́ıdá

k = 1, l = −1) a N = 4 (k = 2, l = 0), ale např́ıklad pro N = 2 je nulová, protože žádná

kombinace k, l ∈ Z2 vycházej́ıćı rovná dvěma jako výraz k2 − kl + l2 neexistuje.

Prvńı výskyt multiplicity rovné dvanáct nastává pro N = 7, kdy v sextantu k >

0, l ≤ 0 takto vycházej́ı kombinace k = 2, l = −1 a k = 1, l = −2 (v sousedńım segmentu

po směru hodinových ručiček pak k = 3, l = 1 a k = 3, l = 2, které lze źıskat použit́ım

transformace (3.128) na předchoźı dvojici řešeńı, ale nejsou s jej́ı pomoćı převoditelná

navzájem, může se tedy v tomto smyslu hovořit o nezávislých řešeńıch.
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Prvńı výskyt multiplicity vyšš́ı než dvanáct, konkrétně osmnáct, vycháźı pro N = 49

– k = 3, l = −5, k = 5, l = −3, k = 7, l = 0 v M
(6)
a –, kde lze hovořit o třech nezávislých

řešeńıch v každém ze sextant̊u.

Obecně nalezeńı multiplicity vycháźı z řešeńı kvadratické rovnice

k2 − kl + l2 −N2 = 0, (3.129)

která má řešeńı

k± =
1

2

(
l ±
√

4N2 − 3l2
)

; (3.130)

N je pevné a l je parametr. Protože k a l jsou celoč́ıselná, muśı být zjevně celoč́ıselná

i odmocnina, tj. muśı existovat nějaké M ∈ Z+
0 tak, aby

4N2 − 3l2 = M2, (3.131)

odkud

l2 =
4N2 −M2

3
. (3.132)

Protože l2 ≥ 0, muśı M2 ≤ 4N , tedy M ≤
√

4N = 2
√
N ; zároveň je ale M ∈ Z+

0 , takže

M ∈
{

0, ...,
⌊
2
√
N
⌋}

, (3.133)

kde b·c znač́ı dolńı celou část reálného č́ısla.

Algoritmus pro určeńı multiplicity je tedy ekvivalentńı s algoritmem nalezeńı r̊uzných

řešeńı rovnice k2 − kl + l2 = N2 pro pevně zvolené N26 a pro k > 0, l ≤ 0 a funguje

následovně: s daným N je pevně určena i množina M ∈
{

0, ...,
⌊
2
√
N
⌋}

; pro každé toto

M se testuje, je-li výraz 4N2−M2

3 kvadrátem nějakého celého č́ısla a pokud ano, je t́ımto

č́ıslem č́ıslo −l, kterému se pak snadno přǐrad́ı k = 1
2

(
l +
√

4N − 3l2
)

= 1
2(l + M) =

1
2

(
M −

√
4N−M2

3

)
. Neńı třeba testovat, jestli k nevycháźı jako poloč́ıselný zlomek,

protože to by mohlo nastat jen pro l a M s opačnou paritou, a to je vyloučeno relaćı

M2 = 4N − 3l2; také neńı třeba vyšetřovat l = 0 a l > 0 zvlášť; a konečně neńı

třeba testovat, jestli k vycháźı jako kladné č́ıslo, pokud se množina testovaných M zúž́ı

na
{⌊√

N + 1
⌋
, ...
⌊
2
√
N
⌋}

, jak plyne z podmı́nky k = 1
2

(
M −

√
4N−M2

3

)
> 0.

26mezi mezi(nad)rovinnou vzdálenost́ı dk,l a N plat́ı vztah dN =

√
3

2
a√

k2−kl+l2
=

√
3

2
a

N
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I když pro malý cluster nehraj́ı velké multiplicity př́ılǐs roli, existence a prvńı výskyty

(ve smyslu nejnižš́ıho N = Nmin) daných multiplicit je zaj́ımavá sama o sobě. Pokud se

výše popsaný algoritmus nechá provést v poč́ıtači, ukazuje se, že některé multiplicity se

(alespoň do meze N = 100000 testované numericky) nevyskytuj́ı v̊ubec, zat́ımco prvńı

výskyty Nmin jsou faktorizovatelné do magických a polomagických č́ısel:

m(6) = 6 Nmin = 1

m(6) = 12 Nmin = 7

m(6) = 18 Nmin = 49 = 7 · 7
m(6) = 24 Nmin = 91 = 7 · 13

m(6) = 30 nevyskytuj́ı se

m(6) = 36 Nmin = 637 = 7 · 7 · 13

m(6) = 42 nevyskytuj́ı se

m(6) = 48 Nmin = 1729 = 7 · 13 · 19

m(6) = 54 Nmin = 8281 = 7 · 7 · 13 · 13

m(6) = 60 nevyskytuj́ı se

m(6) = 66 nevyskytuj́ı se

m(6) = 72 Nmin = 12103 = 7 · 7 · 13 · 19

m(6) = 78 nevyskytuj́ı se

m(6) = 84 nevyskytuj́ı se

m(6) = 90 nevyskytuj́ı se

m(6) = 96 Nmin = 53599 = 7 · 13 · 19 · 31

3.12 Fourier̊uv obraz konečného Diracova hřebenu s šesti-

četnou symetríı

V jednom rozměru platilo, že Fourier̊uv obraz nekonečného Diracova hřebenu je nekoneč-

ný Dirac̊uv hřeben v reciprokém prostoru (F(
∑

K∈Z δ (x− aK)) = 2π
a

∑
G∈Ma

δ (Λ−G)),

zat́ımco Fourier̊uv obraz konečného Diracova hřebenu má za obraz nekonečnou 2π
a -

periodickou funkci lokalizovanou kolem bod̊u reciproké množiny t́ım ostřeji, č́ım větš́ı

oblast v př́ımém prostoru konečný Dirac̊uv hřeben zab́ırá.

O konečném, hexagonálně-symetrickém Diracově hřebenu ve dvou rozměrech, konkrét-

ně sadě delta funkćı rozmı́stěných v uzlech př́ımého prostoru clusteru rydbergovské

hmoty
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D̃
(6)
V (~r) =

∑
K,L∈M̃⊂Z2

δ (~r − a (K~eK + L~eL)) (3.134)

lze mı́t podobná očekáváńı27; V znač́ı velikost uvažovaného Diracova hřebenu, ať konečné-

ho (cluster), nebo nekonečného. Protože vzorem je a-periodická funkce s hexagonálńı

symetríı, nenulová jen v uzlech př́ımé mř́ıže ~rK,L, měla by obrazem být 2π
a -periodická

hexagonálně symetrická funkce (jen pootočená oproti př́ımé mř́ıži) v (reciproké) proměn-

né ~Λ a s maximy v uzlech reciproké mř́ıže ~Gk,l. Byla vyslovena hypotéza, že Fourier̊uv

roz-klad takové funkce bude možný do součin̊u tř́ı kosin̊u se speciálńı vazbou mezi ar-

gumenty. Formulace této hypotézy byla pro hexagonálně symetrické funkce v př́ımém

prostoru, F
[
D̃

(6)
V (~r)

]
ale bude funkce reciproké proměnné ~Λ. Protože jsou ale př́ımá

a reciproká souřadnice matematicky záměnné, stač́ı hypotézu přeformulovat: Každá 2π
a -

periodická funkce s hexagonálńı symetríı lze rozložit do Fourierovy řady jako

n
(
~Λ
)

=
∑

~R∈M̃(6)
a

C̃~r cos(3)

(
~Λ;

~R

2

)
, (3.135)

kde je

M̃ (6)
a ≡

{
~0
}
∪
{
~R = K~eK + L~eL|K > 0, L ≥ 0

}
, (3.136)

tedy sextant př́ımé mř́ıže, popř. nějaká jeho podmnožina pro cluster o konečné ve-

likosti; vymezeńı sextantu respektuje, že na rozd́ıl od reciprokého prostoru sv́ıraj́ı směry

odpov́ıdaj́ıćım celým č́ısl̊um (zde K a L) úhel π
3 . Je tedy třeba i nahradit transformaci

(3.128), která po směru hodinových ručiček doplńı odpov́ıdaj́ıćıch pět vrchol̊u z ostatńıch

sextant̊u, konkrétně za

(K,L)→ (−L,K + L). (3.137)

Protože je Fourierova transformace lineárńı (F [f1+f2] = F [f1]+F [f2]), může výpočet

zjednodušit vhodné uspořádáńı sč́ıtanc̊u. Např́ıklad pro Dirac̊uv hřeben clusteru o ve-

likosti V = 2 je možné nejprve určit Fourier̊uv obraz Diracova hřebenu menš́ıho clusteru s

V = 1 a následně přič́ıst Fourier̊uv obraz doplňku, tedy uzl̊u, které má větš́ı cluster nav́ıc.

Tento postup lze zobecnit – ke středńımu uzlu přidávat po šestiúhelńıćıch podle velikosti

(nejprve o šesti uzlech, pak dvanácti, osmnácti apod. – stejně jako v prvńı možnosti

27zp̊usoby, jak zvolit M̃ , aby vznikl pravidelný šestiúhelńıkový cluster, byly probrány v sekci 3.8; jak

bude zřejmé, rozbor bude použitelný i pro cluster tvaru neúplného šestiúhelńık̊u, např. s 55 uzly (což je

polomagické č́ıslo)
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sč́ıtáńı uzl̊u v sekci o počtu uzl̊u v clusteru) a v rámci každého z těchto šestiúhelńıku

uzly uspořádat do šestic spojených transformaćı (3.137).

Pro nejmenš́ı cluster (V = 1) je

M̃a =
{
~R = K~eK + L~eL| (K,L) =

= (0, 0), (1, 0), (0, 1), (−1, 1), (−1, 0), (0,−1), (1,−1)} (3.138)

a jeho Fourier̊uv obraz potom tedy:

F
[
D̃

(6)
1 (~r)

]
(~ξ) = F

 ∑
~R∈M̃a

δ
(
~r − ~R

) (~ξ) =
∑
~R∈M̃a

e−i2π
~R·~ξ =

= e−i2πa(−~eK+~eL)·~ξ + e−i2πa(~eL)·~ξ+

+e−i2πa(−~eK)·~ξ + e0 + e−i2πa(~eK)·~ξ+

+e−i2πa(−~eL)·~ξ + e−i2πa(~eK−~eL)·~ξ =

= 1 + e−i2πa(−~eK)·~ξ + e−i2πa(~eK)·~ξ+

+e−i2πa(~eL)·~ξ + e−i2πa(−~eL)·~ξ+

+e−i2πa(−~eK+~eL)·~ξ + e−i2πa(~eK−~eL)·~ξ =

= 1 + 2
(

cos 2πa~eK · ~ξ + cos 2πa (−~eL) · ~ξ + cos 2πa (~eL − ~eK) · ~ξ
)

=

= −1 + 8 cos
2πa~eK · ~ξ

2
cos

2πa (−~eL) · ~ξ
2

cos
2πa (~eL − ~eK) · ~ξ

2
=

= [Λ = 2πξ] = −1 + 8 cos
a~eK · ~Λ

2
cos

a (~eL − ~eK) · ~Λ
2

cos
a (−~eL) · ~Λ

2
=

= −1 + 8 cos(3)

(
~Λ;
~eK
2

)
(3.139)
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Tento obraz má tedy očekávanou formu, bylo ovšem nutné uvážit, že vektory př́ımé mř́ıže

sv́ıraj́ıćı po dvojićıch úhel 2π
3 , a tedy spojené rotaćı a vzájemným vyrušeńım v součtu

jsou ~eK , ~eL − ~eK a −~eL.

Pro cluster o velikosti V = 2 je Fourier̊uv obraz př́ımé mř́ıže součtem Fourierova

obrazu předchoźıho clusteru a zbylého šestiúhelńıku, tvořeném dvěma šesticemi. Fourie-

r̊uv obraz jedné z této šestice je zřejmě možné źıskat prostou záměnou ~eK → 2~eK

v druhém (nekonstantńım) členu předchoźıho výsledku a obraz druhé šestice lze nalézt

stejným algebraickým postupem – výsledek bude opět struktury součinu tř́ı kosin̊u,

protože šestice je spojena transformaćı (3.137). Vyjde tedy

F
[
D̃

(6)
2

] (
~Λ
)

= −5 + 8 cos(3)

(
~Λ;
~eK
2

)
+

+8 cos(3)

(
~Λ;

2~eK
2

)
+ 8 cos(3)

(
~Λ;
~eK + ~eL

2

)
, (3.140)

kde absolutńı člen rovný pěti má p̊uvod v operaci −1 + 2 · 3.

Pro cluster obecné velikosti se postup bude držet stejného schématu (vždy jde rozdělit

na centrálńı uzel a šestice spojené transformaćı (3.137) vyjádřitelných jako součin tř́ı

kosin̊u) a výsledkem bude

F
[
D

(6)
V

] (
~Λ
)

= −1 + V (V + 1) + 8
∑

~R∈M̃(6)
a

cos(3)

(
~Λ;

~R

2

)
, (3.141)

protože V (V + 1) = #V −1
3 a kde M̃

(6)
a je sextant podle (3.136) nebo nějaká jeho

podmnožina – pro cluster velikosti V tvaru pravidelného šestiúhelńıku jeK = 1, ..., V, L =

0, ..., V −K.

Funkce má tedy formu (Fourier̊uv rozklad) v souladu s vyslovenou hypotézou. Vý-

znam Fourierova obrazu konečného Diracova hřebenu (clusteru) pro difrakčńı spektrum

spoč́ıvá v představě, že difrakčńı obraz je mapa reciproké mř́ıže, resp. Fourierovým

obrazem mř́ıže př́ımé.

3.13 Netriviálńı difrakčńı obrazec

Nechť na vzorek, v němž se nacházej́ı clustery rydbergovské hmoty, dopadá monochro-

matické zářeńı o vlnovém vektoru ~k = 2π
a ~e~k, kde ~e~k je jednotkový bezrozměrný vektor

ve směru ~k, a to je vzorkem reflektováno do obecného směru ~k′; rozptyl je uvažován

pouze pružný, tj. |~k|= |~k′|. Úvahy v této sekci vycháźı z obecného pravidla [22]
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už́ıvaného v difraktometrii, že ke konstruktivńı interferenci difraktovaného zářeńı docháźı

jen ve směrech splňuj́ıćıch

~k′ − ~k
(
≡ ∆~k

)
= ~G, (3.142)

.

kde ~G je libovolný vektor reciproké mř́ıže difrakčńıho média (např. cluster̊u). Vektor
~k obvykle nejde přizp̊usobovat, protože má v laboratoři pevnou polohu (danou pozićı

zdroje, monochromátoru, kolimátoru apod.).

Velmi názorným zp̊usobem jak zjistit, je-li pro nějaké ~G, resp. některý ~k′ podmı́nka

(3.142) splněna, je (grafická) konstrukce tzv. Ewaldsovy sféry [22]. Protože |~k′|= |~k|, je

(3.142) interpretovatelná jako rovnoramenný trojúhelńık s kružnićı o poloměru k = 2π
λ

se středem ve vrcholu sevřeném vektory ~k a ~k′ (tedy proti základně) a prot́ınaj́ıćı zbylé

dva vrcholy (u základny). Velikost základny rovnoramenného trojúhelńıka ani úhly

u vrchol̊u nejsou předem dány, ale nabývaj́ı všech takových hodnot, právě aby velikost

základny byla rovna velikosti některého vektoru v reciproké mř́ıži a aby platila vektorová

relace (3.142) vzhledem k ~k, které je obvykle v prostoru pevné co do orientace; orientace

všech ~G pak muśı odpov́ıdat reálné orientaci periodicky uspořádaného difraktuj́ıćıho

média, neboť reciproká mř́ıž se natáč́ı spolu s př́ımou mř́ıž́ı.

Pro nahodilou orientaci reciproké mř́ıže a libovolné, ale pevné k = |~k| je podmı́nka

(3.142) splněna leda velkou shodou okolnost́ı. Pro zaručeńı toho, aby byl difrakčńı

obrazec netriviálńı (tedy aby nebyl v každém směru ~k′ nulový difrakčńı signál) se muśı

některý z parametr̊u experimentu spojitě měnit [22] – buď se mı́sto monochromatického

spektra použije spektrum široké, nebo se se vzorkem otáč́ı (tzv. metoda rotuj́ıćıho/otáči-

vého krystalu) nebo se vzorek připrav́ı tak, aby byl složen z obrovského množstv́ı

malých krystalk̊u28, jejichž obecné orientace mohou pokrýt všechny možnosti29 (tzv.

prášková metoda). Posledně jmenované metodě uspořádáńı experimentu s clustery

rydbergovské hmoty patrně dobře odpov́ıdá, protože o nich se předpokládá, že se bu-

dou vyskytovat volně v prostoru (ve vakuu) o obecné orientaci. Pot́ıž́ı ale je, jak už

bylo řečeno, že reciproká mř́ıž clusteru je degenerována z množiny izolovaných bod̊u

do soustavy rovnoběžných př́ımek (kolmých na rovinu clusteru) vlivem striktně rovinného

uspořádáńı. Potom jsou ale spojité parametry systému hned dva – orientace cluster̊u

v prostoru a (po částech) i reciproká mř́ıž –, takže difrakčńı spektrum bude triviálńı

opačným zp̊usobem: mı́sto aby žádný směr splňuj́ıćı (3.142) obecně neexistoval, bude

28ale takových, aby měly p̊uvodńı periodicitu
29samozřejmě pokud je k ostré hodnotě ~G uvážena určitá tolerance, např. ve smyslu (3.35); orientace

mohou být i časově proměnné
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naopak (3.142) splněna pro všechny směry ~k′, jak lze snadno nahlédnout.

Aby byl počet spojitých parametr̊u takový, že vznikne netriviálńı difrakčńı obrazec,

je nutné podmı́nky, ve kterých se vzorek nacháźı, upravit. Zřejmě změna povahy spektra

dopadaj́ıćıho zářeńı nic nezlepš́ı, protože monochromatické zářeńı nevyhovuje a přecho-

dem k širš́ımi spektru by se přidal dokonce třet́ı spojitý parametr. Nab́ızej́ı se jiné tři

možnosti:

• Clustery mohou být ulpělé na vnitřńıch stěnách oblasti, kde vznikaj́ı, a budou mı́t

tedy pevnou orientaci v̊uči dopadaj́ıćımu svazku. Taková difrakce je pak v principu

podobná skenováńı povrchu pevné látky [22].

• Clustery jsou volně v prostoru daleko od stěn, ale jejich orientace je nějak vynu-

covaná – toho může být dosaženo např́ıklad magnetickým polem, protože podle

dosavadńıch znalost́ı clustery rydbergovské hmoty ve vněǰśım magnetickém poli

orientuj́ı sv̊uj magnetický dipól (kolmý k jejich rovině) podle vněǰśıho pole, takže

pro dosažeńı difrakčńıho obrazce by stačila vhodná (a pevná) vzájemná orientace

magnetických siločar a dopadaj́ıćıho svazku. I tento postup by byl bĺızký skenováńı

povrchu jako v předchoźım bodě, pouze by se tak dělo v prostoru.

• Asi nejzaj́ımavěǰśı možnost́ı, ve které neńı v̊ubec potřeba, aby byla ř́ızena poloha

nebo vzájemná orientace cluster̊u a dopadaj́ıćıho zářeńı (a tedy je práškové metodě

nejpodobněǰśı), spoč́ıvá ve využit́ı jiné vlastnosti rydbergovské hmoty souvisej́ıćı

s jejich magnetickými dipóly – clustery maj́ı totiž mı́t schopnost se řadit do vláken

– v nich jsou roviny cluster̊u prakticky30 rovnoběžné. Výsledkem je objekt, jehož

periodické uspořádáńı už je trojrozměrné a jehož difrakčńı spektrum by se kvalita-

tivně nemělo nijak zvlášť lǐsit od práškové metody; teoreticky ale existuje zp̊usob,

jak tento třet́ı směr vyřadit a zkoumat pouze dvourozměrné uspořádáńı v rámci

cluster̊u. Podle rešerše v prvńı kapitole může být vzájemná vzdálenost mezi para-

lelńımi clustery (dpar.) ve vlákně menš́ı, než kolik je mř́ıžková konstanta v rovině

clusteru (a), a v tomto směru je tedy reciproká mř́ıž řidš́ı – zvoĺı-li se vlnová délka

zářeńı λ tak, aby

2dpar. ≤ λ ≤
√

3a, (3.143)

30až na možnost, že se vlákno může pozvolna ohýbat a kroutit, to by se ale mělo projevit jen

určitým rozš́ı̌reńım difrakčńıch ṕık̊u tak, jak je známo u jiných systémů, jejichž pravidelné uspořádáńı

je přechodné nebo na krátkých vzdálenostech, např. v tekutinách
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bude pro dopadaj́ıćı zářeńı struktura v podélném směru podél vláken v difrakčńım

smyslu nedostupná a efektivně (jako součást takového vlákna) pak bude mı́t dvou-

rozměrný cluster libovolně orientovaný i v tř́ırozměrném prostoru reciprokou mř́ıž

danou izolovanými body mı́sto nekonečných př́ımek. Zmenšováńım vlnové délky

dopadaj́ıćıho zářeńı by pak v určitý okamžik mohlo doj́ıt ke kvalitativńımu skoku31

v podobě difrakčńıho spektra t́ım, jak by pro zářeńı byl př́ıstupný i třet́ı směr –

tak by mohlo být možné podat experimentálńı doložeńı, že struktury v podobě

vláken rydbergovské hmoty existuj́ı.

V práškové metodě je volnost na úhel orientace trojúhelńıku vektor̊u podle (3.142)

v̊uči směru ~k a difraktované zářeńı sleduje pláště tzv. Debye-Scherrerových kužel̊u [22];

vrcholový úhel kužele je

θ ~Gk,l = arcsin
λ|~Gk,l|

4π
(3.144)

a je roven dvojnásobku úhlu proti základně rovnoramenného trojúhelńıku (3.142). Ome-

zeńı na ~Gk,l vzhledem k λ byly probrány v sekci Omezeńı na vlnové délky.

Ve struktuře difrakčńıho spektra by se měla potvrdit (nebo také vyvrátit) domněnka,

že se elektrony sdružuj́ı v bĺızkosti hranic Wigner-Seitzových buněk, t́ım, že by tomu

odpov́ıdaj́ıćı difrakčńı ṕıky byly silněǰśı. Tento jev se vystihuje formfaktorem, který ale

jde za rámec této práce.

31v řeči Millerových index̊u by k (a, b, 0) přibyly i (ã, b̃ c̃), c̃ 6= 0
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Kapitola 4

LCAO metoda pro nejmenš́ı

cluster rydbergovské hmoty

Tato kapitola se bude zabývat spektrem rydbergovské hmoty, hlavně pro nejmenš́ı cluster

s V = 1 a s atomy vod́ıku v (sedmi) uzlech př́ımé mř́ıže. Analýza vycháźı ze spektra

osamoceného atomu vod́ıku daného Rydbergovou formuĺı

Wn = −R∞
n2

, n ∈ N, (4.1)

kde R∞ = 1
2α

2mec
2 je Rydbergova konstanta atomu vod́ıku. Rydbergova formule

v tomto základńım přibĺıžeńı (energie atomu vod́ıku v klidu záviśı jen na hlavńım kvan-

tovém č́ısle n a je druhého řádu v konstantě jemné struktury α) je odvoditelná v mnoha

modelech – od Bohrova modelu (z podmı́nky kvantováńı momentu hybnosti, de Broglieho

vlny nebo z principu korespondence), přes (radiálńı) Schrödingerovu rovnici sytému

po Diracovu rovnici atomu vod́ıku. Unikátnost atomu vod́ıku ve všech jmenovaných

mode-lech spoč́ıvá v účasti pouze dvou objekt̊u (elektronu a jádra s opačným nábojem)

na tvorbě vázaného systému (”úloha dvou těles”), který je matematicky převoditelný

na úlohu jednoho tělesa v neměnném vněǰśım potenciálu1. Neměnnost tohoto poneciálu

umožňuje v principu znázornit celé jeho spektrum do diagramu, který je kvalitativně

i kvantitativně univerzálńı pro všechny energie.

Pokud se na cluster rydbergovské hmoty pohĺıž́ı jako na molekulu, lze předpokládat,

že jeho existence je podmı́něna (mimo jiné) t́ım, že je pro atomy tvoř́ıćı cluster ener-

geticky výhodněǰśı tvořit společný celek než se vyskytovat každý jednotlivě2. Energie

každého z (izolovaných) atomů je záporná (konkrétně rovná −R∞
n2 ) a vazbová energie

1u atomu vod́ıku samozřejmě coulombickém
2v souladu s rešerš́ı, d́ıky sd́ıleńı elektron̊u
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zvlášť také – v př́ıpadě clusteru rydbergovské hmoty se ale druhá jmenovaná energie muśı

ř́ıdit podmı́nkou, která neńı obvyklá ani ve fyzice molekul, ani ve fyzice pevných látek.

Tou podmı́nkou je specifičnost př́ımé mř́ıžky clusteru rydbergovské hmoty zvětšovat svou

velikost podle excitace atomů v uzlech3. Pro cluster s libovolnou pozorovanou velikost́ı V

zdroje uváděj́ı závislost parametru mř́ıžky4 na hlavńım kvantovém č́ısle atomů v uzlech

jako

an ∼= 2.9a0n
2, (4.2)

kde a0 = ΛC
α
∼= 5.291772 · 10−11 m je tzv. (klasický) Bohr̊uv poloměr základńıho stavu

atomu vod́ıku. Těsnému hexagonálńımu uspořádáńı v rovině by odpov́ıdala vzájemná

vzdálenost jader v uzlech 2a0n
2 – koneckonc̊u v Bohrově modelu jsou elektrony lokali-

zovány na kružnici o poloměru a0n
2 a s rostoućım n by měl být elektron stále lokali-

zovaněǰśı, a tedy i ”klasičtěǰśı”. V pevných látkách se předpokládá mř́ıžka jako tuhá,

takřka netečná k vněǰśım vzruch̊um (např. mechanickým tlak̊um) nebo stav̊um elek-

tron̊u uvnitř mř́ıže – to čińı z rydbergovské hmoty určitě zaj́ımavý objekt ke zkoumáńı.

V tomto ohledu je rydbergovská hmota lépe připodobnitelná k elektronickým přechod̊um

v molekulách, kde se podle Born-Oppenheimerova přibĺıžeńı systém nacháźı pro každý

kvantový stav obecně v jiném potenciálu jader (který je ovšem zase závislý na kvan-

tovém stavu); u rydbergovské hmoty se situace zjednodušuje alespoň v tom smyslu, že

empirický vztah an ∼= 2.9a0n
2 rovnou poskytuje rozložeńı jader a elektron̊u v clusteru –

v prvńım přibĺıžeńı, ale uspokojivě.

Z rešerše vycháźı rovněž předpoklad, že stavy jednotlivých atomů v clusteru by měly

být stejné. Protože by každý z elektron̊u měl být do určité mı́ry lokalizovaný na kružnici

v rovině clusteru, mělo by se alespoň po formálńı stránce jednat o (v principu) jed-

norozměrný pohyb. Je vhodné alespoň ilustrativně demonstrovat význačnost závislosti

prostorového rozměru clusteru na kvantovém stavu na nějakém jiném jednorozměrném

systému s parametrem proměnným podle kvantového stavu.

4.1 Model jámy s konečnou hloubkou a š́ı̌rkou proměnnou

podle kvantového stavu částice

Takovým vhodným modelem je částice o hmotnosti M v jednorozměrné potenciálové

jámě konečné hloubky, tj. částice ř́ıd́ıćı se jednorozměrnou Schrödingerovou rovnićı

3jinými slovy, se změnou kvantového stavu se změńı i parametry potenciál̊u
4a tedy i vzájemné vzdálenosti sousedńıch atomů
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d2ψn(x)

dx2
+

2M

h̄2 (Wn − V (x))ψn(x) = 0, (4.3)

kde potenciál má tvar

V (x) =

{
V0 < 0|x ∈

(
−L

2 ,+
L
2

)
0 jinak,

(4.4)

a kde je energie i vlnová funkce parametrizovaná jediným kvantovým č́ıslem n. Po-

zornost je samozřejmě věnována pouze o vázaným řešeńım V0 ≤ E < 0. Úloha je

poměrně běžnou součást́ı vysokoškolských kurz̊u, neńı tedy třeba rozeb́ırat jej́ı řešeńı

v plné obecnosti, pouze budou zopakovány d̊uležité poznatky:

• Protože je potenciál symetrický a vlnová funkce jednorozměrná, muśı být vlnová

funkce buď jen sudá, nebo jen lichá.

• Je vhodné zavést bezrozměrné y2
0 ≡

(−V0)ML2

2h̄2 = 1
2 ·

(−V0)
Mc2

·
(
L

ΛC

)2
– potom maj́ı

všechna řešeńı podobu Wn = V0

(
1− y2

0
y2

)
, kde y je řešeńım algebraické rovnice

tan y =
√

y2
0
y2 − 1 pro sudé vlnové funkce a −cotan y =

√
y2

y2
0
− 1 pro liché. Rovnice

jsou d̊usledkem požadavku, aby vlnová funkce byla všude spojitá včetně své prvńı

derivace.

• Celkový počet řešeńı je roven
⌊

2y0

π

⌋
+ 1 a vždy existuje alespoň jedno řešeńı (a to

je sudé). Spektrum Wn tvoř́ı konečnou rostoućı posloupnost. Plat́ı, že č́ım v́ıce je

řešeńı, t́ım bĺıže je y pro nejnižš́ı sudý stav bĺıže k π
2 .

Uvedený rozbor vycháźı z předpokladu, že při přeskoćıch mezi energetickými stavy

se vněǰśı parametry systému (zde V0 a L) neměńı. Nechť je tento předpoklad nyńı

zobecněn, aby byla źıskána představa o d̊usledćıch takovéto úpravy zadáńı. Nejprve je

nutné vlastńı stavy přesněji definovat: Pokud je na problém pohĺıženo jako na oddělené

problémy (podle n) s r̊uznými parametry, je zřejmé, že každá sada parametr̊u Ln a V0(n)

generuje sama o sobě obecně v́ıce než jedno řešeńı, ale lze předpokládat, že obsazen

(preferován) bude nejnižš́ı z nich – nab́ıźı se tedy definovat, že stav s daným n je právě

ten s nejnižš́ı energíı. O tomto stavu je zřejmé, že se jedná o sudou funkćı a že vždy

existuje. Situaci ilustruje 4.1. Je přehledněǰśı nechat V0 pevné a měnit s n jen L jako

Ln – pak bude y0 = y0(n) =
√

1
2 ·

(−V0)
Mc2

Ln
ΛC

Pokud by posloupnost Ln, která samozřejmě může mı́t nekonečně mnoho člen̊u, byla

zavedena jako rostoućı, vyšlo by z povahy potenciálové jámy energetické spektrum jako
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Obr. 4.1: Dvě sousedńı jámy ve smyslu posloupnosti Ln a spektra možných energíı v nich.

Širš́ı jáma (se š́ı̌rkou Ln) má tři vázané stavy, nejnižš́ı z nich je W
(1)
n . Užš́ı jáma (se š́ı̌rkou

Ln+1) má sice (shodou okolnost́ı) o jeden vázaný stav méně, ale nejnižš́ı z nich (W
(1)
n+1)

je na vyšš́ı energii než nejnižš́ı v jámě s š́ı̌rkou Ln. Obě jámy maj́ı uprostřed nulovou

souřadnici, jinak by se musely znázornit jedna přes druhou a to bylo nebylo přehledné.

Dojde-li k excitaci ze stavu s energíı W
(1)
n , nemůže se tak stát na stavy s energiemi W

(2)
n

nebo W
(3)
n , protože podle definice konstruovaného problému je excitace doprovázena

změnou velikosti jámy – a mezi stavy s energiemi W
(1)
n+1 a W

(2)
n+1 je rovněž z definice

konstrukce volen prvńı jmenovaný, tedy nejnižš́ı. Povolený přechod je vyznačen tenkou

šipkou. Stavy, které se v konstrukci celého spektra ignoruj́ı, jsou znázorněny šedivě.

Pokud je vhodně zvolena posloupnost Ln, může být posloupnost energíı Wn = W
(1)
n

rostoućı i pro n ∈ N.

klesaj́ıćı, což je v rozporu s přirozeným chápáńım n jako excitace. Pokud by byla zvo-

lena posloupnost klesaj́ıćı jako L1
n , byla pro ńızká n posloupnost správně rostoućı, ale

pro vysoká by jednak nastaly výpočetńı obt́ıže a monotonie spektra by nebyla zaručena.

Asi nejvhodněǰśı z jednoduchých možnost́ı je volba, aby parametr Ln klesal od nějakého

L1 až k L∞, přičemž aby platilo

L∞ �
√

2
(−V0)
Mc2

· ΛCy, (4.5)

kde y je opět řešeńım rovnice
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√
y2

0(n)

y2
− 1 =

{
tan y, ψ(x) = ψ(−x)

−cotan y, ψ(x) = −ψ(−x).
(4.6)

Tento požadavek bude zřejmý záhy. Může se zdát těžké ho ověřit, neboť formálně

y záviśı přes y0(n) na samotném Ln také, ale podle definice stavu ψn s proměnnými

vněǰśımi parametry se pro dané n uvažuje jen nejnižš́ı možnou energii a pro ni je vždy

0 < y < π
2 . Problém je tedy formulován jako částice v potenciálové jámě s proměnným

parametrem Ln, kde ψn je pro dané Ln právě jen ta vlnová funkce, která má nejnižš́ı

energii, a velikost jámy klesá jako

Ln = L∞ +
L1 − L∞

n
, n ∈ N. (4.7)

Konsturkci řešeńı je na rozd́ıl od př́ıpadu jámy s neměnnými parametry diskuto-

vaného výše vhodé alespoň stručně naznačit. Pro dané Ln se hledá sudé řešeńı s nejnižš́ı

energíı, které určitě existuje. Schrödingerova rovnice závislá na parametru Ln má vně

jámy podobu

d2ψn(x)

dx2
+

2M

h̄2 Wnψn(x) = 0⇒ ψ′′(x) +
1

Λ2
C

· 2Wn

Mc2
ψ(x) = 0, (4.8)

jej́ımž integrabilńım řešeńım je

ψn(x) = Ae−
√
−2MWn
h̄

|x| = Ae
−
√
− 2Wn
Mc2
· |x|
ΛC ; (4.9)

uvnitř jámy se pak řeš́ı rovnice

ψ′′(x) +
1

Λ2
C

· 2 (Wn − V0)

Mc2
ψ(x) = 0, (4.10)

která vede na sudé řešeńı ve formě

ψn(x) = C cos

(√
2m (Wn − V0)

Mc2
· x

ΛC

)
. (4.11)

Protože je řešeńı sudé, stač́ı obě větve navazovat jen v bodě x = +Ln
2 (v druhém

je pak splněno automaticky). Tyto požadavky tvoř́ı soustavu dvou lineárńıch rovnic

s nulovými pravými stranami
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Ae
−
√
− 2Wn
Mc2
· Ln
2ΛC = C cos

(√
2 (Wn − V0)

Mc2
· Ln

2ΛC

)
(4.12a)

−
√
−2Wn

Mc2
Ae
−
√
−2Wn
Mc2

· Ln
2ΛC = −

√
2 (Wn − V0)

Mc2
C sin

(√
2 (Wn − V0)

Mc2
· Ln

2ΛC

)
(4.12b)

v proměnných A a C a s koeficienty parametricky závislými na Wn, M , Ln a V0, která

má řešeńı, pokud je nulový determinant matice soustavy, neboli když

tan

(√
2 (Wn − V0)

Mc2
· Ln

2ΛC

)
=

√
−Wn

Wn − V0
. (4.13)

Pokud se argument zasubstituuje jako y a použije se už definované y0(n)
5, přecháźı

podmı́nka řešitelnosti na

tan y =

√
y2

y2
0(n)

− 1 =

√
(−V0)ML2

n

2h̄2

y2
− 1 =

√√√√ (−V0)
2Mc2

· L
2
n

Λ2
C

y2
− 1. (4.14)

Pro velká Ln bude, podle rozboru úlohy s neproměnnými parametry, y př́ıslušné defino-

vanému stavu ψn bĺızko π
2 , kde tangentu lze odhadnout jako

1

tan y
= cotan y ∼= −1 ·

(
y − π

2

)
⇒ tan y ∼=

1
π
2 − y

. (4.15)

Odmocnina se odhadne ještě snadněji z požadavku L∞ �
√

2
(−V0)

Mc2

· ΛCy jako√√√√ (−V0)
2Mc2

· L
2
n

Λ2
C

y2
− 1 ∼=

√
(−V0)
2Mc2

Ln
ΛC

y
. (4.16)

Porovnáńım obou odhad̊u se z podmı́nky řešitelnosti stává rovnice

1
π
2 − y

=

√
(−V0)
2Mc2

Ln
ΛC

y
=
y0(n)

y
, (4.17)

ze které se snadno vyjádř́ı kořen

y =
π

2
·

y0(n)

1 + y0(n)
. (4.18)

Po návratu k substituci y =
√

2(Wn−V0)
Mc2

· L
2ΛC

, ze které plyne

5bylo definováno y0 = y0(L), ale snadno se zobecńı při L→ Ln na y0(n) = y0(n)(Ln)
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Wn = V0

(
1− y2

y2
0(n)

)
, (4.19)

a dosazeńım přibližného řešeńı y = π
2 ·

y0(n)

1+y0(n)
a Ln = L∞ + L1−L∞

n vycháźı konečně

Wn = V0

1−

 π
2 ·

y0(n)

1+y0(n)

y0(n)

2 = V0

(
1−

(
π

2
· 1

1 + y0(n)

)2
)

=

= V0

1− π2

4
· 1(

1 +

√
1
2 ·

(−V0)
Mc2

·
(
Ln
ΛC

)2
)2

 =

= V0

1− π2

4
· 1(

1 +
√

1
2 ·

(−V0)
Mc2

· L∞ΛC
·
(
1 + l−1

n

))2

 , (4.20)

kde pro zkráceńı zápisu bylo zavedeno l ≡ L1
L∞

> 0. Je snadné ověřit, že posloupnost

je rostoućı. Odhady, které umožnily naj́ıt kořen y = π
2 ·

y0(n)

1+y0(n)
, jsou sice pro ńızká n

hrubé, ale pro vysoká zač́ınaj́ı konvergovat k přesnému řešeńı, což je v duchu toho, co

bude ćılem naj́ıt pro cluster rydbergovské hmoty, který je zkoumán také právě sṕı̌se

pro vysoká kvantová č́ısla.

Matematicky mnohem jednodušš́ım modelem než jednorozměrná jáma konečné hloub-

ky je jáma s nekonečnou hloubkou6, kde je Schrödingerova rovnice uvnitř jámy identická

rovnici stojaté vlny s uzly na hranićıch oblasti fyzikálńıho pohybu. Pokud má tato oblast

velikost L jako v př́ıpadě potenciálové jámy konečné hloubky, je lepš́ı zvolit počátek

souřadnic tak, aby odpov́ıdala intervalu x ∈ (0, L), protože odpadá nutnost řešit zvlášť

sudá a lichá řešeńı a normalizované vlnové funkce maj́ı univerzálńı tvar

ψn(x) =

√
2

L
sin

πnx

L
(4.21)

pro n ∈ N a spektrum energíı (které ale samozřejmě na volbě počátku souřadnic nezáviśı)

je

Wn =
π2h̄2n2

2ML2
=

1

2
Mc2

(
πΛC
L

)2

n2. (4.22)

6někdy též Particle In Box – PIB
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Pokud by platil stejný model jako pro př́ıpad s jámou konečné hloubky, tedy že by

na každou excitaci jáma reagovala změnou vlastńı velikosti, např. podle posloupnosti

Ln = L1
n , energetické spektrum tohoto systému by (po snadném dosazeńı) bylo

Wn =
1

2
Mc2

(
πΛC
L

)2

n4. (4.23)

Pro nekonečně hlubokou jámu lze kromě jej́ı š́ı̌rky pracovat i s nulovou hladinou (jej́ım

posunem); konkrétně zvoĺı-li Ln = L1n
2 (tedy stejně jako předpokládané škálováńı u ryd-

bergovské hmoty), V0(n) = −2R
n2 a L1 = πa0 = πΛC

α , pak je spektrum systému

Wn = −1

2
Mc2α2 1

n2
= − R

n2
, (4.24)

tedy formálně identické spektru volného atomu vod́ıku. Konstrukt je sice velice umělý,

aby takto vyšel, ale protože je vod́ıkové spektrum stejně dobře známo, neńı d̊uvod si

problém takto modelově nepřizp̊usobit a nezkoumat daľśı vlastnosti7. Pro ty účely by se

ale problém musel nejdř́ıve převést do dvou rozměr̊u, kde práce s potenciálovými jámami

naráž́ı na překážky, které jdou daleko za rámec této práce. Pro určeńı spektra clusteru

v duchu metodiky popsané výše, tedy změnou parametr̊u systému podle kvantového

stavu, byl tedy zvolen jiný postup.

4.2 Metoda LCAO; variačńı princip

Metoda LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) je hojně už́ıvána jak pro studium

molekul, tak pevných látek. Spoč́ıvá v hledáńı vlnové funkce (stavu) systému složeného

z v́ıce atomů jako lineárńı kombinace stav̊u izolovaných atomů, kde se optimalizuj́ı ko-

eficienty lineárńı kombinace podle řady požadavk̊u – např́ıklad interakce pouze mezi

sousedńımi atomy, minimalizace výsledné energie v̊uči volným parametr̊um, splněńı

Pauliho vylučovaćıho principu, r̊uzné požadavky symetrie apod.

Zároveň v kvantové mechanice existuje tzv. variačńı princip, který ř́ıká, že mezi ener-

gíı Eground základńıho stavu systému s hamiltoniánem H a libovolnou normalizovanou8

vlnovou funkćı ψ plat́ı vztah

Eground ≤ 〈ψ|H|ψ〉 ; (4.25)

rovnost nastává právě pro vlastńı funkci systému, která základńımu stavu odpov́ıdá

(tj. splňuj́ıćı Hψ = Egroundψ). V př́ıpadě atomu vod́ıku jsou sice známa přesná řešeńı

7jednalo by se o podobný př́ıstup jako např. u Kronig-Pennyho modelu
8a tedy samozřejmě i normalizovatelnou
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Schrödingerovy rovnice ψn,l,m, tato řešeńı jsou ale poměrně komplikovaná, obzvláště

s rostoućım n. Pokud se ale pro některý stav ψn,l,m vyjde z jeho konkrétńıho pr̊uběhu,

lze se pokusit nahradit jej jinou podobnou funkćı; ta ani nemuśı formálně záviset na všech

kvantových č́ıslech n, l a m, nechť je tedy označena např́ıklad ψ̃n a jako test ”vhodné

podobnosti” mezi ψn,l,m a ψ̃n může být

〈ψ̃n|H|ψ̃n〉 ∼= Wn. (4.26)

4.3 Vod́ıkové vlnové funkce ψn,n−1,±(n−1)

Přesná vlnová funkce atomu vod́ıku ψn,l,m záviśı na třech kvantových č́ıslech n, l a m9.

Ty po řadě zodpov́ıdaj́ı za energii stavu, tvar orbitalu a jeho orientaci. Stavy s l = 0

jsou sféricky symetrické, zat́ımco stavy s lmax;n = n − 1 jsou pro rostoućı n od sférické

symetrie stále vzdáleněǰśı a kombinace l = n−1 a mmax;n = ±l = ±(n−1) je pro vysoká

n stále lokalizovaněǰśı do ekvatoriálńı roviny. A jsou to právě tyto stavy, u kterých se

předpokládá, že se budou vyskytovat v rydbergovské hmotě, která tvoř́ı rovinné clustery.

Tato kapitola prozkoumá metodou LCAO cluster rydbergovské hmoty o velikost

V = 1 (tedy celkem sedm uzl̊u) tvořeného atomy vod́ıku, o nichž se bude předpokládat,

že jejich izolované vlnové funkce jsou ve stavech ψn,n−1,±(n−1).

Obecné normalizované řešeńı Schrödingerovy rovnice pro atom vod́ıku ve sférických

souřadnićıch r ∈ 〈0,+∞), θ ∈ 〈0, π〉, ϕ ∈ 〈0, 2π) je [24]

ψn,l,m (r, θ, ϕ) =

√(
2

na0

)2l+3

· (n− 1− l)!
2n(n+ l)!

e
− r
na0 rlL2l+1

n−1−l

(
2r

na0

)
Y m
l (θ, ϕ) , (4.27)

kde

Y m
l ≡

eimϕ

sinm θ
·
(

d

d cos θ

)l−m
sin2l θ (4.28)

je (nenormalizovaná) kulová funkce a

L2l+1
n−1−l(y) ≡ eyy−(2l+1) · dn−1−l

dyn−1−l

(
e−yyn+l

)
(4.29)

je tzv. zobecněný Laguerr̊uv polynom. Pro vlnové funkce s l = n− 1 a |m|= l = n− 1

ihned plyne, že

9spin elektronu se zde ignoruje
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Y n−1
n−1 ≡

ei(n−1)ϕ

sinn−1 θ
·
(

d

d cos θ

)(n−1)−(n−1)

sin2(n−1) θ =

=
ei(n−1)ϕ

sinn−1 θ

(
d

d cos θ

)0

sin2n−2 θ = ei(n−1)ϕ sinn−1 θ (4.30)

a

L
2(n−1)+1
n−1−(n−1)(y) ≡ eyy−(2(n−1)+1) · dn−1−(n−1)

dyn−1−(n−1)

(
e−yyn+(n−1)

)
=

= eyy−2n+1 · d0

dy0

(
e−yyn+(n−1)

)
=

= eyy−2n+1e−yyn+(n−1) = 1, (4.31)

tedy dojde k významnému zjednodušeńı. Dosazeńım do vlnové celkové funkce je tedy

ψn,n−1,|n−1| (r, θ, ϕ) =

√
1

2πn
·
(

2

na0

)2n+1

· 1

22n((n− 1)! )2
×

×rn−1e
− r
na0 sinn−1 θei(n−1)ϕ. (4.32)

Je vhodné několik prvńıch člen̊u této posloupnosti funkćı vyjmenovat10:

• n = 1⇒ ψ1,0,0 = 1√
π·a3

0

· e−
r
a0

• n = 2⇒ ψ2,1,1 = 1√
26·π·a5

0

· re−
r

2a0 · sin θ · e−iϕ

• n = 3⇒ ψ3,2,2 = 1√
22·38·π·a7

0

· r2e
− r

3a0 · sin2 θ · e−i2ϕ

• n = 4⇒ ψ4,3,3
1√

222·32·π·a9
0

· r3e
− r

4a0 · sin3 θ · e−i3ϕ

Funkce jako celek je normalizovaná, ale na jedničku jsou normalizované i d́ılč́ı funkce,

které lze označit např. jako R(r), Θ(θ) a Φ(ϕ):

10mohou být i notoricky známé
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Rn(r) ≡ C(r)
n rn−1e

− r
na0 =

(
2

na0

)n√ 2

na0
· 1√

(2n)!
· rn−1e

− r
na0 (4.33a)

∫ +∞

0
|Rn|2(r)r2dr = 1 (4.33b)

Θn(θ) ≡ C(θ)
n sinn−1 θ =

1

2n(n− 1)!
·
√

(2n)!

n
· sinn−1 θ (4.33c)

∫ π

0
|Θn|2(θ) sin θdθ = 1 (4.33d)

Φn(ϕ) = C(φ)
n e−i(n−1)ϕ =

1√
2π
· e−i(n−1)ϕ (4.33e)

∫ 2π

0
|Φn(ϕ)|2dϕ = 1 (4.33f)

4.4 Aproximace vod́ıkových funkćı ψn,n−1,±(n−1) funkćı ψ̃n

Nab́ıźı se tato aproximace – protože se funkce ψn,n−1,−(n−1) s rostoućım n stále v́ıce

lokalizuje do roviny a v ńı do určitého mezikruž́ı, lze ji nahradit funkćı ψ̃n, která bude

konstantńı (jednotková až na normalizačńı konstantu) v oblasti lokalizace a nulová jinde.

K tomu je samozřejmě potřeba oblast lokalizace nejprve nějak vhodně vymezit.

Je vhodné zač́ıt s funkćı Θn(θ), pro kterou je rozbor snadněǰśı. Jej́ı definičńı obor je

〈0, π〉 a na něm nabývá pro n ≥ 2 maxima v bodě θ = π
2 . Toto maximum je

Θmax
n = Θn

(π
2

)
=

1

2n(n− 1)!
·
√

(2n)!

n
. (4.34)

Funkce Θn(θ) okolo maxima π
2 nápadně připomı́naj́ı Gaussovu křivku (jak je názorně

vidět v Obr. 4.2), nab́ıźı se je tedy k ńı nějak připodobnit. Derivace k funkci sinn−1 θ

až do čtvrtého řádu jsou

(
d

dθ

)(0)

sinn−1 θ = sinn−1 θ (4.35a)

(
d

dθ

)(1)

sinn−1 θ = (n− 1) sinn−2 θ cos θ (4.35b)

(
d

dθ

)(2)

sinn−1 θ = (n− 1) sinn−3 θ
(
(n− 2) cos2 θ − sin2 θ

)
(4.35c)
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(
d

dθ

)(3)

sinn−1 θ = (n− 1) sinn−4 θ cos θ×

×
(
(n− 2)(n− 3) cos2 θ − (3n− 5) sin2 θ

)
(4.35d)(

d

dθ

)(4)

sinn−1 θ = (n− 1)
(
sinn−5 θ

(
(n− 4) cos2 θ − sin2 θ

))
×

×
(
(n− 2)(n− 3) cos2 θ − (3n− 5) sin2 θ

)
−(n− 1) sinn−4 θ cos θ · 2 sin θ cos θ ((n− 2)(n− 3) + (3n− 5)) (4.35e)

a jejich vyč́ısleńı v bodě π
2 pak

(
d

dθ

)(0)

sinn−1 θ|θ=π
2
= 1 (4.36a)

(
d

dθ

)(1)

sinn−1 θ|θ=π
2
= 0 (4.36b)

(
d

dθ

)(2)

sinn−1 θ|θ=π
2
= −(n− 1) (4.36c)

(
d

dθ

)(3)

sinn−1 θ|θ=π
2
= 0 (4.36d)

(
d

dθ

)(4)

sinn−1 θ|θ=π
2
= (3n− 5)(n− 1), (4.36e)

a jej́ı Taylor̊uv rozvoj v daném bodě do čtvrtého řádu tedy je

T4,sinn−1 θ,π
2
(θ) = 1− n− 1

2

(
θ − π

2

)2
+

(3n− 5)(n− 1)

24

(
θ − π

2

)4
. (4.37)

Vhodně zvolená Gaussova funkce

G(θ)
n (θ) = e−

n−1
2 (θ−π2 )

2

= e
− (θ−π2 )2

2
n−1 = e

− (θ−π2 )2

2

(
1√
n−1

)2

, (4.38)

má sv̊uj rozvoj okolo π
2 (také do čtvrtého řádu) dán jako

T
4,e−

n−1
2 (θ−π2 )2

,π
2

(θ) = 1− n− 1

2

(
θ − π

2

)2
+

(3n− 3)(n− 1)

24

(
θ − π

2

)4
, (4.39)

přičemž rozd́ıl oproti výše uvedenému Tayloru klesá s rostoućım n. Samozřejmě nelze

ř́ıct, že se k sobě funkce limitně bĺıž́ı, neboť co se sprav́ı ve čtvrtém řádu, se rozhod́ı
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Obr. 4.2: Funkce sin θ, sin5 θ a sin20 θ (v pořad́ı š́ı̌rek) v intervalu 〈0, π〉. Vyšš́ı mocniny

nápadně připomı́naj́ı Gaussovu funkci a stále v́ıce se lokalizuj́ı v ekvatoriálńı rovině

θ = π
2 . Pološ́ı̌rka křivek se odeč́ıtá mezi pr̊useč́ıky s př́ımkou v šedivé barvě.

v řádech daľśıch, protože obě řady konverguj́ı k odlǐsným funkćım. Analýza se ale snaž́ı

o posouzeńı lokalizovanosti funkce okolo π
2 , k čemuž rozvoje do čtvrtého řádu dobře

poslouž́ı. Vizuálně je zřejmé, že k rostoućı lokalizovanosti s vyšš́ımi n opravdu docháźı

a nab́ıźı se ji odhadnout jako pološ́ı̌rku Gaussovy křivky G
(θ)
n (θ). Každá Gaussova křivka

tvaru e−
(x−x0)

2σ2 má pološ́ı̌rku rovnu
√

8 ln 2 · σ, tedy v př́ıpadě zvoleného G
(θ)
n (θ) bude

∆(θ)
n ≡ FWHM

G
(θ)
n

=

√
8 ln 2√
n− 1

∼=
√

8 ln 2

n
, (4.40)

kde se předpokládá, že odhad pro vysoká n bude uspokojivý. Polovina z pološ́ı̌rky je
1
2 ·
√

8 ln 2
n =

√
2 ln 2
n a tedy lze uzavř́ıt, že se funkce Θn(θ) nahrad́ı11 funkćı

Θ̃n(θ) =

 1, θ ∈
(
π
2 −

√
2 ln 2
n , π2 +

√
2 ln 2
n

)
0 jinak

, (4.41)

kde ovšem ještě neńı uvážena př́ıslušná normalizace.

Funkce Rn(r) je pro podobnou analýzu náročněǰśı, protože lokalizovanost jako taková

neklesá, ale naopak roste, jak je patrno z několika zvolených funkćı při znázorněńı.

Absolutńı lokalizovanost ale, jak se ukáže, nutná neńı. Nejprve je třeba určit maximum

funkce (které je jako u Θn(θ) pro daný definičńı obor jen jedno). Z vyšetřeńı pr̊uběhu

funkce

11nejhrubš́ı je nahrazeńı pro n = 1, neboť Θ1(θ) je dokonce konstantńı funkce a pološ́ı̌rku nemá

definovanou, aproximace ale dobře funguje pro vyšš́ı n, což je podstatné
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Rn(r) ≡ C(r)
n rn−1e

− r
na0 =

(
2

na0

)n√ 2

na0
· 1√

(2n)!
· rn−1e

− r
na0 (4.42)

snadno plyne, že pro každé n se maximum nacháźı v jiném mı́stě, v kontrastu s funkcemi

Θn(θ). Aby bylo v jejich posloupnosti možné porovnat chováńı okolo maxima, je potřeba

je transformovat tak, aby se vyskytovaly v jedné oblasti. Jak na to, napov́ı znalost

vlastnost́ı atomu vod́ıku v Bohrově modelu a rydbergovské hmoty, které svoje velikosti

škáluj́ı jako a0n
2 – v př́ıpadě obou dvou je výraz roven poloměr̊um (orbit elektron̊u)12.

Zavede-li se tedy nová proměnná ρ ≡ r
a0n2 , přejde výraz rn−1e

− r
na0 na

(
ρa0n

2
)n−1

e
− ρa0n

2

na0 = an−1
0 n2(n−1)ρn−1e−nρ, (4.43)

jehož maxima jsou v bodech

ρmax
n =

n− 1

n
(4.44)

a maxima maj́ı hodnoty

Rn(ρmax
n )

(
a0n(n− 1)

e

)n−1

; (4.45)

pokud se těmito maximy poděĺı funkce v proměnné ρ, vyjde

Rn(ρ) =

(
en

n− 1

)n−1

ρn−1e−nρ (4.46)

a všechny se zobraźı do stejné oblasti a se stejným rozsahem, což usnadňuje porovnáńı –

situaci znázorňuje 4.3. Z analýzy byla vypuštěna normalizačńı konstanta, která na odhad-

nut́ı lokalizovanosti funkce nemá vliv.

Taylor̊uv rozvoj do druhého řádu13 bude

T
2,( en

n−1)
n−1

ρn−1e−nρ,n−1
n

(ρ) = 1− 1

2
· n2

n− 1

(
ρ− n− 1

n

)2

, (4.47)

který je do druhého řádu shodný s rozvojem funkce

G(ρ)
n (ρ) = e

−(ρ−n−1
n )

2

2(n−1)

n2 , (4.48)

12vlnová funkce podle Schrödingerovy rovnice v těchto bodech nemá maxima, ale soustřed́ı se v jejich

bĺızkostech

13faktor
(
en
n−1

)n−1

byl ponechán, aby měly všechny funkce maximum rovné jedné a tedy i univerzálńı

začátek Taylorova rozvoje, který se pak snáze bude připodobňovat ke Gaussově křivce
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Obr. 4.3: Funkce
(

en
n−1

)n−1
ρn−1e−nρ. Zobrazeny jsou (zleva doprava podle polohy

maxima) pro n = 2, n = 5, n = 20 a n = 80. Podle n konverguje maximum funkce

k bodu ρ = 1 a členy také v́ıce připomı́naj́ı Gaussovu funkci. Podle pr̊useč́ık̊u s šedivou

př́ımkou se odeč́ıtaj́ı pološ́ı̌rky.

odkud snadno plyne

∆(ρ)
n ≡ FWHM

G
(ρ)
n

=
√

8 ln 2 ·
√
n− 1

n2
=
√

8 ln 2 ·
√
n− 1

n
, (4.49)

tedy ve stejném duchu jako v př́ıpadě Θn(θ) lze odhadnout oblast lokalizace pomoćı

pološ́ı̌rky gaussovské funkce jako

ρ ∈
(
n− 1

n
−
√

2 ln 2 ·
√
n− 1

n
,
n− 1

n
+
√

2 ln 2 ·
√
n− 1

n

)
. (4.50)

Absolutńı lokalizovanost se tedy zhoršuje, ale v poměru k a0n
2 je pro rostoućı n stále

lepš́ı, což stač́ı. Návrat k p̊uvodńı proměnné r = a0n
2ρ je snadný a vycháźı ∆

(r)
n =√

8 ln 2 · n
√
n− 1a0 a

r ∈
(
n(n− 1)a0 −

√
2 ln 2 · n

√
n− 1a0, n(n− 1)a0 +

√
2 ln 2 · n

√
n− 1a0

)
, (4.51)

což lze pro vysoká n odhadnout jako

r ∈
(
n2a0 −

√
2 ln 2 · n

3
2a0, n

2a0 +
√

2 ln 2 · n
3
2a0

)
=

=

(
rn −

∆
(r)
n

2
, rn +

∆
(r)
n

2

)
, (4.52)

takže se konečně může zavést funkce
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R̃n(r) =

 1, r ∈
(
rn − ∆

(r)
n
2 , rn + ∆

(r)
n
2

)
0 jinak

, (4.53)

opět zat́ım bez vyšetřeńı normalizovanosti. Nechť je ještě označeno ∆
(r)
n
2 ≡

√
2 ln 2 ·

n
√
n− 1a0.

Konečně se funkce Φn(ϕ) nahrad́ı konstantou v celém definičńım oboru, tedy

Φ̃n(ϕ) = 1, ϕ ∈ 〈0, 2π) . (4.54)

4.5 Normalizace funkćı ψ̃n a test aproximace

U zkonstruovaných funkćı je názorněǰśı, jsou-li normalizovány jako součin tvoř́ıćı výsled-

nou funkci a ne jedna po druhé. Výsledná vlnová funkce ψ̃n je dána jako součin (4.41),

(4.53), (4.54), tedy

ψ̃n (r, θ) =

 C, (r, θ) ∈
〈
rn − ∆

(r)
n
2 , rn + ∆

(r)
n
2

〉
×
〈
π
2 −

∆
(θ)
n
2 , π2 + ∆

(θ)
n
2

〉
0 jinak

, (4.55)

kde C je normalizačńı konstanta, kterou lze snadno naj́ıt z podmı́nky

1 =

∫
R3

ψ̃∗n (r, θ) ψ̃n (r, θ) dV =

∫ rn+
∆

(r)
n
2

rn−∆
(r)
n
2

∫ π
2

+
∆

(θ)
n
2

π
2
−∆

(θ)
n
2

∫ 2π

0
|C|2r2 sin θdϕdθdr =

= |C|2
∫ rn+

∆
(r)
n
2

rn−∆
(r)
n
2

r2dr ·
∫ π

2
+

∆
(θ)
n
2

π
2
−∆

(θ)
n
2

sin θdθ ·
∫ 2π

0
1dϕ =

= |C|2·
[
r3

3

]rn+
∆

(r)
n
2

rn−∆
(r)
n
2

· [− cos θ]
π
2

+
∆

(θ)
n
2

π
2
−∆

(θ)
n
2

· 2π =

=
2π

3
· |C|2·

2 · 3r2
n

∆
(r)
n

2
+ 2 ·

(
∆

(r)
n

2

)3
 · 2 · sin π

2
sin

∆
(θ)
n

2
=

= 4π · |C|2·r2
n ·∆(r)

n ·

1 +

(
∆

(r)
n

)2

12r2
n

 · sin ∆
(θ)
n

2
∼=
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∼=

[
∆(θ)
n =

√
8 ln 2

n
� π

2
⇒ sin

∆
(θ)
n

2
∼=

∆
(θ)
n

2

]
∼=

∼= 2π · |C|2·r2
n ·∆(r)

n ·∆(θ)
n ·

1 +

(
∆

(r)
n

)2

12r2
n

 =

= 2π · |C|2·a3
0n

3(n− 1)2 · 8 ln 2 ·
(

1 +
2 ln 2

3(n− 1)

)
(4.56)

odkud

|C|2=
1

2π · a3
0n

3(n− 1)2 · 8 ln 2 ·
(

1 + 2 ln 2
3(n−1)

) ∼=
∼=

1

16π ln 2 · a3
0 · n5

(4.57)

tj.

C ∼=
1

√
16π ln 2 · a

3
2
0 · n

5
2

. (4.58)

Konečně tedy je normalizovaná funkce dána jako

ψ̃n,n−1,−(n−1) (r, θ, ϕ) = ψ̃n (r, θ) =

=


1

√
16π ln 2·a

3
2
0 ·n

5
2

, (r, θ) ∈Mr,θ

0 jinak
, (4.59)

kde

Mr,θ ≡
〈
a0n

2 −
√

2 ln 2 · n
3
2a0, a0n

2 +
√

2 ln 2 · n
3
2a0

〉
×

×

〈
π

2
−
√

2 ln 2

n
,
π

2
+

√
2 ln 2

n

〉
(4.60)

Sada funkćı aproximuje p̊uvodńı přesné vlnové funkce stále přesněji s rostoućım n

a o vysoká n jde u cluster̊u rydbergovské hmoty předevš́ım. Už zmı́něným testem, jak

posoudit vhodnost náhrady vlnové funkce jinou, v tomto př́ıpadě ψ̃n, je výraz

〈ψ̃n|H|ψ̃n〉 , (4.61)
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který pro přesné řešeńı atomu vod́ıku vycháźı Wn = −R∞
n2 a pro jakékoliv jiné W̃n ≥Wn.

Hamiltonián atomu vod́ıku má ale kromě potenciálové části i část kinetickou úměrnou

druhé derivaci14 vlnové funkce, která je v př́ıpadě po částech konstantńı funkce ψ̃n

nulová. Naštěst́ı viriálový teorém pro potenciál typu 1
r prav́ı, že

〈ψ̃n|Wk|ψ̃n〉 = −1

2
〈ψ̃n|Wp|ψ̃n〉 ⇒ 〈ψ̃n|W |ψ̃n〉 = 〈ψ̃n|

Wp

2
|ψ̃n〉 , (4.62)

a lze tedy vypoč́ıtat

〈ψ̃n|H|ψ̃n〉 = 〈ψ̃n|
Wp

2
|ψ̃n〉 = 〈ψ̃n|−

αh̄c

2r
|ψ̃n〉 = −1

2
mc2α · ΛC · 〈ψ̃n|

1

r
|ψ̃n〉 =

= −1

2
mc2α · ΛC ·

∫ +∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

|ψ̃n|2

r
r2 sin θdϕdθdr =

= −1

2
mc2α · ΛC · |C|2·

∫ rn+
∆

(r)
n
2

rn−∆
(r)
n
2

rdr ·
∫ π

2
+

∆
(θ)
n
2

π
2
−∆

(θ)
n
2

sin θdθ ·
∫ 2π

0
1dϕ =

= −1

2
mc2α · ΛC · |C|2·

[
r2

2

]rn+
∆

(r)
n
2

rn−∆
(r)
n
2

· [cos θ]
π
2
−∆

(θ)
n
2

π
2

+
∆

(θ)
n
2

· 2π =

= −1

2
mc2α · ΛC · |C|2·π · 2rn ·∆(r)

n · 2 · sin
∆

(θ)
n

2
∼=

∼= −
1

2
mc2α · ΛC · |C|2·π · 2a0n

2 ·
√

8 ln 2 · n
3
2a0 ·

√
8 ln 2

n
=

= −1

2
mc2α · ΛC · |C|2·2π · 8 ln 2 · a2

0 · n3 =

= −1

2
mc2α · ΛC ·

1

16π ln 2 · a3
0 · n5

· 2π · 8 ln 2 · a2
0 · n3 =

= −1

2
mc2α · ΛC ·

1

a0 · n2
= −1

2
mc2α2 · 1

n2
, (4.63)

což se přesnému rydbergovskému spektru rovná dokonce identicky. To neńı v rozporu

s variačńım principem, protože bylo použito několikrát odhadu n− 1 ∼= n pro vysoká n

a také viriálové věty. Rovnost ale nastává, lze tedy v daném rámci považovat náhradńı

vlnovou funkci ψ̃n za uspokojivou.

14přesněji Laplaceově operátoru
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Stejně přesný výsledek by vyšel i tehdy, pokud by byl potenciál Wp(r) = −αh̄c
r lineari-

zován, tj. hyperbola v intervalu
(
a0n

2 −
√

2 ln 2n
3
2a0, a0n

2 +
√

2 ln 2n
3
2a0

)
nahrazena

př́ımkou, danou Taylorovým rozvojem hyperboly okolo bodu a0n
2

T1, 1
r
,a0n2 = −r − 2a0n

2

(a0n2)2
. (4.64)

Vzhledem k tomu, že oblast, kde je ψ̃n nenulová, je s rostoućım n od zdroje coulom-

bického potenciálu stále dál, nab́ıźı se zkusit potenciál nahradit prostou konstantou

rovnou hodnotě potenciálu ve středu této oblasti, tj.

Wp(r) ∼== − αh̄c
a0n2

= −α
2mc2

n2
. (4.65)

Výsledek −R∞
n2 je opět zaručen.

4.6 LCAO pro cluster se sedmi atomy vod́ıku; Roothaanova

rovnice

Nechť je nyńı dán atomárně-vod́ıkový cluster rydbergovské hmoty o velikosti V = 1,

tj. sedm atomů vod́ıku v hexagonálńım uspořádáńı jednoho uprostřed a šesti okolo

tak, že jejich vzájemná vzdálenost je jen málo odlǐsná od 2a0n
2, což odpov́ıdá těsnému

uspořádáńı při rovinných kruhových orbitách elektron̊u o poloměrech přibližně právě

a0n
2. Všechny elektronické stavy všech atomů jsou stejné (n). Prostředńı atom je

v takto těsném kontaktu s ostatńımi šesti, každý z šesti obvodových pak se třemi –

prostředńım a dvěma ”obvodovými” sousedy. Každý ze sedmi atomů zvlášť nechť má

vlnovou funkci ψ̃n nalezenou v předchoźı sekci, a tedy i energii −R∞
n2 . Každá z vlnových

funkćı je ale vyč́ıslována okolo r̊uzného počátku souřadnic daném polohou vod́ıkového

jádra – nechť je tato poloha označena jako ~Ri, i = 0, 1, ..., 6, kde prostředńı atom je

indexován nulou a obvodové daľśımi č́ısly; dále d́ılč́ı vlnové funkce každého z atomů

nesou označeńı ψ̃i(n)
15.

Hamiltonián, vlnové funkce a energie pro izolované atomy bez interakce s ostatńımi

se bude značit vlnovkou, pro systém jako celek pak bude platit symbolika bez vlnovek.

Nechť je zvolen nějaký (i-tý) atom. Jeho hamiltonián zvlášť (pokud by byl izolovaný

od ostatńıch) je

15od sebe navzájem se lǐśı jen posunut́ım: ψ̃i(n) = ψ̃n
(
~Ri
)
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H̃i = −1

2
mc2Λ2

C∆−mc2αΛC
1

|~r − ~Ri|
= −mc2Λ2

C

(
1

2
∆ +

α

ΛC
· 1

|~r − ~Ri|

)
, (4.66)

kde ∆ znamená Laplace̊uv operátor. Takový hamiltonián tedy v klidové soustavě atomu

vod́ıku určuje pohyb elektronu v poli jádra o poloze ~Ri, který neńı ovlivněn žádnými

daľśımi jádry. Řešeńım stacionárńı Schrödingerovy rovnice H̃iψ̃i(n) = W̃nψ̃i(n) jsou

samozřejmě rydbergovské energie −R∞
n2 .

Pokud bude daný elektron vystaven p̊usobeńı všech jader, přejde výše uvedený hamil-

tonián na

H = −mc2Λ2
C

(
1

2
∆ +

α

ΛC
·

6∑
k=0

1

|~r − ~Rk|

)
; (4.67)

tento hamiltonián je univerzálńı pro všechny elektrony – jejich vzájemná coulombická

interakce neńı uvažována a jiným zp̊usobem nejsou indexovány, tedy uvedený operátor

může p̊usobit na všechny (”Hn = H”).

Výsledná vlnová funkce systému se předpokládá ve formě lineárńı kombinace d́ılč́ıch

vlnových funkćı, tedy

ψn =
6∑
i=0

ciψ̃i(n), (4.68)

kde ci jsou koeficienty tohoto rozvoje. Je názorněǰśı v tomto př́ıpadě použ́ıvat bra-ketový

formalismus, tedy

|ψn〉 =

6∑
i=0

ci |ψ̃i(n)〉 . (4.69)

Pokud na tuto vlnovou funkci zap̊usob́ı uvedený celkový hamiltonián a pokud se řeš́ı

rovnice H |ψn〉 = Wn |ψn〉, kde Wn je tedy celková energie systému, plyne

Hψn = H

(
6∑
i=0

ci |ψ̃i(n)〉

)
= −mc2Λ2

C

(
1

2
∆ +

α

ΛC
·

6∑
k=0

1

|~r − ~Rk|

)(
6∑
i=1

ci |ψ̃i(n)〉

)
=

= −mc2Λ2
C

(1

2
∆ +

α

ΛC
· 1

|~r − ~Ri|

)
+

α

ΛC
·

6∑
k=0, 6=i

1

|~r − ~Rk|

( 6∑
i=1

ci |ψ̃i(n)〉

)
=
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=

H̃i −mc2Λ2
C ·

α

ΛC
·

6∑
k=0,6=i

1

|~r − ~Rk|

( 6∑
i=1

ci |ψ̃i(n)〉

)
=

=

6∑
i=1

ci

H̃i −mc2Λ2
C ·

α

ΛC
·

6∑
k=0,6=i

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃i(n)〉 =

=
6∑
i=1

ci

W̃n −mc2Λ2
C ·

α

ΛC
·

6∑
k=0,6=i

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃i(n)〉 =

= Wn

(
6∑
i=0

ci |ψ̃i(n)〉

)
=

6∑
i=0

ciWn |ψ̃i(n)〉 , (4.70)

kde posledńı řádek představuje pravou stranu Schrödingerovy rovnice, nikoliv pokračováńı

úprav z řádk̊u předchoźıch. Tato rovnice lze anulovat na

0 =
6∑
i=0

ci

(W̃n −Wn

)
−mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=i

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃i(n)〉 (4.71)

a skalárně ji zleva vynásobit bra-vektorem 〈ψ̃j(n)| pro každé j = 0, 1, ..., 6 – potom

0 =

6∑
i=0

ci 〈ψ̃j(n)|

(W̃n −Wn

)
−mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=i

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃i(n)〉 . (4.72)

Označ́ı-li se celý maticový element jako Mji, potom lze definovat matici M (v tomto

př́ıpadě o rozměru sedm krát sedm), jej́ıž prvky jsou právě Mji. Prostým dosazeńım

(substitućı) pak vyplývá

6∑
i=0

Mjici = 0, (4.73)

což je sedm rovnic pro r̊uzná j, které lze zřejmě úsporně napsat v maticovém tvaru,

zavede-li se ~c ≡ (c0, c1, ..., c6)T:

M~c = 0 (4.74)

Jedná se tedy o soustavu lineárńıch rovnic pro koeficienty ci s nulovou pravou stranou,

a tedy má řešeńı právě tehdy, když je determinant matice M nulový, což úlohu transfor-

muje na hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u. Pozor – výsledné energie soustavy

Wn nejsou vlastńımi č́ısly matice M – ty je z nich teprve potřeba vyjádřit.
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Rekapitulace: řeš́ı se Schrödingerova rovnice H |ψn〉 = Wn |ψn〉 za podmı́nek |ψn〉 =∑6
i=0 ci |ψ̃i(n)〉 a H̃i |ψ̃i(n)〉 = W̃n |ψ̃n〉, kde symbolicky H =

∑6
j=0 H̃j−6

(
−mc2Λ2

C ·
1
2∆
)
,

tedy každý Hj je př́ıtomen v celkovém H, ten však neńı jejich součtem. Bez jakýchkoli

jiných přibĺıžeńı se úloha dá převést na soustavu lineárńıch rovnic pro koeficienty ci, kde

prvky matice soustavy jsou dány jako

Mji = 〈ψ̃j(n)|

(W̃n −Wn

)
−mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=i

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃i(n)〉 , (4.75)

kde Wn je energie celého systému, která je ćılem řešeńı a která záviśı na ostatńıch

výrazech v Mji a také na vlastńıch č́ıslech matice. Výsledná rovnice v tomto př́ıstupu

je někdy označována jako Roothaanova [25].

Rozvoj determinantu matice N -tého řádu obecně vede na polynomiálńı rovnici N -

tého stupně, kterou v plné obecnosti v závislosti na parametrech bývá nesnadné – ne-li

nemožné – řešit. Je samozřejmě vhodné před samotným řešeńım úlohy na vlastńı vektory

a vlastńı č́ısla aplikovat na prvky matice M požadavky symetrie nebo aproximaćı, aby

se M co nejv́ıce zjednodušila – některé jej́ı prvky budou nulové, řada nenulových bude

navzájem shodná. Z konstrukce Mji plyne, že matice je symetrická, tedy Mji = Mij ,

a interakce se uvažuje jen mezi sousedńımi atomy, což lze formálně (i když trochu nekon-

venčně16) vzhledem ke konstrukci ψ̃n pro členy s coulombickým potenciálem definovat

tak, že pro dané n je coulombická interakce ve vzdálenosti větš́ı než a0n
2 +
√

2 ln 2 ·n
3
2a0

považována za nulovou.

Konkrétně pro prvek M01 je:

M01 = 〈ψ̃0(n)|

(W̃n −Wn

)
−mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=1

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃1(n)〉 =

=
(
W̃n −Wn

)
〈ψ̃0(n)|ψ̃1(n)〉+ 〈ψ̃0(n)|

−mc2 · Λ2
C ·

α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=1

1

|~r − ~Rk|

 |ψ̃1(n)〉 =

=
(
W̃n −Wn

)
〈ψ̃0(n)|ψ̃1(n)〉 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=1

〈ψ̃0(n)|

(
1

|~r − ~Rk|

)
|ψ̃1(n)〉 (4.76)

16postup může připomı́nat pseudopotenciály
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Skalárńı součin 〈ψ̃0(n)|ψ̃1(n)〉 =
∫
R3 ψ̃

∗
nψ̃ndV , tzv. překryvový integrál, je obecně kom-

plikované vypoč́ıtat, protože i když se jedná o funkce stejného pr̊uběhu, jsou v̊uči sobě

navzájem prostorově posunuté. Protože jsou ale ψ̃n zkonstruovány jako po částech kon-

stantńı, a to buď nulové, nebo nenulové, je tento skalárńı součin roven objemu pr̊uniku

oblast́ı s nenulovou hodnotou - nechť je označen S01, obecně tedy Sji. S přihlédnut́ım

k úmluvě o dosahu coulombické interakce se podobně dá vypoč́ıtat i maticový element

〈ψ̃i(n)|
(

1
|~r−~Rk|

)
|ψ̃j(n)〉 ≡ Iikj (tzv. coulombický integrál). Tedy

M01 =
(
W̃n −Wn

)
S01 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
·

6∑
k=0,k 6=1

I0k1, (4.77)

kde podle podmı́nky dosahu coulombické interakce je S01 nenulové a z maticových ele-

ment̊u Iikj se ponechaj́ı jen ty, které odpov́ıdaj́ı sousedńım atomům – vyjde

M01 =
(
W̃n −Wn

)
S01 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
· (I001 + I011 + I061) . (4.78)

V integrálech I0k1 se poč́ıtá objem překryvu tř́ı prostorových útvar̊u, ale lze ukázat, že

pro dva z nich k překryvu nedocháźı v̊ubec, lze tedy uzavř́ıt

M01 =
(
W̃n −Wn

)
S01 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
I001. (4.79)

Podobně lze vypoč́ıtat zbylých 48 prvk̊u (respektive zbylých 20 nezávislých vzhledem

k symetrii matice). Ukazuje se, že – kromě nulových – existuj́ı je tři formy opakuj́ıćıch

se prvk̊u, vedle Mij ještě

M00 =
(
W̃n −Wn

)
S00 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
· 6I001 (4.80)

a

M11 =
(
W̃n −Wn

)
S11 −mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
· 3I001. (4.81)

Protože se opakuj́ı stále stejné maticové elementy a protože z definice Sii = 1, lze

zavést (pro prvky nenulové v použitém př́ıstupu) značeńı bez index̊u jako S ≡ Si,j 6=i

a I a dosadit ze libovolné povolené kombinace, tedy např. právě jako S = S01 a I =

I001. Pokud by byl dosah coulombické interakce (nebo jiná zjednodušuj́ıćı podmı́nka)

definován jinak, změnily by prvky nejen obecně svoji formu, ale zároveň by byly odlǐsné

prvky M01 a M12. Pro ještě úsporněǰśı značeńı nechť w = wn ≡ W̃n − Wn a Y ≡
−mc2 · Λ2

C ·
α

ΛC
I. Shrnut́ı:
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A ≡M00 = w + 6Y (4.82a)

B ≡M11 = w + 3Y (4.82b)

C ≡M01 = wS + Y (4.82c)

V tomto úsporném zápisu je maticová rovnice soustay tvaru

A C C C C C C

C B C 0 0 0 C

C C B C 0 0 0

C 0 C B C 0 0

C 0 0 C B C 0

C 0 0 0 C B C

C C 0 0 0 C B





c0

c1

c2

c3

c4

c5

c6


= 0 (4.83)

Sice velmi pracně, ale technicky bez pot́ıž́ı by šel nalézt determinant matice M − λI
(I znač́ı jednotkovou matici), což rovnici převede na polynomiálńı sedmého stupně

v proměnné λ, kterou lze obecně v závislosti na parametrech A, B a C vyřešit jen

při velké shodě náhod. Naštěst́ı symetrie úlohy umožňuje naj́ıt vlastńı vektory jinak, a

to dokonce bez výpočtu vlastńıch č́ısel. Stoj́ı za povšimnut́ı, že matice obsahuje blok

o velikost šest krát šest, který je po řádćıch stejný až na posun prvk̊u. Pokud se

tento blok maticově vynásob́ı vektorem (c1, c2, c3, c4, c5, c6)T = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T, vyjde

na každém řádku stejná rovnice B + 2C = 0. A pokud se vektor rozš́ı̌ŕı o nultou pozici

na (c0, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T a aplikuje na celou soustavu, soustava sedmi rovnic se zredukuje

na dvě a vyjde

Ac0 + 6C = 0 (4.84a)

Cc0 +B + 2C = 0, (6x) (4.84b)

odkud okamžitě plyne, že c0 = −6C
A = −B+2C

C ; pro určeńı energie je samotná hodnota

c0
17 nepodstatná, d̊uležitěǰśı je vztah mezi koeficienty A, B a C, který ze soustavy plyne:

−6C

A
= −B + 2C

C
⇒ 6C2 = AB + 2AC (4.85)

Dosazeńım za koeficienty podle definice vyplývá

6 (wS + Y )2 = (w + 6Y ) (w + 3Y ) + 2 (w + 6Y ) (wS + Y ) , (4.86)

17která by nav́ıc musela být zohledněna i o normalizačńı podmı́nku
∑6
i=0|ci|

2= 1
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což vede na kvadratickou rovnici pro w:

(
1 + 2S − 6S2

)
w2 + 11Y w + 24Y 2 = 0; (4.87)

diskriminant rovnice je

D = 121Y 2 − 96(1 + 2S − 6S2)Y 2 =
(
25− 192S + 576S2

)
Y 2 (4.88)

a kořeny tedy

w =
−11Y ±

√
25− 192S + 576S2 · Y

2 (1 + 2S − 6S2)
=
−11±

√
25− 192S + 576S2

2 (1 + 2S − 6S2)
Y (4.89)

Pro typické S � 1 lze výsledek odhadnout jako

w =
Y

2
·

(
−11± 5 ·

√
1− 192

25
S +

576

25
S2

)(
1 + 2S − 6S2

)−1 ∼=

∼=
Y

2
·
(
−11± 5 ·

(
1− 96

25
S +

288

25
S2

))(
1− 2S + 6S2

) ∼=
∼=

{ (
−3− 18

5 S
)
· Y(

−8 + 128
5 S
)
· Y.

(4.90)

Teď už je velmi snadné vyjádřit Wn ze substituce:

Wn = W̃n − w =

{
W̃n −

(
−3− 18

5 · S
)
Y

W̃n −
(
−8− 128

5 · S
)
Y

=

=

{
W̃n + 3Y + 18

5 SY

W̃n + 8Y + 128
5 SY

∼=

{
W̃n + 3Y

W̃n + 8Y
(4.91)

Výsledek je v obou př́ıpadech menš́ı než W̃n, protože Y je záporné (a S malé), tedy

se jedná o vazebný stav. Interpretace dvoj́ıho výsledku přijde záhy. Hodnota c0 je

pro určeńı energie irelevantńı, ale budiž uvedeno, že je při zavedeńı χ ≡ A−B
C rovna

χ− 1∓
√
χ2 − 2χ− 7 (bez uvážeńı normalizace).

Je vhodné ukázat ještě jeden př́ıpad, jednodušš́ı – tak jako se zkusmo správně trefil

vektor ~c = (c0, 1, 1, 1, 1, 1, 1)T, nab́ıźı se zkusit také vektor ~c = (c0, 1,−1, 1,−1, 1,−1)T.

Soustava rovnic se pak redukuje na
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Ac0 = 0 (4.92a)

Cc0 +B − 2C = 0 (4.92b)

Cc0 + 2C −B = 0, (4.92c)

odkud snadno plyne c0 = 0 a B = 2C. Návratem k substituci vycháźı

(w + 3Y ) = 2 (wS + Y )⇒ w =
Y

2S − 1
= − Y

1− 2S
=∼= −Y (1 + 2S) (4.93)

odkud

= W̃n − w = W̃n − (−Y (1 + 2S)) = W̃n + Y (1 + 2S) ∼= W̃n + Y (4.94)

Porovnáńı těchto namátkou vybraných výsledk̊u muśı samozřejmě zohlednit, že W̃n i Y

jsou záporné:

W̃n + Y > W̃n + 3Y > W̃n + 8Y (4.95)

Pokusit se naj́ıt všechny (lineárně nezávislé) vlastńı vektory je možné podle symetrie

systému. Blok matice šest krát diskutovaný už výše vlastně představuje vlivy okrajových

atomů clusteru. Lze předpokládat, že žádný z nich neńı význačný, a tedy by se jejich

p̊usobeńı měla vzájemně vyvažovat. Protože je symetrie šestičetná, nab́ıźı se zkusit

stř́ıdáńı koeficient̊u ci po dvou, po třech a po šesti. Kombinace, které vyhovuj́ı, jsou:

c1 = c2 = c3 = c4 = c5 = c6 (4.96a)

c1 = c2 = c3, c4 = c5 = c6 (+ rotace) (4.96b)

c1 = c3 = c5, c2 = c4 = c6 (4.96c)

c1 = c2 = c4, c3 = c5 = c6 (+ rotace) (4.96d)

c1 = c2 = c5, c3 = c4 = c6 (+ rotace) (4.96e)

c1 = c2, c3 = c4, c5 = c6 (+ rotace) (4.96f)

c1 = c4, c2 = c5, c3 = c6 (+ rotace) (4.96g)

c1 = c3, c2 = c4, c5 = c6 (+ rotace) (4.96h)

c1 = c4, c2 = c3, c5 = c6 (+ rotace) (4.96i)

c1 = c4, c2 = c6, c3 = c5 (+ rotace) (4.96j)

137



Už podle intuice nepovedou k řešeńı možnosti (3.96d) a (3.96e), (3.96h), protože vlivy

(váhy) jednotlivých atomů jsou velmi nerovnoměrné, což výpočet potvrzuje. Výpočtem

jsou dále vyloučeny možnosti (3.96b), (3.96f) a (3.96j).

• Možnost (3.96a) doplněná o c0 6= 0 vede na už vypoč́ıtanou podmı́nku

Wn
∼=

{
W̃n + 3Y

W̃n + 8Y
; (4.97)

Protože existuj́ı dvě r̊uzná c0 vyhovuj́ıćı této možnosti, existuj́ı také dva lineárně

nezávislé dva vlastńı vektory.

• Z možnosti (3.96c) vyplývá rovněž už vypoč́ıtané

Wn
∼= W̃n + Y ; (4.98)

vlastńı vektor je pro tuto možnost jen jeden.

• Možnost (3.96g) vede na dva lineárně nezávislé vlastńı vektory, ze kterých vyplývá

podmı́nka B = C18 – ta vede na energii

Wn = W̃n +
2

1− S
Y ∼= W̃n + 2(1 + S)Y ∼= W̃n + 2Y, (4.99)

která je tedy dvojnásobná (dvakrát degenerovaná).

• Možnost (3.96i) vede rovněž na dvakrát degenerovanou energii

Wn = W̃n +
4

1 + S
Y ∼= W̃n + 4(1− S)Y ∼= W̃n + 4Y (4.100)

vyplývaj́ıćı z relace B = −C.

Dva vybrané př́ıpady ilustruje 4.4.

Protože úloha muśı mı́t právě sedm lineárně nezávislých vektor̊u a k nim muśı

př́ıslušet sedm vlastńıch č́ısel (některá mohou být pochopitelně stejná), lze vyslovit,

že metoda LCAO pro cluster rydbergovské hmoty o velikosti V = 1 vede na uspořádané

molekulárńı spektrum

W̃n + Y > W̃n + 2Y (2x) > W̃n + 3Y > W̃n + 4Y (2x) > W̃n + 8Y ; (4.101)

18z obou stejná – jedná se o vektory př́ıslušné v́ıcenásobnému vlastńımu č́ıslu matice M
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Obr. 4.4: Symbolické znázorněńı hledáńı vlastńıch vektor̊u podle symetrie. V levé části

je př́ıpad c1 = c4, c2 = c5, c3 = c6, tj. (7), který vlastńım vektorem je, zat́ımco vpravo

je c1 = c4, c2 = c6, c3 = c5, tj. (10), který naopak vlastńım vektorem neńı.

pro připomenut́ı je uspořádáńı d̊usledkem toho, že je Y záporné19. Na těchto hladinách

se s přihlédnut́ım k degeneraćım rozmı́st́ı sedm elektron̊u systému, a to se zohledněńım

jednak Pauliho vylučovaćıho principu a jednak s uvážeńım, že se pro daný (a všem

společný) atomárńı stav n uvažuje jen jeden kolektivńı molekulárńı stav, a to ten o nej-

nižš́ı možné energii20. Shrnut́ı vlastńıch vektor̊u matice soustavy a jim odpov́ıdaj́ıćıch

relaćı mezi maticovými elementy a energíı:

(0,−1,+1, 0,−1,+1, 0)T B = C W̃n + 2
1−SY

∼= W̃n + 2Y

(0,−1, 0,+1,−1, 0,+1)T B = C W̃n + 2
1−SY

∼= W̃n + 2Y

(0,−1,−1, 0,+1,+1, 0)T B = −C W̃n + 4
1−SY

∼= W̃n + 4Y

(0,+1, 0,−1,−1, 0,+1)T B = −C W̃n + 4
1−SY

∼= W̃n + 4Y

(0,+1, 0,−1,−1, 0,+1)T B = 2C W̃n + 1
1−2SY

∼= W̃n + Y

(c0,+1,+1,+1,+1,+1,+1)T 6C2 − 2AC −AB = 0 W̃n + 1
1−2SY

∼= W̃n + 3Y

(c0,+1,+1,+1,+1,+1,+1)T 6C2 − 2AC −AB = 0 W̃n + 1
1−2SY

∼= W̃n + 8Y

Výsledná energie n-tého molekulového orbitalu podle LCAO metody tedy konečně je

Wn = 2 ·
(
W̃n + 8Y

)
+ 4 ·

(
W̃n + 4Y

)
+ 1 ·

(
W̃n + 3Y

)
= 7W̃n + 35Y =

= 7W̃n + 35Y = 7
(
W̃n + 5Y

)
. (4.102)

19W̃n je záporné také, ale to se v uspořádáńı neprojev́ı
20excitaci je uvažována jen společnou změnou n všech atomů
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4.7 Geometrický odhad překryvových a coulombických in-

tegrál̊u pomoćı ψ̃n

Pro dokončeńı analýzy této kapitoly zbývá vypoč́ıtat maticové elementy S (= S01) a

Y (= Y001) – druhý jmenovaný explicitně figuruje ve výrazu pro celkovou energii n-tého

stavu clusteru a výpočet prvńıho poslouž́ı k ověřeńı, že jeho zanedbáńı v̊uči jedničce

pro vysoká n bylo oprávněné.

Vzhledem ke konstrukci ψ̃n bude tato úloha do značné mı́ry úlohou geometrickou

a pozornost bude věnována předevš́ım stav̊um pro vysoká n, které jsou u rydbergovské

hmoty ty podstatné a u nichž se očekává, že odchylky zp̊usobené r̊uznými aproximacemi,

které byly při odvozováńı učiněny, budou malé – integrály S i Y budou vyjádřeny

v nejvyšš́ı mocnině n. Nechť jsou tedy dány dva atomy s vlnovými funkcemi podle

ψ̃n umı́stěné se svými (rovnoběžnými) ekvatoriálńımi rovinami v rovině x-y. Pokud by

vzájemná vzdálenost jejich střed̊u byla v́ıc než 2
(
rn + ∆

(r)
n
2

)
, je zřejmé, že by pr̊unik

oblast́ı, kde jsou vlnové funkce obou atomů nenulové, byla prázdná množina, tedy i oba

maticové elementy by byly nulové. Naopak pro vzdálenosti menš́ı než 2
(
rn − ∆

(r)
n
2

)
sice

pr̊unik existuje, ale už neńı souvislou množinou, nav́ıc se pak polohy atomů vzdaluj́ı

představě těsného uspořádáńı. Lze tedy očekávat, že vzájemná vzdálenost jader bude

v tomto modelu někde v intervalu
(

2rn −∆
(r)
n , 2rn + ∆

(r)
n

)
. V ideálńım př́ıpadě by se

vyjádřily maticové elementy jako funkce této vzdálenosti a podle ńı by se celková ener-

gie minimalizovala. Tento krok ale vzhledem k množstv́ı všech přibĺıžeńı, která už byla

provedena (a která ještě přijdou), neńı př́ılǐs smysluplný a rovnou bude poč́ıtáno s pevně

danou vzájemnou vzdálenost́ı rovnou 2rn jako Ansatzem21.

Nechť je zavedena pravotočivá kartézská soustava souřadnic tak, že v jádru jed-

noho z atomů je počátek souřadnic, osa x mı́̌ŕı směrem k druhému jádru a osa z je

kolmá na společnou ekvatoriálńı rovinu. Jádra atomů tedy maj́ı souřadnice (0, 0, 0)T

a (2rn, 0, 0)T.

Při vzájemné vzdálenosti 2rn jsou pr̊unikem oblast́ı podle (4.55) dva kulové vrchĺıky

bez horńıch a dolńıch část́ı (ve směru osy z) oř́ızlých podle hranice kuželové plochy,

která je přirozeně dána omezeńım azimutálńıho úhlu na
(
π
2 −

∆
(θ)
n
2 , π2 + ∆

(θ)
n
2

)
; řezy t́ımto

útvarem jsou na Obr. 4.5 a Obr. 4.6. Výsledný útvar je složité pojmenovat a by bylo

zbytečné vypoč́ıtávat jeho objem přesně; je zřejmé, že se skládá ze dvou identických

polovin, symetrických v̊uči rovině x = rn. Neńı složité si povšimnout, že každá z polovin

je kvalitativně (co do tvaru) nezávislá na n a že s rostoućım n spoč́ıvá kvalitativńı změna

21tato vzdálenost sice neodpov́ıdá experimentálńımu 2.9rn, ale vejde se do intervalu teoreticky

př́ıpustných pro rydbergovskou hmotu a drž́ı se rámce zde konstruovaného jednoduchého modelu
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jej́ıho tvaru v narovnáváńı konvexńıch část́ı po jeho obvodu. To umožňuje jejich objem

poměrně hezky odhadnout pomoćı útvar̊u s podstavou tvaru kruhové úseče – znázorněńı

je na Obr. 4.7.

Obr. 4.5: Řez pr̊unikem orbital̊u ψ̃n dvou atomů rovinou z = 0. Jádra se nacháźı

v bodech (0, 0)T a (2rn, 0)T. Oblast pr̊uniku je vybarvena šedou barvou a má podél

osy x maximálńı š́ı̌rku ∆
(r)
n . V této rovině je oblast vymezena pouze povrchy kouĺı

o poloměrech rn + ∆
(r)
n
2 se středy v obou jádrech.

Rovnice kulových ploch ohraničuj́ıćıch vrchĺıky jsou

x2 + y2 + z2 =

(
rn +

∆
(r)
n

2

)2

, (4.103a)

(x− 2rn)2 + y2 + z2 =

(
rn +

∆
(r)
n

2

)2

(4.103b)

a zmı́něné kuželové plochy jsou dány rovnicemi

z2 =

(
tan

∆
(θ)
n

2

)2 (
x2 + y2

)
, (4.104a)

z2 =

(
tan

∆
(θ)
n

2

)2 (
(x− 2rn)2 + y2

)
, (4.104b)
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Obr. 4.6: Řez pr̊unikem orbital̊u ψ̃n dvou atomů, tentokrát rovinou y = 0. Kromě

povrch̊u kouĺı o poloměrech rn + ∆
(r)
n
2 se středy v jádrech atomů ((0, 0)T a (2rn, 0)T) je

oblast vymezena také hranićı kuželové plochy (př́ımkami procházej́ıćımi jádry atomů).

Oblast pr̊uniku je opět vybarvena šedě.

kde samozřejmě lze v souladu s (4.56) odhadnout tan ∆
(θ)
n
2
∼= sin ∆

(θ)
n
2
∼= ∆

(θ)
n
2 . Oba

vrchĺıky vyt́ınaj́ı na rovině x = rn kružnici

y2 + z2 =

(
rn +

∆
(r)
n

2

)2

− r2
n, (4.105)

zat́ımco kuželové plochy hyperbolu

z2 −

(
∆

(θ)
n

2

)2

y2 =

(
∆

(θ)
n

2

)2

r2
n; (4.106)

z-ové souřadnice společných bod̊u kružnice (4.105) a hyperboly (4.106) jsou

z = ±

(
∆

(θ)
n

2

)(
rn +

∆
(r)
n

2

)
, (4.107)

což jsou rohy velkého obdélńıka z Obr. 4.7. Společné body ploch vrchĺık̊u a kužel̊u

v rovině y = 0 (čtyři z šesti vrchol̊u šedivé oblasti v Obr. 4.6) maj́ı pak z-ové souřadnice

142



Obr. 4.7: Výpočet překryvového integrálu S = 〈ψ̃0(n)|ψ̃1(n)〉, tj. objemu pr̊uniku

oblasti, kde jsou vlnové funkce nenulové. Znázorněna je jej́ı polovina bĺıže jádru

v bodě (2rn, 0, 0)T. Těleso je vyobrazeno pro vysoké n, u kterých jsou objemy kon-

vexńıch část́ı po obvodu zanedbatelné a obrázek ani výpočet je nezahrnuje. Objem

tělesa je odhadnut zespoda nepr̊uhledným černým tělesem a shora celým velkým. Velký

obdélńık v levé části obrázku lež́ı v rovině x = 2rn; jeho vrcholy maj́ı z-ové souřadnice

přibližně ±∆
(r)
n
2

(
1 + ∆θ

n
2

)
, zat́ımco vrcholy černého obdélńıku jsou na souřadnićıch

z ∼= ±∆
(r)
n
2

(
1− ∆

(θ)
n
2

)
– tloušťka útvaru se tedy dá odhadnout jako ∆

(r)
n . Podstavou

tělesa neńı p̊ulkruh, ale kruhová úseč – jedná se o stejnou kruhovou úseč jako polovina

šedé oblasti na Obr. 4.5, výška úseče je tedy ∆
(r)
n
2 a poloměr kružnice, z ńıž výseč vzniká,

je samozřejmě rn + ∆
(r)
n
2 .

z = ±

(
∆

(θ)
n

2

)(
rn −

∆
(r)
n

2

)
, (4.108)

a ty jsou pak vrcholy černého obdélńıka v Obr. 4.7. Pokud se všechny rozměry budou

aproximovat podle členu s nejvyšš́ı mocninou n, lze š́ı̌rku útvaru z Obr. 4.7 odhadnout

jednoduše jako

H = 2

(
∆

(θ)
n

2

)
rn = ∆(θ)

n rn. (4.109)

Plocha výšky h kruhové úseče kruhu o poloměru r je dána jako
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σ = r2 arccos

(
r − h
r

)
− (r − h)

√
2hr − h2 =

= r2

arccos

(
1− h

r

)
−
(

1− h

r

)√
2
h

r
−
(
h

r

)2
 ≡ r2f

(
h

r

)
; (4.110)

pro kruhovou úseč z Obr. 4.7, tedy podstavu útvaru, je h
r = ∆

(r)
n

2rn
∼=
√

2 ln 2
n , což je

malá veličina pro vysoká n. Pro malé h
r lze funkce f

(
h
r

)
z (4.110) odhadnout pomoćı

Puiseuxovy řady jako f
(
h
r

) ∼= 4
3

√
2
(
h
r

) 3
2 a plocha úseče pak bude

σ ∼= r2 4

3

√
2

(
h

r

) 3
2

=
4

3

√
2 · h

3
2 r

1
2 , (4.111)

tedy konkrétně s h = ∆
(r)
n
2 a r = rn + ∆

(r)
n
2

σ ∼=
4

3

√
2 ·

(
∆

(r)
n

2

) 3
2
(
rn +

∆
(r)
n

2

) 1
2

∼=
2

3
·
(

∆(r)
n

) 3
2

(rn)
1
2 (4.112)

a objem celé poloviny konečně

V 1
2

= σH =
4

3

√
2 ·

(
∆

(r)
n

2

) 3
2

(rn)
1
2 ∆(θ)

n rn =

=
2

3
·
(

∆(r)
n rn

) 3
2

∆(θ)
n , (4.113)

tedy objem celého tělesa

V = 2V 1
2

=
4

3
·
(

∆(r)
n rn

) 3
2

∆(θ)
n =

=
4

3

(
2
√

2 ln 2a0n
3
2a0n

2
) 3

2 · 2
√

2 ln 2

n
=

=
16
√

2

3
· (2 ln 2)

5
4 · a3

0 · n
19
4 . (4.114)
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Překryvový maticový element S je pak roven tomuto objemu násobenému kvadrátem

normalizačńı konstanty podle (4.57). Tedy:

S = |C|2V ∼=
4
3∆

(θ)
n (rn)

3
2

(
∆

(r)
n

) 3
2

2πr2
n∆

(r)
n ∆

(θ)
n

=
2

3π
·

√
∆

(r)
n

rn
=

=
2
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · n−

1
4 (4.115)

Integrál tedy s kvantovým č́ıslem n klesá, což alespoň částečně ospravedlňuje jeho

zanedbáńı v̊uči jedničce při výpočtu spektra clusteru (4.102).

Stejný objem jako (4.114) a zároveň stejnou š́ı̌rku H = ∆
(θ)
n rn a délku 2h = ∆

(r)
n má

kvádr, jehož třet́ı strana má velikost

l =
V

H · 2h
=

4

3
·
(

∆(r)
n rn

) 1
2

=
4
√

2

3
· (2 ln 2)

1
4 · a0 · n

7
4 . (4.116)

Tento kvádr, vycentrovaný v̊uči středu oblasti pr̊uniku orbital̊u, je tedy (v pořad́ı os x,

y a z) kartézský součin

M =

〈
−∆

(r)
n

2
,+

∆
(r)
n

2

〉
×
〈
−2

3

(
∆(r)
n rn

) 1
2
,+− 2

3

(
∆(r)
n rn

) 1
2

〉
×

×
〈
−1

2
rn∆(θ)

n ,+
1

2
rn∆(θ)

n

〉
. (4.117)

Kvádr představuje lineárńı přibĺıžeńı oblasti, přes kterou se má integrovat22. Podobně

linearizovaný je i potenciál podle (4.64), lze tedy vzhledem k H,h� rn zapsat dokonce

ještě výhodněji pro M psát

1

r
=
(
x2 + y2 + z2

)− 1
2 ∼=

∼=
(

1

r

)
|~r=(rn,0,0)T+

∂
(

1
r

)
∂x
|~r=(rn,0,0)T(x− rn) +

∂
(

1
r

)
∂y
|~r=(rn,0,0)T ·y +

∂
(

1
r

)
∂z
|~r=(rn,0,0)T ·z =

=

(
1

r

)
|~r=(rn,0,0)T−

x

r3
|~r=(rn,0,0)T(x− rn)− y

r3
|~r=(rn,0,0)T ·y −

z

r3
|~r=(rn,0,0)T ·z =

=
1

rn
− 1

r2
n

(x− rn) =
2rn − x
r2
n

, (4.118)

22v p̊uvodńım útvarem má stejný objem a dva z rozměr̊u
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Odhad coulombického integrálu podle členu s nejvyšš́ı mocninou n tedy konečně je

Y = −mc2 · ΛC · α · I001 = −mc2 · ΛC · α · 〈ψ̃0(n)|

(
1

|~r − ~R0|

)
|ψ̃1(n)〉 =

= −mc2 · ΛC · α · 〈ψ̃0(n)|
1

r
|ψ̃1(n)〉 ∼= −mc2 · ΛC · α · 〈ψ̃0(n)|

2rn − x
r2
n

|ψ̃1(n)〉 =

= −mc2 · ΛC · α ·
1

r2
n

· 〈ψ̃0(n)|2rn − x|ψ̃1(n)〉 =

= −mc2 · ΛC · α ·
1

r2
n

· 〈ψ̃0(n)|2rn − x|ψ̃1(n)〉 =

= −mc2 · ΛC · α ·
1

r2
n

· |C|2 ·
∫
M

(2rn − x) dV =

= −mc2 · ΛC · α ·
1

r2
n

· |C|2 · 4

3

(
∆(r)
n rn

) 1
2
rn∆(θ)

n

∫ ∆
(r)
n
2

−∆
(r)
n
2

(2rn − x) dx =

= −mc2 · ΛC · α ·
4

3
|C|2 ∆(θ)

n

√
∆

(r)
n

rn

∫ ∆
(r)
n
2

−∆
(r)
n
2

(2rn − x) dx =

= −mc2 · ΛC · α ·
4

3
|C|2 ∆(θ)

n

√
∆

(r)
n

rn

[
−(2rn − x)2

2

]∆
(r)
n
2

−∆
(r)
n
2

=

= −mc2 · ΛC · α ·
8

3
|C|2 ∆(θ)

n (rn)
1
2

(
∆(r)
n

) 3
2

=

= −mc2 · ΛC · α ·
8

3

∆
(θ)
n (rn)

1
2

(
∆

(r)
n

) 3
2

2πr2
n∆

(r)
n ∆θ

n

=

= −mc2 · ΛC · α ·
4

3π
·

√
∆

(r)
n

r3
n

=

= −mc2 · ΛC · α ·
4
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · α

ΛC
n−

9
4 =

= −mc2 · α2 · 4
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · n−

9
4 =

= −R∞ ·
8
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · n−

9
4 (4.119)
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4.8 Spektrum energíı clusteru

Konečně lze napsat hlavńı výsledek této kapitoly

Wn = 7W̃n + 35Y = 7
(
W̃n + 5Y

)
= −7R∞

(
1

n2
+

40 ·
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · 1

n
9
4

)
=

= −7R∞ ·
1

n2

(
1 +

40 ·
√

2

3π
· (2 ln 2)

1
4 · 1

n
1
4

)
= −7R∞ ·

1

n2

(
1 +

κ

n
1
4

)
, (4.120)

kde bylo označeno κ ≡ 40·
√

2
3π · (2 ln 2)

1
4 ∼= 6.513. Výsledkem je tedy součet energetických

hladin sedmi atomů neinteraguj́ıćıch s ostatńımi plus záporná korekce z metody LCAO,

v nejvyšš́ım řádu úměrná n−
9
4 . Pro n→ +∞ jde výraz k ionizačńı hraně Wn = 0.

Velmi spekulativńı, ale také velmi zaj́ımavou, je interpretace rovinného clusteru ry-

dbergovské nikoliv jako velké molekuly, ale jako velkého atomu – uspořádáńı uzl̊u, tedy

jader, by se nezměnilo (jinak by mohl nastat rozpor s měřeńımi rotačńıch spekter), ale

každý z elektron̊u by neob́ıhal kolem svého jádra, nýbrž všechny kolem společného středu

clusteru. Jednalo by se tedy o atom, jehož kladný náboj neńı soustředěn v jednom malém

jádru, ale v několika23 rozmı́stěných s hexagonálńı symetríı v rovině.

Pokud by v tomto modelu bylo (např́ıklad experimentálně změřené) spektrum podob-

né výsledku LCAO metody, tedy Wn = −7R∞ · 1
n2

(
1 + κ̃

nβ

)
, nab́ızela by se možnost

použ́ıt mı́sto metody LCAO metodu tzv. Quantum Defect Theory, tj. hledat výsledek

(v prvńım přibĺıžeńı) ve formě

Wn = −7R∞ ·
1

(n+ δn)2 . (4.121)

V tom př́ıpadě by vztah mezi κ, β a δn byl dán jako

δn ∼= −
κ

2
· n+ 3

4 , (4.122)

jak plyne z rozvoje.

Tento př́ıstup lze obhájit koincidenćı mezi magickými č́ısly cluster̊u a protonovými

č́ısly prvk̊u, pro něž jsou dnes clustery rydbergovské hmoty (předevš́ım) pozorovány –

pro vod́ık, drasĺık a cesium: magická nebo polomagická č́ısla nejmenš́ıch cluster̊u, tedy

1, 19 a 55 jsou shodná s protonovými č́ısly vyjmenovaných prvk̊u; nav́ıc jsou alkalické,

které maj́ı jeden valenčńı elektron, pro který by mělo být stejně přirozené pohybovat se

23počet rovná se některému z magických č́ısel
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okolo jediného jádra a okolo clusteru jader jakožto myšleného jádra s určitým efektivńım

nábojem a daľśımi korekcemi, jednou z nichž je právě δn.

Vysoce linearizovaný postup použitý pro výpočet coulombických a překryvových in-

tegrál̊u je hrubé přibĺıžeńı24, přesto však ukazuje, že stav clusteru je pro vysoká n vázaný,

tedy výhodněǰśı než samostatná existence sedmi atomů. Naopak pro ńızká n, kdy má

nominálně dominovat S v̊uči jedničce, je korekce úměrná n−2, tedy stejně jako p̊uvodńı

vod́ıkové spektrum, a nav́ıc kladná, což odpov́ıdá odpuzováńı jader – to je ale v souladu

se zjǐstěńım z rešerše, že clustery vznikaj́ı až od určitého kvantového stavu n poč́ınaje.

Jestli je v hrubém přibĺıžeńı tento kvalitativńı závěr jen náhodný, se dá těžko soudit

– v́ıce by prozradily přesněǰśı podoby vlnových funkćı, přesněǰśı výpočty integrál̊u vys-

tupuj́ıćıch v LCAO, antisymetrizace celkové vlnové funkce atd. Je zaj́ımavé, že pokud

by se kvádrová oblast integrace Y nahradila např́ıklad dvojićı jehlan̊u, vyšla by stejná

mocninná závislost n−
9
4 .

Obr. 4.8 znázorňuje v rovině clusteru výskyt elektron̊u v použitém modelu.

Obr. 4.8: Výskyt elektron̊u v rovině clusteru v použitém modelu. Šedivou barvou

jsou orbitaly atomů ψ̃n, černou pak jejich pr̊uniky, tedy mı́sta vzájemného ovlivňováńı,

pro která byl odhadnut překryvový a coulombický integrál. Uspořádáńı elektron̊u se

zjevně lǐśı od grafénu, byť ten je také rovinný a má hexagonálńı symetrii.

24S bylo pro vysoká n zanedbáno v̊uči jedničce, přestože pro n = 80 je S ∼= 0.1
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Kapitola 5

Antivod́ık v experimentu AEGIS;

trajektorie pohybu antivod́ıku v

kř́ıžných poĺıch

Tato kapitola se vraćı k autorovu pod́ılu na experimentu AEGIS v CERNu – podává

stručný přehled o experimentu jako takovém a přibližuje výzkum, kterým autor k ex-

perimentu přispěl v bakalářském a magisterském studiu a hlavně v prvńı polovině dok-

torátu; uváděná fakta se vztahuj́ı k době, kdy se autor problematikou zabýval, a vzhle-

dem k př́ıpadným úpravám v samotném experimentu nemuśı být aktuálńı. V rámci

této dizertace navazuje text kapitoly předevš́ım na zjǐstěńı z kapitoly 2. Antivod́ıkem se

rozumı́ vázaný stav jednoho pozitronu a jednoho antiprotonu. Protože formálńı přechod

od atomu vod́ıku k antivod́ıku lze provést (např́ıklad) pouhou změnou znamének kvan-

tových č́ısel, tato kapitola mezi těmito částicemi striktně nerozlǐsuje. Kř́ıžnými poli se

rozumı́ současný výskyt elektrického a magnetického pole libovolné vzájemné orientace.

Uvažovány jsou předevš́ım atomy antivod́ıku s vysokým kvantovým č́ıslem n – tedy

rydbergovské, v duchu celé této dizertace.

5.1 Experiment AEGIS a gravitačńı měřeńı

Experiment AEGIS byl vybudován v CERNu u Ženevy na Antiprotonovém decelerátoru

s úmyslem provést v úvodńı fázi svého provozu historicky prvńı př́ımé měřeńı gravitačńıho

zrychleńı antihmoty1 s přesnost́ı jednoho procenta. Měřeńı se mělo uskutečnit na ato-

mech antivod́ıku jakožto (anti)částićıch, které jsou hmotné, elektricky neutrálńı a v prin-

1přesněji: gravitačńıho zrychleńı antihmoty v gravitačńım/t́ıhovém poli Země
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cipu stabilńı, které lze relativně snadno připravit a se kterými lze manipulovat i při

ńızkých rychlostech2.

Teoretické předpovědi takového měřeńı nejsou jednoznačné – část odborné veřejnosti

se přikláńı k tvrzeńı, že trajektorie volného pádu bude stejná jako u běžné hmoty, jińı

očekávaj́ı gravitačńı repulzi mezi hmotou a antihmotou3 nebo projev gravivektorových

a graviskalárńıch interakćı4, které se maj́ı u běžné hmoty vzájemně vyrušovat; rozhod-

nout muśı experiment. Uvedená gravitačńı repulze nemuśı být v rozporu s obecnou

relativitou: V linearizované gravitaci, tedy pokud se metrický tenzor jen málo lǐśı

od plochého prostoročasu jako gµν = ηµν + hµν , a pro ńızké rychlosti pohybu testo-

vaćıch částic5 by se rovnice geodetiky pohybu testovaćı částice zjednodušila na

d2xρ

dτ2
= −

3∑
µ,ν=0

Γρµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
∼=

1

2

∂h00

∂xρ

(
dt

dτ

)2

, (5.1)

kde h00 má p̊uvod ve zdroji gravitace a souviśı s klasickým gravitačńım potenciálem

přepočteným na jednotku hmotnosti testovaćı částice φ̃ jako h00 = −2φ̃. Aplikace CPT

(nebo PT) inverze na rovnici (5.1), tedy ve smyslu možného mikroskopického výkladu

antihmoty dá

d2xρ

dτ2
∼= −

1

2

∂h00

∂xρ

(
dt

dτ

)2

. (5.2)

Pohyb antičástice v gravitačńım poli stejného zdroje v tomto př́ıstupu tedy vede na opač-

né gravitačńı zrychleńı, než s jakým se pohybuje částice z běžné hmoty6. Podrobněǰśı

odvozeńı lze nalézt v [1]; výpočet vycháźı z rozboru např. v [26].

2to vše jsou podmı́nky pro uskutečněńı měřeńı; je vhodné zkraje připomenout, že elektrická neu-

tralita neznamená netečnost k elektrickým nebo magnetickým poĺım, se kterými může částice interagovat

prostřednictv́ım svých dipól̊u, jak bylo demonstrováno např. v kapitole 2
3v př́ıpadě antivod́ıku v t́ıhovém poli Země tedy ”pád vzh̊uru”
4maj́ıćıch p̊uvod v Kaluzově-Kleinově teorii sjednoceńı gravitace a elektromagnetismu – v tom př́ıpadě

se předpov́ıdá, že by antihmota na Zemi sice padala dol̊u, ale s o něco větš́ım zrychleńım než pro běžnou

hmotu
5což oboj́ı by byl př́ıpad měřeńı v experimentu AEGIS
6naopak prostá C-inverze, kterou by podle CPT-teorému měla být hmota a antihmota jednoznačně

odlǐsena, ke změně rovnice geodetiky nevede
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5.2 Elektrická a magnetická pole v experimentu AEGIS

Koncept samotného měřeńı byl na počátku zamýšlen podle filozofie zachytit antiprotony

z Antiprotonového decelerátoru, nechat je při ńızké teplotě rekombinovat s pozitronii7

a čerstvě vzniklé rydbergovské antivod́ıky elektromagneticky urychlit do oblasti mimo

dosah elektrických a magnetických poĺı, kde by dominantńı silou na antivod́ıky p̊usob́ıćı

byla śıla gravitačńı, a v této oblasti zkoumat trajektorii (obecně) šikmého vrhu – schéma

s popiskem je v Obr. 5.1. To vše přirozeně v oblasti vysokého vakua. Možnost urychleńı

antiatomů pomoćı elektrického nebo magnetického pole je pro experiment kĺıčová – tak

jako lze pomoćı elektrických a magnetických poĺı manipulovat s nabitými částicemi, lze

s jejich pomoćı p̊usobit i na neutrálńı atomy, pokud maj́ı např. permanentńı dipólové

momenty.

V př́ıpadě nabitých částic je toto p̊usobeńı popsáno Lorentzovou silou

~F = q
(
~E + ~v × ~B

)
(5.3)

úměrnou náboji částice a vlastńım hodnotám elektrické intenzity ~E a magnetické indukce
~B v daném mı́stě. Pro dipólové částice je situace složitěǰśı; co se však standardně teore-

ticky předpokládá a co je experimentálně jasně prokázáno, je, že śıla na atomy p̊usob́ıćı

je úměrná prostorovým derivaćım poĺı ~E a ~B, neboli souhrnně jejich gradient̊um8.

Pro samotné vržeńı atomů antivod́ıku z oblasti jejich př́ıpravy nábojovou výměnou

do oblasti gravitačńıho měřeńı se v experimentu zamýšlelo použ́ıt vhodně uspořádané

elektrody, které by přivedeńım napět́ı na ně generovaly elektrostatické pole s gradientem

právě ve směru zamýšleného vrhu. Nelze ovšem ř́ıct, že tyto elektrody urychleńı vykonaj́ı

samy, protože v oblasti, kde se nacházej́ı, je trvalo př́ıtomno i silné magnetické pole

kv̊uli manipulaci s antiprotony – vzájemné p̊usobeńı elektrických a magnetických poĺı

na atom zároveň podle experimentu dokonce ani neńı lineárńı, což značně znesnadňuje

v̊ubec návrh vhodných elektrod a rozbor výsledných sil9. Jisté (jak podle teorie, tak

podle experimentu) je jen to, že pokud jsou v dané oblasti pole elektrické intenzity
~E a magnetické indukce ~B libovolně orientovaná, libovolně silná, ale homogenńı (tedy

bez gradient̊u), nebudou na těžǐstě atomu vod́ıku p̊usobit žádnou silou.

7tzv. reakce nábojové výměny, v AEGISu konkrétně: p− + Ps∗ → H̄∗ + e−, popř. se zd̊urazněńım

okamžitých (rydbergovských) kvantových stav̊u reaktant̊u a produkt̊u p− + Ps(nPs)→ H̄(nH̄) + e−

8lapidárně řečeno, tak jako se od náboje přecháźı k dipól̊um jakožto daľśımu členu multipólového

rozvoje, přecháźı se analogicky od nultých k prvńım derivaćım poĺı ~E a ~B, na nichž bude záviset śıla

p̊usob́ıćı na atomy v těchto poĺıch
9situaci by řešilo, kdyby samo magnetické pole urychlovalo antivod́ıky správným směrem (a elek-

trického pole by tedy nebylo v̊ubec třeba); autor tuto možnost také prověřoval
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Obr. 5.1: Schéma nejd̊uležitěǰśıch součást́ı experimentu AEGIS. Oblast tvorby an-

tivod́ıku je vyznačena černou barvou v levé polovině obrázku (společně s část́ı vyve-

denou v modré barvě se pak zároveň jedná o antiprotonovou (Malmberg-Penningovu)

past); antiprotony z Antiprotonového decelerátoru přicháźı do pasti, resp. oblasti tvorby

antivod́ıku zleva, pozitronia potom zespodu od oranžového obdélńıčku; malý fialový

elipsoid v černé oblasti tvorby antivod́ıku zpodobňuje oblak právě vytvořených atomů

antivod́ıku, větš́ı v oblasti žluté pak tentýž oblak již uvedený do pohybu (starkovskými)

urychlovaćımi elektrodami směrem doprava k oblasti gravitačńıho měřeńı; obě polohy

oblak̊u v obrázku přibližně inciduj́ı i s umı́stěńım urychlovaćıch elektrod zodpovědných

za transfer antiatomů do oblasti gravitačńıho měřeńı; celá levá polovina obrázku

se nacháźı uvnitř silného magnetického pole nutného pro záchyt antiproton̊u z An-

tiprotonového decelerátoru; naopak pravá polovina je vlivu tohoto magnetického

a urychlovaćıho elektrického pole odst́ıněna – jedná se o oblast gravitačńıho měřeńı; černý

obdélńık zcela vpravo představuje detektor vertikálńı souřadnice dopadaj́ıćıch atomů an-

tivod́ıku; a konečně světleǰśı obdélńıky mezi detektorem a levou polovinou obrázku jsou

mř́ıžky zodpov́ıdaj́ıćı za generováńı interferenčńıho, resp. st́ınového obrazce na detek-

toru. Přibližně v mı́stech styku levé a pravé poloviny obrázku maj́ı elektrické i mag-

netické pole silné gradienty – vlevo jsou obě pole silná, vpravo zanedbatelná. Převzato

z [27].
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Význam hodný zvláštńıho – již výše použitého – označeńı maj́ı v experimentu dvě

oblasti:

• oblast tvorby antivod́ıku, kde se nejprve akumuluj́ı antiprotony, kde reakćı nábojové

výměny antivod́ık vzniká a kde se nacházej́ı elektrody, jejichž sepnut́ım se čerstvě

vyrobeným antiatomům má udělit př́ıslušný impulz,

• a vzdálená oblast gravitačńıho měřeńı, kam je účelem antivod́ıky přesunout, aby

zde – odst́ıněny vlivu elektrických a magnetických poĺı v prvńı oblasti – prodělaly

samotný gravitačńı vrh.

Během svého života v těchto dvou oblastech a mezi nimi poćıt́ı antiatomy hned dvakrát

zásadńı změnu v elektrických nebo magnetických poĺıch – prvńı při sepnut́ı elektrod

a druhou kdesi mezi oběma oblastmi, kde se atom dostává z vlivu silných elektrických

a magnetických poĺı do mı́st, kde jsou odst́ıněna, přes – přirozeně – velké gradienty

zmı́něných poĺı. Prvńı změna je čistě časová a je považována za dostatečně náhlou, aby

se explicitńı časové závislosti10 nevěnoval zřetel; druhá změna je ovšem zásadńı, protože

prostorovým gradient̊um poĺı je určitým zp̊usobem úměrná śıla, která na atomy p̊usob́ı

a která tedy zásadńım zp̊usobem ovlivňuje jejich pohyb11. Autorovi dizertace tehdy

připadla úloha se touto problematikou zabývat – ideálně naj́ıt pohybovou rovnici atomů

vod́ıku v elektrických a magnetických poĺıch zároveň př́ıtomných12 a studovat podle ńı

trajektorie atomů v reálíıch experimentu AEGIS.

Magnetické pole má v experimentu AEGIS válcovou symetrii, je tedy plně popsané

dvěma složkami Br(r, z) a Bz(r, z) ve dvou válcových souřadnićıch r a z; jedná se o stej-

nou symetrii, jako maj́ı elektrická pole v (2.82). Podobná symetrie se předpokládá

i pro elektrické pole urychlovaćıch elektrod a tato kapitola se j́ı drž́ı13. Pohyb atomů

v prostoru je omezen stěnami omezuj́ıćımi oblast vysokého vakua – poloměr tohoto

fyzického válce je přibližně 5 centimetr̊u. Tento válec má osu položenou horizontálně,

tedy ve směru zamýšleného transferu antiatomů z oblasti př́ıpravy do oblasti gravitačńıho

měřeńı, a je v Obr. 5.1 vykreslen po řadě ve žluté, modré, černé a znovu žluté barvě.

Pr̊uběh magnetického pole, které je pevně dané a v rámci experimentu byla k dispozici

jeho polńı mapa, je v rozsahu r ∈ (0, 5) [cm] a z ∈ (−300,+300) [cm] na Obr. 5.2;

z = 0 cm odpov́ıdá oblasti tvorby antivod́ıku, v bĺızkosti z = 300 cm se pak nacháźı

detektor.
10”náběhu”
11přechod mezi oblastmi lze formálně chápat jako operaci transformace počátečńıch podmı́nek

při vzniku antiatomů na počátečńı podmı́nky vrhu v oblasti, kde se uvažuje jen śıla gravitačńı
12tedy analogon již zmı́něné Lorentzovy śıly (5.3) platné pro nabité částice
13všechna uvažovaná elektrická pole budou ve válcových souřadnićıch popsaná potenciálem Φ = Φ(r, z)
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Obr. 5.2: Vykresleńı polńı mapy magnetického pole experimentu AEGIS podle interńıho

dokumentu. Levo-pravý směr v rozsahu (−300,+300) [cm] odpov́ıdá válcové ose z, druhý

rozměr základny je radiálńı válcová souřadnice r ∈ (0, 5) cm a na svislé ose je magnetická

indukce v teslách; horńı polovina představuje Br(r, z), spodńı pak Bz(r, z).

5.3 Spektrum vod́ıku ve vněǰśıch poĺıch

Jeden z možných popis̊u atomu vod́ıku je hamiltoniánem

Ĥ = Ĥcoul. + Ĥfine + Ĥelmg., (5.4)

kde po řadě coulombický hamiltonián Ĥcoul., hamiltonián jemné struktury Ĥfine a hamil-
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tonián interakce s vněǰśımi elektrickými a magnetickými poli Ĥelmg. jsou (v soustavě SI)

po řadě dány jako

Ĥcoul. =
~̂p 2

2me
− e2

4πε0r̂
= −mec

2

(
1

2
∆ +

αΛC
r

)
, (5.5a)

Ĥfine = − ~̂p 4

8m3
ec

2
+

e2h̄2

4πε0m2
ec

2r3
~̂L · ~̂S +

e2h̄2

8ε0m2
ec

2
δ(~r) =

= mec
2

(
−1

8
Λ4
C∆2 +

αΛ3
C

r3
~̂L · ~̂S +

πα

2
Λ3
Cδ(~r)

)
, (5.5b)

Ĥelmg. =
eh̄

2me
B
(
L̂3 + 2Ŝ3

)
+
e2B2

8me
r̂2 sin2 θ − eE (x̂ sin γ + ẑ cos γ) . (5.5c)

Hamiltonián Ĥcoul. představuje neporušený popis atomu bez korekćı vyjádřených daľśımi

členy v (5.5)14; Schrödingerova rovnice Ĥψn = Wnψn pro Ĥ = Ĥcoul. vede na spektrum

energíı vyjádřené Rydbergovou formuĺı

Wn = − R
n2

= −1

2
mec

2α2 1

n2
, (5.6)

kde α je konstanta jemné struktury, mec
2 je klidová energie elektronu, n hlavńı kvantové

č́ıslo atomu vod́ıku a R = e2me
32π2ε2h̄2 = 1

2mec
2α2 je Rydbergova konstanta vyč́ıslená ovšem

pro hmotnost elektronu – korekce (5.6) na konečnou hmotnost jádra prostřednictv́ım

redukované hmotnosti atomu µ je Wn = − R
n2 · µ

me
.

Tzv. jemná struktura je zohledněna hamiltoniánem Ĥfine; po řadě obsahuje prvńı

kinematickou relativistickou korekci, korekci na interakci mezi orbitálńım a spinovým

momentem hybnosti elektronu15 a korekci na fluktuace v elektronové orbitě (tzv. Dar-

win̊uv člen). Celková oprava k energíım (5.6), pokud se Ĥfine uvažuje jako porucha

k Ĥcoul., je úměnrá α4 a v této práci se neuvažuje; Ĥfine je uváděn jen pro úplnost, aby

bylo zřejmě, že obsahuje jiný člen závislý na ~̂L a ~̂S než Ĥelmg..

Konečně Ĥelmg. se také obvykle uvažuje jako porucha k Ĥcoul.; jeho formulace v jazyku

B = | ~B| a E = | ~E| předpokládá takovou volbu soustavy souřadnic, že vektor magnet-

ické indukce ~B je rovnoběžný s osou z a vektor elektrické intenzity ~E lež́ı v rovině

x-z; γ je pak úhel sevřený vektory ~B a ~E. Posledńı člen v (5.5c) popisuje interakci

atomu s elektrickým polem; prvńı člen (tzv. paramagnetický) určuje vliv magnetického

14v (5.5a) ovšem může být bez přidáváńı daľśıch člen̊u zahrnuta korekce na konečnou hmotnost jádra

prostřednictv́ım redukované hmotnosti atomu
15samy operátory ~̂L a ~̂S jsou v tomto zápisu bezrozměrné
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pole na atom vod́ıku; druhý člen (tzv. diamagnetický) je daľśı zp̊usob interakce vod́ıku

s magnetickým polem, je však slabš́ı než paramagnetický16 a v této práci se zanedbává.

Při zanedbáńı diamagnetického členu je pak hamiltonián interakce vod́ıku s vněǰśımi

elektrickými a magnetickými poli dán jako

Ĥelmg. =
eh̄

2me
B
(
L̂3 + 2Ŝ3

)
− eE (x̂ sin γ + ẑ cos γ) (5.7)

a při neuvážeńı spinu elektronu (tzv. naivńı hamiltonián) se ještě v́ıce zjednoduš́ı na

Ĥelmg. =
eh̄

2me
BL̂3 − eE (x̂ sin γ + ẑ cos γ) (5.8)

Aplikace poruchového počtu na atom vod́ıku s neporušeným hamiltoniánem Ĥcoul.

a poruchou Ĥelmg. při ~E = 0, tedy př́ıtomnosti jen magnetického pole, vede na (normálńı)

Zeeman̊uv jev – štěpeńı hladin (5.6) podle magnetického kvantového č́ısla m ∈ {−(n −
1), ..., n− 1} na 2n− 1 podhladin:

Wn = − R
n2

+
eh̄

2me
Bm (5.9)

Totéž pro ~B = 0 (jen elektrické pole) dá Starkovo štěpeńı každé energetické hladiny

(5.6) také na 2n− 1 podhladin, tentokrát ale podle tzv. parabolického kvantového č́ısla

p ∈ {−(n− 1), ..., n− 1} [20]:

Wn = − R
n2

+
3

2
ea0nEp (5.10)

Podobnost mezi (5.9) a (5.10) je v́ıc než nápadná – korekčńı energie jsou př́ımo úměrné

absolutńı hodnotě vněǰśıho pole a kvantovému č́ıslu prob́ıhaj́ıćımu stejnou množinu.

Nab́ıźı se domněnka, že v kř́ıžných poĺıch by rozštěpeńı mohlo být dáno jako superpozice

(5.9) a (5.10), tedy

Wn = − R
n2

+
eh̄

2me
Bm+

3

2
ea0nEp, (5.11)

to je ale v rozporu s experimentem, podle kterého rozštěpené spektrum explicitně záviśı

na úhlu γ mezi vektory ~E a ~B17. V kvantové mechanice se úloha nalezeńı porušeného

spektra atomu vod́ıku v křižných poĺıch zdá být analyticky neřešitelná. Tato pot́ıž

bezprostředně souviśı s t́ım, že elektrická a magnetická porucha v (5.5c) spolu explicitně

nekomutuj́ı – přejde-li se z adaptované soustavy souřadnic v (5.5c) k obecné, přejde

(5.5c) na

16kromě př́ıpadu nulového obritálńıho momentu elektronu
17o tom se lze přesvědčit i numerickým výpočtem [1]
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Ĥelmg. =
eh̄

2me

~B~L− e ~E ~R. (5.12)

Komutátor obou poruch v (5.12) je, jak bylo ukázáno v [1], dán jako[
eh̄

2me

~B~L,−e ~E ~R
]

= ih̄
e2

2me

(
~E × ~B

)
~R, (5.13)

tedy jen v př́ıpadě, že je jedno z poĺı nulové, nebo pokud jsou obě pole rovnoběžná, plat́ı

odhad (5.11)18. Nesouměřitelnost obou poruch nav́ıc také znamená, že kvantová č́ısla m

a p jsou dobře definovaná jen pro př́ıtomnost jednoho z poĺı – kvantové č́ıslo m je dobře

definované jen pro samotné magnetické pole; je-li elektrické pole nenulové (bez ohledu

na to, je-li nenulové i magnetické pole), potom kvantové č́ıslo m neńı dobře definované.

Naopak pro kvantové č́ıslo p – to se projevuje mimo jiné i t́ım, že pro nalezeńı Starkova

spektra je potřeba přej́ıt k vhodněǰśı bázi než ψnlm.

Řešeńı překvapivě nab́ıźı tzv. ”stará kvantová teorie”19, tedy formalismus historicky

použ́ıvaný před formulaćı Schrödingerovy rovnice. Spektrum energíı systému se v ńı

nejčastěji hledalo z tzv. periodických kvantovaćıch podmı́nek∮
pidqi = nih (5.14)

pro kanonicky sdružené souřadnice qi a hybnosti pi; integruje se pro jednu periodu

pohybu systému při konstantńı celkové energii. Jak je ukázáno v [19], podle (5.14)

je přesně řešitelná úloha atomu vod́ıku s poruchou (5.12), a to pro nulové elektrické

pole (výsledkem je Zeemanovo štěpeńı stejně jako (5.9)), pro nulové magnetické pole

(vedoućı na Starkovo štěpeńı identické (5.10)), ale také úloha vod́ıku v křižných poĺıch,

tedy současné netriviálńı př́ıtomnosti obou poĺı.

Protože je př́ıstup d́ıky (5.14) v podstatě nadstavbou klasické mechaniky, maj́ı

i výsledky klasickou interpretaci – u Zeemanova štěpeńı (Larmorovu) precesi vektoru

(permanentńıho) magnetického dipólu ~µm okolo směru ~B, přičemž eh̄
2me

m v (5.9) je

pr̊umět tohoto dipólu do směru ~B (tedy osy kužele opisovaného preceśı). V př́ıpadě

elektrického pole je rovněž interpretována precese okolo směru ~E, a sice (Laplace-)Runge-

Lenzova vektoru ~A. Konečně u atomu vod́ıku př́ıtomného v kř́ıžných poĺıch vede výpočet

rovněž k precesi, konkrétně k dvojici nezávislých preceśı dvou r̊uzných lineárńıch kom-

binaćı vektor̊u ~µm a ~A kolem dvou lineárńıch kombinaćı směr̊u ~E a ~B – výsledek je:

18v [1] je uveden ještě jeden speciálńı př́ıpad, pro nějž se porušené spektrum podobné (5.11) dá dopředu

uhodnout
19Old Quantum Theory
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Wn = − R
n2

+

∣∣∣∣32a0en~E +
eh̄

2me

~B

∣∣∣∣nA +

∣∣∣∣−3

2
a0en~E +

eh̄

2me

~B

∣∣∣∣nB (5.15)

Že se jedná opravdu o dvojici preceśı, je rozebráno v [1]. Nová kvantová č́ısla na a nB

nabývaj́ı hodnot z množiny
{
−n−1

2 , ...,+n−1
2

}
, tj. jdou po jedničce, v př́ıpadě lichých n

nabývaj́ı hodnot celých č́ısel a v př́ıpadě suchých n potom polovičńıch zlomk̊u. Degen-

erace n-té hladiny je pak n2, jak udává i moderńı kvantová mechanika pro atom vod́ıku

bez uvážeńı spinu. Jak z (5.15) plynou Stark̊uv a Zeeman̊uv jev je zřejmé; v obou

př́ıpadech je sice př́ıslušné kvantové č́ıslo dáno jako součet nA a nB, což ale neimplikuje,

že by si rovná byla i č́ısla m a p, jak dolož́ı rozbor (5.13). Explicitńı závislost tohoto

spektra na úhlu γ vyplyne po rozepsáńı absolutńıch hodnot, jak lze nalézt v [1]; tamtéž

autor navrhoval začleněńı vlivu spinu elektronu prostým aditivńım členem k (5.9), prob-

lematika ale ještě nebyla d̊ukladněji prozkoumána – tato práce se drž́ı bezspinového

popisu. Autor vložil d̊uvěru ve vztah (5.15) jako výchoźı bod postulováńı dynamiky

atomu v kř́ıžných poĺıch.

5.4 Pohybová rovnice atomu vod́ıku v křižných poĺıch

Dosud prezentovaný rozbor se týkal spektra atomu, tedy jeho vnitřńıho, časově ne-

proměnného20 uspořádáńı v jeho vlastńı těžǐsťové soustavě (standardně se dokonce jaké-

koliv vněǰśı pole v objemu atomu předpokládá jako homogenńı), což zdánlivě nijak ne-

souviśı s vněǰśımi silami, které na takový atom (resp. jeho těžǐstě) v elektrickém a mag-

netickém poli p̊usob́ı a které by měly být úměrny prostorovým derivaćım těchto vněǰśıch

poĺı.

Dynamiku částice s permanentńım dipólem ve vněǰśım poli, ať elektrickém nebo

magnetickém, je běžně obsahem i úvodńıch kurz̊u elektromagnetismu. Protože je taková

částice prostřednictv́ım svého dipólu v prostoru orientovaná, nejedná se př́ısně vzato

o hmotný bod a má v́ıce než tři stupně volnosti. Magnetický dipól v magnetickém poli

[28] se pohybuje podle silové a momentové rovnice

M ~̈R = ~F =
(
~µm · ~∇

)
~B, (5.16a)

~̇L = ~M = ~µm × ~B, (5.16b)

kde ~L je moment hybnosti dipólové částice a M jej́ı hmotnost. Obě rovnice lze vysle-

dovat např́ıklad z rozboru sil p̊usob́ıćıch na elementárńı proudovou smyčku jakožto model

20pokud jsou neproměnná i vněǰśı pole
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částice s permanentńım magnetickým dipólem. Prvńı rovnice sice popisuje vněǰśı silový

účinek pole na dipól ve smyslu translace, tedy podobně jako (5.3), ale nepodává o po-

hybu úplnou informaci, nýbrž tvoř́ı s druhou z rovnic soustavu – prvńı rovnice záviśı

na okamžité orientaci vektoru ~µm, kterou určuje druhá z rovnic; ta ale záviśı na vektoru

magnetické indukce v daném mı́stě, který se při pohybu dipólu prostorem podle prvńı

rovnice může měnit21.

Soustavu (5.16) ovšem lze aplikaćı některých d̊uvodných předpoklad̊u. Prvńım je

předpoklad, že okamžitá precese daná rovnićı (5.16b) je v porovnáńı s pohybem dipólové

částice prostorem natolik rychlá, že se při časovém vystředováńı účinky složek mag-

netického vektoru v rovině kolmé k ose precese efektivně vyruš́ı a magnetický moment

z̊ustane reprezentován jen svým pr̊umětem ~µm(B)
22 do směru ~B. Druhým předpokladem

je, že osa Larmorovy precese sleduje lokálńı směr magetické indukce při pohybu částice

prostorem okamžitě, tedy nevykazuje svého druhu setrvačnost v natáčeńı, dokmity a daľśı

jevy, které obecně vyloučit nelze. V [1] se jako podmı́nky splněńı výše uvedených dvou

předpoklad̊u uvád́ı, aby pohyb dipólu prostorem byl nerelativistický a aby samo mag-

netické pole nebylo vysokofrekvenčńı. Jedná se o stejné úvahy jako v kapitole 2 při ob-

hajobě zavedeńı potenciálńı energie (2.10) pro př́ıpad permanentńıho elektrického dipólu

(pouze s podrobněǰśı demonstraćı na př́ıpadu Larmorovy precese magnetického dipólu),

kde byla aproximace nazvána kvazistatická, reps. adiabatická. Za techto předpoklad̊u je

efektivně momentová rovnice vyloučena, částice má tři stupně volnosti a jej́ı dynamika

je plně popsána silovou rovnićı

M ~̈R = ~F = −~∇Wp, (5.17)

kde

Wp = µm(B)

∣∣∣ ~B(~R)
∣∣∣ = µm(B)B(~R) (5.18)

je efektivńı potenciálńı energie částice v magnetickém poli, stejně jako je j́ı (2.10)

pro elektrický dipól v poli elektrickém.

V klasické fyzice je úhel mezi vektory µm a ~B – a tedy i pr̊umět µm(B) – při Larmorově

precesi dán počátečńımi okolnostmi pohybu; v kvantové mechanice může nabývat jen

diskrétńıch hodnot – protože se úloha přeformulovala do řeči pr̊umětu vektoru magne-

tického dipólu, neńı už složité identifikovat (5.18) se Zeemanovým štěpeńım (5.9). Po-

tenciálńı energie (5.18) je tedy v př́ıpadě magnetického pole poj́ıtkem mezi mikrostruk-

21t́ım sṕı̌s se měńı, pokud má magnetické pole v prostoru gradienty, které podle (5.16a) částici rozpo-

hybuj́ı
22značeńı analogické vztah̊um (2.10) a (2.11) – a přidruženému textu – v kapitole 2
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turou atomu a makroskopickými silovými účinky na něj jako celek pohybuj́ıćı se v pros-

toru. Stejně tomu bylo u elektrického dipólu v elektrickém poli (probráno v kapitole 2

této práce) a ke stejnému závěru vedla i analýza situace atomu v kř́ıžných poĺıch v [1].

Lze shrnout, že úvaha postulováńı dynamiky vod́ıku nebo antivod́ıku spoč́ıvá v nale-

zeńı vztahu mezi permanentńımi dipóly atomu a jeho projekcemi, energíı elektronu

atomu porušeného vněǰśımi poli (tedy rozštěpeným spektrem atomu), potenciálńı ener-

gíı celého atomu v těchto poĺıch (vyjádřenou v projekćıch dipól̊u) a silovými účinky

těchto poĺı na atom jako celek23. V rozboru je implicitně obhájen i zdánlivý paradox,

že pro určeńı spektra atomu stač́ı brát vněǰśı pole v mı́stě atomu lokálně homogenńı,

zat́ımco śıla, která na atom p̊usob́ı, explicitně záviśı na prvńıch derivaćıch těchto poĺı.

Vztah pro potenciálńı energii (5.15) byl převzat z [19] na základě identifikace pr̊umět̊u

dipól̊u v něm. Pohybová rovnice atomu antivod́ıku jako bodové částice v kř́ıžných poĺıch

je konečně dána jako24

M ~̈R = −~∇
(
− R
n2

+

∣∣∣∣32a0en~E(~R) +
eh̄

2me

~B(~R)

∣∣∣∣nA +

∣∣∣∣−3

2
a0en~E(~R) +

eh̄

2me

~B(~R)

∣∣∣∣nB)
(5.19)

Matematicky jde o obyčejnou vektorovou autonomńı diferenciálńı rovnici druého řádu.

Kromě [1] je zavedeńı této dynamiky shrnuto i v [18].

5.5 Rozměrový rámec experimentu

• V této sekci budou zmı́něna vybrané uvažované parametry experimentu vycházej́ıćı

z [27] a [1].

• Magnetické pole experimentu AEGIS, vykreslené podle polńı mapy na Obr. 5.2,

má maximálńı indukci 3 T.

• Elektrická pole pro urychleńı atomů maj́ı horńı limit intenzity 100 kV/m. Při těchto

vněǰśıch podmı́nkách jsou pro sousedńı kvantová č́ısla atomu vod́ıku n vyloučena

kř́ıžeńı rozštěpených hladin.

• Excitace nebo ionizace atomů polem se zcela zanedbávaj́ı pro n ≤ 25.

23za předpokladu d̊uvodné eliminace jinak nutné momentové rovnice
24po výkladové stránce má ponecháńı i vynecháńı členu − R

n2 , který se derivaćı samozřejmě vynuluje,

svoje výhody i nevýhody; je vhodné upozornit, že R je stále Rydbergova konstanta, nikoliv absolutńı

hodnota ~R
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• Kvantová č́ısla n připravovaného antivod́ıku budou odvislá od kvantových stav̊u

pozitroníı, ze kterých se připravuj́ı. Plat́ı, že č́ım vyšš́ı je stav pozitroníı, t́ım vyšš́ı

bude nejen střed rozděleńı stav̊u antivod́ıku, ale i jeho š́ı̌re. Vyšš́ı kvantový stav

– zhruba řečeno – prodlužuje dobu životu daného stavu, zvyšuje účinný pr̊uřez

reakce nábojové výměny a znamená i potenciálně25 větš́ı citlivost na vněǰśı pole.

Původně se jako ideálńı kvantový stav poč́ıtalo s n = 35, později se začaly brát

v úvahu i stavy nižš́ı (stále ale rydbergovské).

• Teplota v oblasti př́ıpravě antivod́ıku by měla být držena na 0, 1 K.

• Přivedeńı napět́ı na urychlovaćı elektrody v řádu nanosekund zaručuje poměrně

přesné určeńı celkové doby letu26 antiatomů k detektoru. Celý pohyb se skládá

z přechodu atomu gradienty po obecně komplikované trajektorii a až potom gravitač-

ńıho vrhu – počátečńı podmı́nky druhého jmenovaného nejsou př́ımo měřitelné, ale

je nutné je extrahovat z celkové doby letu, předpokládaného rozděleńı kvantových

stav̊u antivod́ıku, detailńı znalosti použitých poĺı a pohybových zákon̊u antiatomů

v nich27.

• Rychlosti antivod́ıku po urychleńı by se ideálně měly vej́ıt mezi 100 a 1000 m/s.

• Kinematika př́ıpravy antivod́ıku (tedy přenos hybnosti z antiproton̊u na antivod́ıky)

a jeho př́ıpadné deexcitace byla řešena v [1], v této práci k nim neńı přikládán

význam28.

5.6 Autor̊uv př́ınos k experimentu v době doktorátu

Autor dizertace se aplikaćı pohybové rovnice podle (5.19), kterou sestavil v rámci své

diplomové práce, zabýval v prvńı polovině doktorátu. Detailńı pochopeńı proces̊u urych-

leńı antiatomů v křižných poĺıch29 a přechod silných gradient̊u může mı́t pro samotný

experiment zásadńı význam. Autor svoje úsiĺı koncentroval převážně do následuj́ıćıch

oblast́ı:

25podle ostatńıch kvantových č́ısel, jejichž množina je ale od n odvislá
26time-of-flight
27autor postuluje (5.19)
28změna rychlosti atomu antivod́ıku od zpětného ráz̊u při vyzářeńı deexcitačńıho fotonu je sice sama

o sobě zanedbatelná, při d̊usledné práci s deexcitacemi je ale potřeba vźıt v potaz, že dojde ke změnám

kvantových č́ısel a t́ım skokově i śıly, která na atom p̊usob́ı
29kdy nominálně jen jedno z poĺı je urychlovaćı, ale jejich současné p̊usobeńı na atom neńı lineárńı
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• nalezeńı libovolného netriviálńıho pole (nebo poĺı), v nichž by se pro úlohu po-

hybu atomu podle (5.19) dalo naj́ıt přesné řešeńı (jako testovaćı řešeńı správnosti

numerických algoritmů)

• sestaveńı simulačńıho programu pro numerické řešeńı pohybu antivod́ıku v reálíıch

experimentu AEGIS

• nalezeńı přesného řešeńı Poissonovy rovnice pro elektrostatické pole, které by

mělo válcovou symetrii a prostorové gradienty (také) ve směru osy této symetrie

– pro studium urychlovaćıch schopnost́ı izolovaného elektrického pole vzhledem

k atomům

• prověřeńı možnosti, jestli samo magnetické pole nemá pro některé kvantové stavy

antivod́ıku urychlovaćı schopnost (a tedy elektrické pole by nebylo v̊ubec potřeba)

• volba vhodného testovaćıho elektrického pole s urychlovaćı schopnost́ı z třet́ıho

bodu výčtu, porovnáváńı trajektoríı antivod́ıku v tomto poli samotném, v samot-

ném daném magnetickém poli experimenetu AEGIS a v obou (křižných) poĺıch

zároveň a doložeńı, že obě pole zároveň umožńı s antivod́ıkem manipulovat zamýš-

leným zp̊usobem, na konstruktivńım př́ıkladu

Prvńı bod je náplńı kapitoly 2 této dizertace, tedy keplerovský pohyb částic s per-

manentńım elektrickým dipólem v prostoru mezi koaxiálńımi válcovými elektrodami.

Pro atom vod́ıku samozřejmě stač́ı dosazovat pr̊uměty dipólu podle Starkova štěpeńı

jako µe(E) = 3
2a0enp. Ostatńım bod̊um se budou věnovat následuj́ıćı sekce. Autorovy

závěry přispěly k pochopeńı problematiky, byly prezentovány kolaboraci experimentu

a zohledněny v kolektivńıch publikaćıch kolaborace, např. [29] nebo [30], kde je autor

dizertace uveden jako spoluautor.

5.7 Simulačńı program a výsledky vybraných simulaćı

Autor vedl skupinu, která napsala program pro simulaci pohybu atomů antivod́ıku v ex-

perimentu AEGIS. Tento program je nástroj pro numerickou integraci rovnice (5.19)

při zadaných ~E(~R) a ~B(~R), konkrétně metodou Runge-Kutta. Protože se obě pole

předpokládaj́ı s válcovou symetríı, zadávaj́ı se obě pole na dvourozměrné (r-z) mř́ıži

– tzv. poĺı mapě; v př́ıpadě magnetického pole se tedy jedná o dvojici funkćı Br(r, z)

a Bz(r, z)
30 vyč́ıslenou v konečném počtu diskrétńıch uzl̊u; podobně pro pole elektrické.

30vykreslenou pro př́ıpad magnetického pole experimentu AEGIS na obr. 5.2
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Možný zp̊usob, jak se pro obecný polohový vektor urč́ı hodnoty poĺı z takové diskrétńı

mř́ıže, je probrán v druhé části kapitoly 2 této dizertace – návod je aplikovatelný i na v́ıce-

rozměrnou funkćı v́ıce proměnných, což ~E(~R) i ~B(~R) obecně jsou, nav́ıc zohledňuje i nut-

nost, aby interpolovaná31 funkce byla spojitá včetně prvńıch prostorových derivaćı32.

Simulátor přeruš́ı běh, pokud se částice dostane do mı́st, kde konč́ı vakuová oblast33. Au-

tor odvodil, sestavil a otestoval d́ılč́ı procedury v jazyce PASCAL, jejich převod do jazyka

C++ a zkompletováńı do formy př́ıstupněǰśı pro daľśı uživatele bylo na ostatńıch členech

skupiny; autor by obzvláště rád jmenoval studenta Rastislava Čermáka. Pohyb atomu

v cylindrickém elektrickém poli (2.21c), přesně odvozený v kapitole 2, posloužil jako

dobrý d́ılč́ı test správnosti pr̊uběhu a výsledku simulaćı; pro uzavřené trajektorie se

výsledky simulaćı od přesných lǐsily zanedbatelně i po mnoha periodách oběhu. Práce

na simulačńım programu završila autor̊uv pod́ıl na experimentu AEGIS; program byl

použit při psańı několika studentských praćı [31, 32].

5.8 Elektrické pole s gradienty podél válcové symetrie

Autor řešil úlohu nalezeńı takového přesného řešeńı Poissonovy rovnice ve válcových

souřadnićıch34

∂2Φ

∂r2
+

1

r
· ∂Φ

∂r
+
∂2Φ

∂z2
= 0, (5.20)

aby řešeńı vykazovalo prostorové derivace ve směru (válcové) osy z. Nejintuitivněǰśım

by bylo takové, které by se mı́sto přesně válcového tvaru volně rozev́ıralo do trychtýře

– zaj́ımavým se ukázal být potenciál poskládaný z partikulárńıch řešeńı (2.82) jako

Φ(r, z) =

(
z − z∞
zid. − z∞

)
·

(
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin

)
; (5.21)

druhá závorka je identická (2.21c) a prvńı obsahuje dva volné parametry zid. a z∞

s rozměrem délky.

Že se jedná o přesné řešeńı, má hned dvě výhody – jednak numerické řešeńı po-

hybu částic v tomto poli neńı v principu zat́ıženo přibližnou znalost́ı pole a jednak

z přesného tvaru (5.21) lze snadno odvodit rovnice ekvipotenciál Φ(r, z) = Φkonst. jako

r = r(z; Φkonst.):

31”vysplinovaná”
32jinak hroźı, že řešeńı bude nefyzikálńı, jak se v kapitole 2 také diskutovalo
33”náraz na stěnu”
34tedy (2.15) pro př́ıpad ∂Φ

∂ϕ
= 0, ale obecně ∂Φ

∂z
nulové neńı, na rozd́ıl od (2.16)
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r = rine
ln
rout
rin

Φout−Φin
·
(
zid.−z∞
z−z∞

·Φkonst.−Φin

)
(5.22)

Tyto křivky zároveň představuj́ı tvary elektrod35, které by př́ıslušné pole generovaly.

Obr. 5.3: Schématické zobrazeńı elektrického pole (5.21) pomoćı ekvipotenciál (5.22)

v rovině r-z. Vodorovná osa je osa z, svislou osou je pak radiálńı r ≥ 0. Zeleně

jsou pro srovnáńı vyznačeny dvě přesně válcové elektrody řešeńı (2.21c), červeně pak

ty ekvipotenciály řešeńı (5.21), které maj́ı parametry společné s (2.21c) – prot́ınaj́ı se

na z = zid., které je zde rovno 0. Pro vykresleńı bylo (bez specifikace jednotek) voleno:

Φout = 2, Φin = −2, rout = 5, rin = 0, 5; pro posledńı parametr je voleno z∞ = 3. Řešeńı

(5.21) má právě jednu (v obrázku rovněž zobrazenou) ekvipotenciálu přesně válcovou,

konkrétně Φ = 0, která nastává pro r = rin

(
rout
rin

) Φin
Φin−Φout , zde tedy

√
10
2 .

Podle potenciálu (5.21) jsou složky elektrické intenzity určeny jako36

Ez = −∂Φ

∂z
= − 1

zid. − z∞
·

(
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin

)
, (5.23a)

Er = −∂Φ

∂t
= − z − z∞

zid. − z∞
· Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
, (5.23b)

35a jim př́ıslušná napět́ı
36je vhodné poznamenat, že v tomto testovaćım poli z podstaty neńı možné zkoumat přechody atomů

přes gradienty elektrického pole do oblasti, kde pole vymiźı; přechodu přes tyto gradienty v př́ıpadě

magnetického pole se ale simulace v následuj́ıćı sekci d̊usledně věnuj́ı
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a samozřejmě triviálně Eϕ = 0. Absolutńı hodnota je pak dána jako

E =
∣∣∣ ~E∣∣∣ =

√
E2
r + E2

z =

=

√√√√( z − z∞
zid. − z∞

· Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r

)2

+

(
1

zid. − z∞
·

(
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin

))2

=

= ± 1

zid. − z∞
· Φout − Φin

ln rout
rin

·

√(
z − z∞
r

)2

+

(
ln

r

rin
+

Φin

Φout − Φin
· ln rout

rin

)2

. (5.24)

Po dosazeńı do (5.19), tedy daľśım derivováńı a zkomplexněńı výrazu, nevzbuzuje toto

pole př́ıslib nalezeńı nějakého přesného řešeńı. Nadějný by mohl být pohyb podél válcové

ekvipotenciály popsané v Obr. 5.3 – pro ni (popř. v jej́ı těsné bĺızkosti) je totiž druhá

závorka pod odmocninou nulová, a tedy

E = ± z − z∞
zid. − z∞

· Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
. (5.25)

Pohybové rovnice pak tedy podle (5.19) jsou

Mr̈ = ±µe(E) ·
z − z∞
zid. − z∞

· Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r2
, (5.26a)

Mz̈ = ∓µe(E) ·
1

zid. − z∞
· Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
. (5.26b)

Při označeńı A ≡ µe(E)

M · 1
zid.−z∞ ·

Φout−Φin

ln
rout
rin

a z̃ ≡ z − z∞ přecháźı (5.26) na

r̈ = ±Az̃
r2
, (5.27a)

¨̃z = ∓A
r

(5.27b).

Porovnáńım obou rovnic vyplývá f(r) = r̈r = −¨̃zz̃ = g(z̃), takže obě strany bilance muśı

být rovny konstantě, a to už jednoduché diferenciálńı rovnice jsou. Žádné řešeńı soustavy

se ale nedrž́ı v bĺızkosti válcové ekvipotenciály na r = rin

(
rout
rin

) Φin
Φin−Φout , pro kterou bylo

(5.24) zjednodušeno na (5.25), řešeńı tedy nelze považovat za platná. Analýza je ale

užitečná v tom, že lze očekávat pohyb podobného typu jako r̈ = konst.
r , což v rovině

kolmé na osu z obecně vede na neuzavřené trajektorie, jak simulace v nezjednodušeném

(5.24) také potvrzuj́ı.
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5.9 Výsledky simulaćı

V simulačńım programu popsaném v sekci 5.7 byly zkoumány pohybové tendence atomů

vod́ıku, resp. antivod́ıku. Jako pole, ve kterých se pohybovaly, byly voleny magnet-

ické pole experimentu AEGIS, představené v Obr. 5.2, a elektrické pole podle (5.21)

s následuj́ıćımi parametry:

Φout = +200 V,Φout = −200 V, rout = 0, 05 m, rout = 0, 005 m, zid. = 0, z∞ = 4 m

(5.28)

Pole s těmito parametry v rozhodné oblasti podle (5.21) vyhovuje limitu 100 kV/m

a elektrody, které jej bud́ı, se vejdou do vakuové oblasti popsané v sekci 5.2. Numerické

simulace, a to ani ve velkém počtu nemohou podat vyčerpávaj́ıćı zprávu o možnostech

pohybu částic v poĺıch; autor hledal speciálńı druhy trajektoríı. Účelem simulaćı prezen-

tovaných v této dizertaci konkrétně bylo prokázat, že pole (5.21) urychluje atomy ve směru

osy z a že v křižných poĺıch je možný urychlený pohyb antivod́ık̊u ve smyslu potřeby ex-

perimentu AEGIS, uvedené dř́ıve v této kapitole; a také prověřit možnost požadovaného

urychleńı antiatomů samotným polem magnetických. Př́ıklady úspěšných simulaćı jsou

shrnuty v obrázćıch. V simulaćıch, kde bylo př́ıtomno magnetické pole (ať už samo, nebo

s elektrickým), byly uvažovány jen ty trajektorie částic, které alespoň jednou přejdou

přes jeho velký prostorový gradient. Časový krok byl volen 10 ns.

Společná legenda k následuj́ıćım obrázk̊um: v každé z koláž́ı je vrchńı třetina 3D graf

trajektorie v osách x (ven z nákresny), y (svislá), z (vodorovná), pro přehlednost škály

neodpov́ıdaj́ı; prostředńı třetina je pr̊umět trajektorie do roviny x-z; ve spodńı třetině

vlevo je pr̊umět trajektorie do roviny x-y; a vpravo pak závislost složky rychlosti částice

rovnoběžné s osou z (tedy vz) na čase; x-y-z a x-z grafy maj́ı v levé části bod, kde

se atom nacháźı na počátku simulace, pravý okraj z = 3 m potom odpov́ıdá umı́stěńı

detektoru, kam je úmysl pomoćı poĺı atom dostat; pokud je použito elektrické pole, mysĺı

se (5.21) s (5.28); pokud je použito magnetické pole, mysĺı se to převzaté z [27] na Obr.

5.2; hodnoty x0 = 0, y0 = 0, 015811 m, z0 = 0.5 m, vx(0) = 0 m/s jsou společné všem

simulaćım, vy(0) a vz(0) (a jim odpov́ıdaj́ıćı teplota) společně s kvantovými stavy jsou

uvedeny u jednotlivých obrázk̊u.
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Obr. 5.4: Simulace pouze s magnetickým polem pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) =

80 m/s, vz(0) = 2000 m/s (T ∼= 161, 6 K) – stejné jako v Obr. 5.5 a 5.6. Atom k detektoru

nedolet́ı, je stržen na stěnu oblasti povoleného pohybu.
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Obr. 5.5: Simulace pouze s elektrickým polem pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) =

80 m/s, vz(0) = 2000 m/s (T ∼= 161, 6 K) – stejné jako v Obr. 5.4 a 5.6. Atom k detektoru

dolet́ı po deformované spirále, elektrické pole zvyšuje rychlost atomu téměř rovnoměrně,

ale ne o moc.
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Obr. 5.6: Simulace s oběma poli pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) = 80 m/s, vz(0) =

2000 m/s (T ∼= 161, 6 K) – stejné jako v Obr. 5.4 a 5.5. Atom k detektoru dolet́ı

po deformované spirále s menš́ım množstv́ım period než na Obr. 5.5, rychlost atomu

nejprve klesne, pak se zvyšuje jen málo.
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Obr. 5.7: Simulace pouze s elektrickým polem pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) =

78 m/s, vz(0) = 850 m/s (T ∼= 29, 4 K) – stejné jako v Obr. 5.8. Atom k detektoru dolet́ı

po spirále, podobně jako v Obr. 5.5.
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Obr. 5.8: Simulace s oběma poli pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) = 78 m/s, vz(0) =

850 m/s (T ∼= 29, 4 K) – stejné jako v Obr. 5.7. Atom k detektoru dolet́ı podobně jako

v Obr. 5.6 a 5.9.
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Obr. 5.9: Simulace s oběma poli pro n = 30, nA = 5, 5, nB = 5, 5, vy(0) = 78 m/s,

vz(0) = 850 m/s (T ∼= 29, 4 K). Atom k detektoru dolet́ı podobně jako v Obr. 5.6 a 5.9.
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Obr. 5.10: Simulace pouze s magnetickým polem pro n = 19, nA = 4, nB = 4, vy(0) =

3 m/s, vz(0) = 300 m/s (T ∼= 3, 6 K) – stejné jako v Obr. 5.4. Atom k detektoru nedolet́ı

– v mı́stě vysokého gradientu magnetického pole (okolo z = 1, 2 m) se směr jeho pohybu

otoč́ı a velmi bĺızko počátku pohybu z = 0.5 m vylet́ı z povolené oblasti.
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Namátkou volené podmı́nky simulaćı dokonce ani ve vysokém počtu nemohou podat

vyčerpávaj́ıćı zprávu o fyzikálńıch možnostech, určité obecné trendy ale vyslovit lze.

Simulace vedou autora k následuj́ıćım interpretaćım a závěr̊um:

• Pokud je př́ıtomno pouze elektrické pole s gradienty podél osy z, je možné při vhodné

konstelaci počátečńıch podmı́nek dosáhnout spirálovitého urychleného pohybu podél

osy z; počátečńı podmı́nky muśı spolukompenzovat vlivy gradient̊u kolmých k ose

z.

• Za stejných počátečńıch podmı́nek, kdy se částice pohybuje v elektrickém poli

podél osy z a v povoleném rozsahu, se v magnetickém poli obvykle pohybu podél

osy z nedoćıĺı. V rovině x-y je trajektorie neuzavřená, jak bylo předpovězeno podle

(5.27)

• Za stejných počátečńıch podmı́nek a v obou poĺıch zároveň trajektorie kvalitativně

připomı́ná př́ıpad v samotném elektrickém poli, magnetické pole ale výrazně oslab́ı

akceleračńı schopnost pole elektrického – přechod přes gradient magnetického pole

ty testované částice, které se udrž́ı na spirále, zpomaluje.

• Změnou kvantových č́ısel (pokud připoušt́ı urychleńı) se dosáhne kvalitativně stej-

ného výsledku, jen je potřeba hledat v jiném oboru počátečńıch podmı́nek.

• V samotném magnetickém poli nebyl nalezen zp̊usob, jak by atom mohl po spirále

cestovat bez omezeńı podél osy z. Trend se zdá být takový, že takové atomy, které

se v magnetickém poli v oblasti s ńızkými gradienty po křivce podobné spirále

rozpohybuj́ı, jsou pak vraceny zpět v oblastech s velkými gradienty.

• Pouze pro vzácný př́ıpad přesně radiálńıho pohybu (takových počátečńıch podmı́-

nek) byly za určitých okolnost́ı v magnetickém poli pozorovány urychlené pohyby

atomů podél osy z. Použit́ı vhodného elektrického pole spolu s pevným magne-

tickým se zdá být nevyhnutelné.

• Posune-li se počátečńı z0 na nulovou souřadnici, kde právě bylo zamýšleno umı́stit

oblast tvorby antivod́ıku a kde podle Obr. 5.2 má pole silné gradienty (a atom je

tedy vńımá už na samém počátku pohybu), je rozděleńı pohyb̊u podle počátečńıch

podmı́nek velmi chaotické a možné konstelace vhodných počátečńıch podmı́nek

jsou velmi vzácné, existuj́ı-li.

• Důležitá je otázka antiproton̊u, potažmo antivod́ık̊u – pokud je spirálovitý po-

hyb nutnou podmı́nku transportu podél osy z, pak by při př́ılǐs ńızkých teplotách

nemuselo být možné zamýšlených pohyb̊u dosáhnout.
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• V praxi, tedy v samotném experimentu je samozřejmě volnost na použit́ı jiných

elektrických poĺı než (5.21). Jejich vhodný návrh by mohl vést k trajektoríım, kdy

je antivod́ık v́ıce urychlen a méně negativně ovlivněn magnetickým polem. Co se

ale zdá být fundamentálńı jako vlastnost kř́ıžných poĺı s válcovou symetríı, je, že

atom bude vykonávat pohyb po nepravidelné spirále, tedy bez obecně předv́ıda-

telného navázáńı pohybu v kř́ıžných poĺıch na gravitačńı vrh. Tento závěr by

pro návrh experimentu mohl mı́t zásadńı dopad – pokud by pohyb v rovině kolmé

k ose z nebylo možné regulovat, mohlo by se použit́ı např́ıklad filtr̊u rychlost́ı

ukázat jako nevyhnutelné.

175



Kapitola 6

Závěr

Shrnut́ı autorových p̊uvodńıch výsledk̊u

Autor vypracoval rešerši o rydbergovské hmotě na základě zvolených článk̊u.

Ve vlastńım bádáńı vycházel autor nejprve z modelu pro pohyb částice s perma-

nentńım elektrickým dipólem v elektrostatickém poli, který zkonstruoval v rámci své

diplomové práce [1] a o kterém referoval [18]; model (bodové) částici předepisuje po-

tenciálńı energii. Autor ukázal, že v elektrickém poli, které je přesným řešeńım Pois-

sonovy rovnice v oblasti mezi souosými válcovými elektrodami, a ve vhodně zvolené

souřadné soustavě je potenciálńı energie částice keplerovského typu.

Pro řešeńı problému1, kdy je trajektoríı částice uzavřená (kruhová nebo eliptická)

orbita, a tedy kdy je možné částici v oblasti mezi elektrodami daným elektrostatickým

polem zachytit na v principu neomezeně dlouhou dobu, autor vymyslel úspornou parame-

trizaci pomoćı bezrozměrných veličin a v jejich řeči problém přesně vyřešil. Řešeńı

srovnal s úvahami, jejichž platnost se zdála zřejmá bez nutnosti problém matematicky

řešit, a zabýval se také problematikou vpraveńı částice do takové pasti.

Pro řešeńı pohybu dipólové částice v poli zadaném podle tzv. mapy autor od̊uvodnil

nutnost mapu lokálně interpolovat tak, aby interpolace byla spojitá až do prvńı derivace

včetně, a jednu možnou interpolaci této podmı́nce vyhovuj́ı zkonstruoval.

Řešeńı problému zachyceńı a zmı́něnou interpolačńı metodu autor zveřejnil [33].

Autor vyslovil hypotézu, do jaké (netradičńı) algebraické podoby by měla j́ıt rozložit

každá a-periodická funkce s hexagonálńı symetríı, a tento rozklad prokázal u dvou zvo-

lených funkćı, včetně konečného Diracova hřebenu. Motivaćı byla jen částečná uspoko-

jivost popisu hexagonálńı symetrie pomoćı dvou nezávislých směr̊u, jej́ıž nespolehlivost

1též akceptance pasti nebo kritéria zachyceńı
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demonstroval na transformaci funkce se čtvercovou symetríı na hexagonálńı podle trans-

formace mř́ıž́ı.

Autor zkonstruoval reciprokou mř́ıž pro dvourozměrný (dvourozměrně uspořádaný)

objekt v tř́ırozměrném prostoru z krystalografické definice a (nezávisle) z požadavk̊u

symetrie a periodicity.

Posloupnost magických č́ısel počtu atomů v clusteru rydbergovské hmoty odvodil

autor několika nezávislými zp̊usoby.

Autor se zabýval multiplicitou, pro jej́ıž výpočet sestavil algoritmus. Ve výstupech

objevil motiv součin̊u opakuj́ıćıch se magických č́ısel.

Autor upozornil na úskaĺı studia difrakčńıho spektra cluster̊u rydbergovské hmoty

a navrhl, jak toto spektrum experimentálně měřit tak, aby bylo jednak netriviálńı a jed-

nak źıskatelné i méně energetickým zářeńım, než je rentgenové.

Autor sestavil a vyřešil model částice v potenciálové jámě konečné hloubky, jej́ıž š́ı̌rka

se měńı s kvantovým stavem částice.

Přesné vod́ıkové vlnové funkce pro vysoké momenty hybnosti autor nahradil zjedno-

dušenými funkcemi, které normalizoval a otestoval, nakolik vod́ıkovému hamiltonánu

vyhovuj́ı.

Autor sestavil Roothaanovu maticovou rovnici pro LCAO přibĺıžeńı nejmenš́ıho clus-

teru rydbergovské hmoty a tu podle úvah o symetrii přesně vyřešil v závislosti na mati-

cových elementech. Ty odhadl podle aproximovaných vod́ıkových vlnových funkćı a v prv-

ńım přibĺıžeńı vypoč́ıtal energetické spektrum tohoto clusteru.

Autor našel přesné partikulárńı řešeńı Poissonovy rovnice ve válcových souřadnićıch

s gradienty ve směru osy válcové symetrie jako modelové pole pro studium možnost́ı

urychlováńı atomů antivod́ıku v kř́ıžných poĺıch.

V podmı́nkách experimentu AEGIS a podle pohybové rovnice pro atom antivod́ıku

v kř́ıžných poĺıch (s magnetickým polem převzatým od experimentu a elektrickým polem

uvedeným v předchoźım odstavci), kterou autor zavedl už v rámci své diplomové práce,

studoval autor pohyby antivod́ıku pomoćı simulačńıho programu, kterého je spoluau-

torem. Autor vyslovil domněnky o zákonitostech pohybu antiatomů v experimentálńı

aparatuře.

Autor̊uv pod́ıl v experimentu AEGIS předložený v této dizertaci je publikovaný v

[29, 30].
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Dosažené výsledky

Prvńı část práce vycháźı z modelu částice s permanentńım elektrickým dipólem

~µe, který autor zkonstruoval ve své diplomové práci [1] a je o něm pojednáno i v

článku [18]. V tomto modelu je eliminována momentová rovnice a částice s elek-

trickým dipólem je tedy efektivně bodová, tedy jej́ı pohyb ve vněǰśım poli se ř́ıd́ı druhým

Newtonovým zákonem jako M ~̈R = −~∇Wp, kde Wp je potenciálńı energie elektrického

dipólu ve vněǰśım poli, která na lokálńı elektrické intenzitě a projekci µe(E) dipólu do

tohoto směru záviśı jako

Wp = µe(E)

∣∣∣ ~E (~R)∣∣∣ . (Z.1)

Projekce µe(E) je např́ıklad u atomu vod́ıku kvantována jako 3
2ea0np [19, 20], kde e je

elementárńı náboj, a0 je Bohr̊uv poloměr, n hlavńı kvantové č́ıslo a p tzv. parabolické

kvantové č́ıslo, jak plyne z analýzy Starkova jevu [1, 20].

Dvě souosé válcové elektrody o poloměrech rin a rout a potenciálech Φin a Φout bud́ı

v prostoru mezi sebou podle Poissonovy rovnice 0 = ∂2Φ
∂r2 + 1

r ·
∂Φ
∂r + 1

r2 · ∂
2Φ
∂ϕ2 + ∂2Φ

∂z2 pole

Φ(r) =
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin, (Z.2)

které záviśı jen na radiálńı souřadnici válcové soustavy. Z d̊uvodu vysoké symetrie –
∂Φ
∂ϕ = 0 a ∂Φ

∂z = 0 – je jediná nenulová složka elektrické intenzity ta radiálńı,

Er = −∂Φ

∂r
= −Φout − Φin

ln rout
rin

· 1

r
, (Z.3)

a potenciálńı energie dipólové částice v něm je

Wp = µe(E)

∣∣∣∣∣Φout − Φin

ln rout
rin

∣∣∣∣∣ · 1

r
, (Z.4)

která určitě pro některé projekce µe(E) má keplerovskou formu − κ̃
r , κ > 0, kde souřadnice

r je ovšem cylindrická. Aby bylo možné keplerovský pohyb řádně vyšetřit (aby se za-

chovával moment hybnosti nebo – ekvivalentně – aby vektory ~v0, ~r0 a ~F ležely v jedné

rovině), stač́ı pohyb vyšetřovat v soustavě, kde se neděje pohyb podél válcové osy

(~v0(z) = 0). Potom standardńı vyšetřeńı trajektorie [21] vede na rovnici kuželosečky.

Autor si kladl otázku, kdy je trajektoríı kružnice nebo elipsa, která se celá vejde

do prostoru mezi elektrodami (rin < rmin ≤ rmax < rout, kde rmin a rmax jsou apsidy

trajektorie), tedy kdy je v prostoru mezi elektrodami možné částici s permanentńım

elektrickým dipólem zachytit na v principu neomezeně dlouhou dobu. Problém zřejmě
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záviśı na dev́ıti a v́ıce parametrech – hmotnosti částice M , jej́ı počátečńı rychlosti v0(xy)
2,

počátečńı radiálńı souřadnici r0, počátečńım směru pohybu β0 ≡ 6
(
~r0, ~v0(xy)

)
, paramet-

rech pasti rin, rout, Φin, rout a kvantovém stavu, tedy µe(E). Zavedou-li se bezrozměrné

ρ ≡ rin

r0
(Z.5a)

R ≡ rout

r0
(Z.5b)

η0 ≡
|Wp0|
Wk0

, (Z.5c)

kde Wk0 ≥ 0 je počátečńı kinetická energie částice a Wp0 < 03 je potenciálńı energie

částice na počátku pohybu, redukuje se úloha z dev́ıti parametr̊u na čtyři – ρ, R, η0

a sinβ0. V jejich řeči je část diagramu sinβ0-η0 odpov́ıdaj́ıćı úspěšnému zachyceńı dána

pr̊unikem tř́ı oblast́ı

η0 <
1

ρ(1− ρ)
sin2 β0 −

ρ

1− ρ
, (Z.6a)

η0 > −
1

R(R− 1)
sin2 β0 +

R

(R− 1)
, (Z.6b)

sinβ0 ≤ 1. (Z.6c)

Oblast vždy obsahuje bod sinβ0 = 1, η0 = 2, která odpov́ıdá kruhové orbitě, což sou-

hlaśı s intuitivńım předpokladem, že pro rout → rin, rout > rin prostor na kruhovou

orbitu při vhodných počátečńıch podmı́nkách zbývat muśı. Zároveň se ukazuje jako

komplikované přivést do pasti částici zvněǰsku skrze povrch elektrody, protože částice by

na jiném mı́stě musela na elektrodu narazit; pokud by dipólové částice v prostoru past́ı

př́ımo vznikaly4, např́ıklad nábojovou výměnou nebo kondenzaćı, tato pot́ıž by odpadla.

Protože śıla na částici s permanentńım elektrickým dipólem ve vněǰśım elektro-

statickém poli záviśı na prostorových derivaćıch složek vektoru ~E
(
~R
)

, nestač́ı pole,

je-li zadáno tzv. mapou, tedy ve vybraných izolovaných bodech, interpolovat mezi

těmito body lineárně, protože pak neńı zaručena spojitá návaznost derivaćı a v nu-

merických simulaćıch se objevuj́ı perturbace vedoućı k nefyzikálńım výsledk̊um. Pokud

je pro jednoduchost pole dáno jednou složkou závislou na jedné proměnné, tj. E =

E(X), a zadáno mapou v ekvidistantńıch bodech Xn, lze spojitosti prvńı derivace

ve všech bodech dosáhnout, předeṕı̌se-li se v bodě Xn interpoluj́ıćı křivce derivace rovná

2v soustavě, kde v0(z) = 0
3jen záporné mohou vést na uzavřenou orbitu
4pak by počátečńı podmı́nky jejich pohybu byly počátečńı doslova
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En+1−En−1

2∆X , kde ∆X je vzdálenost mezi uzly polńı mapy. Potom je derivace v tomto

bodě stejná poč́ıtána pro interval 〈Xn−1, Xn) i 〈Xn, Xn+1) a v bodě Xn navazuje spo-

jitě. Interpolace uvnitř intervalu respektuj́ıćı tyto derivace na okraj́ıch a spojitá uvnitř

něj i v prvńı derivaci pak bude přirozeně spojitá i na okraj́ıch. V prvńı a posledńı

čtvrtině intervalu se může interpolace provést úseky př́ımek o směrnićıch En+1−En−1

2∆X

a procházej́ıćıch body (Xn, En)T – pak je hned pro polovinu bod̊u možné vyhnout se

složité interpolaci např́ıklad polynomem vyšš́ıho stupně, který samozřejmě muśı úseky

př́ımek navazovat v prostředńı polovině intervalu. Interpolace je pak dána jako

E(X) =


aLX + bL, X ∈

〈
Xn, Xn + ∆X

4

)
aX3 + bX2 + cX + d,X ∈

〈
Xn + ∆X

4 , Xn+1 − ∆X
4

)
aRX + bR, X ∈

〈
Xn+1 − ∆X

4 , Xn+1

) , (Z.7)

kde

aL =
Xn+1 −Xn−1

2∆X
(Z.8a)

bL = En −
En+1 − En−1

2∆
(Xn−1 + ∆X) (Z.8b)

a =
4

(∆X)3
(En+2 − 3En+1 + 3En − En−1) (Z.8c)

b =
1

2(∆X)2
(3En+2 − 7En+1 + 5En − En−1) +

+
1

(∆X)3
(12Xn−1 + 19∆X) (En−1 − 3En + 3En+1 − En+2) (Z.8d)

c =
En+2 − En

2∆X
+

1

4(∆X)2
(4Xn−1 + 7∆X) (En−1 − 5En + 7En+1 − 3En+2) +

+
1

4(∆X)3
(4Xn−1 + 7∆X) (12Xn−1 + 17∆X) (En+2 − 3En+1 + 3En − En−1) (Z.8e)

d = En+1 + (Xn−1 + 2∆X)
En − En+2

2∆X
+

+
1

32(∆X)2
(4Xn−1 + 7∆X)2 (3En+2 − 7En+1 + 5En − En−1) +

+
1

16(∆X)3
(4Xn−1 + 5∆X) (4Xn−1 + 7∆X)2 (En−1 − 3En + 3En+1 − En+2) (Z.8f)

aR =
Xn+2 −Xn

2∆X
(Z.8g)

bR = En+1 −
En+2 − En

2∆X
(Xn−1 + 2∆X) . (Z.8h)
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Rozš́ı̌reńı na funkce v́ıce proměnných lze dosáhnout podobně jako v algoritmech ”Particle

in Cell”.

Sudá funkce jedné proměnné s periodou a lze rozložit do Fourierovy řady

n(x) =
∑
G∈Ma

C̃G cosGx, (Z.9a)

C̃G =
2

a

∫ +a
2

0
n(x′) cosGx′dx′, (Z.9b)

kde Ma =
{
G = 2π

a k | k ∈ Z
}

je tzv. reciproká množina/mř́ıž společná všem funkćım

s periodou a. Lze očekávat, že sudou funkćı s periodou a bude hustota elektron̊u v ho-

mogenńım lineárńım krystalu, ať konečném5 nebo nekonečném. Modelovou funkćı může

být např́ıklad

n(x) =
(

cos
πx

a

)2
. (Z.10)

Rozmı́stěńı jader v konečném lineárńım krystalu může popisovat konečný Dirac̊uv hřeben

D̃(x) ≡
+P∑

N=−P
δ (x−Na) , (Z.11)

jehož Fourierovou transformaćı je

F
[
D̃(x)

]
(Λ)

(
e−iaΛ

)P · sin
(
P + 1

2

)
aΛ

sin 1
2aΛ

. (Z.12)

Kvadrát

F 2(Λ) =
sin2

(
N + 1

2

)
aΛ

sin2 1
2aΛ

, (Z.13)

což je 2π
a -periodická funkce, pak má fyzikálńı význam při difrakci zářeńı na tomto krys-

talu.

Cluster rydbergovské hmoty je konečné dvourozměrné uspořádáńı atomů s periodou

a a s hexagonálńı symetríı. Podobnou symetrii, pokud je rozložeńı atomů homogenńı, by

měla mı́t i hustota elektron̊u. Zobecněńım sudé funkce v př́ıpadě homogenńıho lineárńıho

krystalu je a-periodická hexagonálně symetrická funkce: má periodu a ve směrech

sv́ıraj́ıćıch úhly 2π
3 a je invariantńı v̊uči rotaci o úhel π

3 okolo počátku.

5v tom př́ıpadě periodickou alespoň na nějaké oblasti
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Rovinná hexagonálńı symetrie je v lecčem neintuitivńı právě kv̊uli kontrastu, že

nezávislé směry jsou dva, ale význačné směry symetrie jsou tři. Tento kontrast je dobře

ilustrován na transformaci (
x

y

)
→

(
x−

√
3

3 y
2
√

3
3 y

)
, (Z.14)

která ze čtvercové reciproké mř́ıže

Ma =

{
~G =

2π

a
(k~ex + l~ey) |k, l ∈ Z2

}
(Z.15)

vytvoř́ı správnou reciprokou mř́ıž k funkćım s hexagonálńı symetríı

Ma =

~G =
2π

a
· 2
√

3

3

k(√3

2
,−1

2

)T

+ l (0, 1)T

 |k, l ∈ Z2

 , (Z.16)

ale touto transformaćı z funkce se čtvercovou symetríı funkce se symetríı hexagonálńı

nevznikne, protože třet́ı význačný směr neńı explicitně zahrnut. Jsou-li dva význačné

směry ~G1 a ~G2 zvoleny tak, že sv́ıraj́ı úhel 2π
3 a jsou spojeny rotaćı6 R(3) právě o tento

úhel (tedy např. ~G1 =
(√

3
2 ,−

1
2

)T
a ~G2 = (0, 1)T), pak lze třet́ı zvolit jako −~G1 − ~G2;

součet všech tř́ı je tedy nulový vektor a (modelovým) př́ıkladem a-periodické funkce

se správnou hexagonálńı symetríı je

n(~r) =

(
cos

~G1

2
· ~r

)2(
cos

~G2

2
· ~r

)2(
cos
−~G1 − ~G2

2
· ~r

)2

. (Z.17)

Při inspiraci sudými funkcemi jedné proměnné s periodou a lze očekávat, že i a-

periodická funkce s hexagonálńı symetríı lze vyjádřit také jen pomoćı kosin̊u; stejné

očekáváńı vzbuzuje i identita

∑
~G∈Ma

C̃ ~G cos ~G~r =
∑

~G(k ~G1+l ~G2,k,l∈Z2)∈Ma

C̃ ~G cos k ~G1~r cos~lG2~r (Z.18)

Vzhledem k algebraickému tvaru modelové funkce (Z.17) lze nav́ıc očekávat, že kosiny

se v rozkladu budou vyskytovat v (poměrně neobvyklém) trojitém součinu.

6matićı rotace
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Definuje-li se

cos(3)

(
~r; ~GA

)
≡ cos

(
~GA · ~r

)
cos
(
R(3)

(
~GA

)
· ~r
)

cos
(
R2

(3)

(
~GA

)
· ~r
)
, (Z.19)

a

M (6)
a ≡

{
~0
}
∪
{
~G = k ~G1 + l ~G2|k > 0, l ≤ 0

}
, (Z.20)

tedy sextant reciproké roviny a nulový vektor, je vyslovena hypotéza, že každá a-

periodická funkce s hexagonálńı symetríı se dá rozložit jako

n(~r) =
∑

~G∈M(6)
a

C̃ ~G cos(3)

(
~r;
~G

2

)
. (Z.21)

Hypotéza nebyla v práci dokazována, ale doložena na přesném rozkladu dvou vybraných

funkćı – modelové funkce (Z.17) a Fourierova obrazu konečného a-periodického Diracova

hřebenu s hexagonálńı symetríı. V př́ıpadě prvně jmenované je

n(~r) =

(
cos

~G1 · ~r
2

)2(
cos

~G2 · ~r
2

)2
cos

(
−~G1 − ~G2

)
· ~r

2

2

=

= −1

8
+

3

4
cos(3)

(
~r;
~G1

2

)
+

1

8
cos(3)

(
~r; 2

~G1

2

)
+

1

4
cos(3)

(
~r;
~G1 − ~G2

2

)
, (Z.22)

zat́ımco pro druhý (s prohozeńım roĺı ~r a ~G7) vycháźı

F
[
D

(6)
V

] (
~Λ
)

= −1 + V (V + 1) + 8
∑

~R∈M̃(6)
a

cos(3)

(
~Λ;

~R

2

)
, (Z.23)

kde

M̃ (6)
a ≡

{
~0
}
∪
{
~R = K~eK + L~eL|K > 0, L ≥ 0

}
. (Z.24)

Počet uzl̊u v clusteru tvaru úplného pravidelného šestiúhelńıku je

#V = 3V 2 + 3V + 1. (Z.25)

7jsou matematicky záměnné a také plat́ı, že reciproká mř́ıž k reciproké je opět př́ımá

183



Pro př́ımku v rovině clusteru, která procháźı jeho středem a je kolmá k vektoru

reciproké mř́ıže ~Gk,l, je bod př́ımé mř́ıže na ńı lež́ıćı a nejbĺıže k počátku (ale od něj

r̊uzný) dán jako8

~R = a

 l

Dk,l
(1, 0)T − k

Dk,l

(
1

2
,

√
3

2

)T
 , (Z.26)

kde Dk,l je největš́ı společný dělitel č́ısel |k| a |l|, pokud jsou nenulová, popř. Dk,l ≡
max {|k|, |l|}, pokud je jedno z nich nulové9. Bod může pro rovinné útvary malé velikosti

sloužit jako alternativńı indexace reflexńıch nadrovin k tzv. Millerovým index̊um. Počet

př́ımek kolmých k ~Gk,l, které protnou šestiúhelńık clusteru o velikosti V , je

2vk,lV + 1, (Z.27)

kde vk,l ≡ max {|k|, |l|, |k − l|}. Difrakčńı spektrum na clusteru o periodě a se zářeńım

o vlnové délce λ vzniká jen pro omezenou množinu k a l:

−2a

λ
≤ l ≤ +

2a

λ
(Z.28a)

+
l

2
−
√

3

2
·

√(
2a

λ

)2

− l2 ≤ k ≤ +
l

2
−
√

3

2
·

√(
2a

λ

)2

− l2 (Z.28b)

Algoritmus v poč́ıtači odhaĺı, že některé multiplicity m(6) se (alespoň do testované

meze) v̊ubec nevyskytuj́ı, zat́ımco prvńı výskyt př́ıhodných nastává pro takové k2−kl+
l2, které jsou součiny magických a polomagických č́ısel:

m(6) = 6 Nmin = 1 m(6) = 48 Nmin = 1729 = 7 · 13 · 19

m(6) = 12 Nmin = 7 m(6) = 54 Nmin = 8281 = 7 · 7 · 13 · 13

m(6) = 18 Nmin = 49 = 7 · 7 m(6) = 60 nevyskytuj́ı se

m(6) = 24 Nmin = 91 = 7 · 13 m(6) = 66 nevyskytuj́ı se

m(6) = 30 nevyskytuj́ı se m(6) = 72 Nmin = 12103 = 7 · 7 · 13 · 19

m(6) = 36 Nmin = 637 = 7 · 7 · 13 m(6) = 78 nevyskytuj́ı se

m(6) = 42 nevyskytuj́ı se m(6) = 84 nevyskytuj́ı se

m(6) = 90 nevyskytuj́ı se

m(6) = 96 Nmin = 53599 = 7 · 13 · 19 · 31

8takové body jsou dva: ~R a −~R
9pro k = l = 0 se bod nejbĺıže k počátku nedefinuje
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Multiplicita m(6) je počet navzájem r̊uzných tř́ıd rovnoběžných (nad)rovin, které maj́ı

stejnou vzdálenost mezi sousedńımi v dané tř́ıdě – ta je rovna d(k,l) =

√
3

2√
k2−kl+l2 . Mul-

tiplicita je tedy rovna počtu všech kombinaćı k a l, které daj́ı stejné č́ıslo k2 − kl + l2 –

zřejmě kromě k = l = 0 bude násobkem šesti a stač́ı ji tedy vyšetřovat jen v (Z.20).

Clustery obecné orientace volně se vznášej́ıćı v prostoru budou mı́t triviálńı difrakčńı

obrazec: difrakce se bude d́ıt do libovolného směru, protože kromě úhl̊u jejich natočeńı

je spojitá i jejich reciproká mř́ıžka – pro dvourozměrný útvar v tř́ırozměrném prostoru se

jedná o soubor př́ımek kolmých k rovině útvaru. Pokud se ale clustery spoj́ı do vláken,

jejichž vzájemná vzdálenost dpar. bude menš́ı než mř́ıžková konstanta a v rovině clusteru,

pak zářeńı vlnové délky λ ∈
〈
2dpar.,

√
3a
〉

zobraźı i v tř́ırozměrném prostoru strukturu

dvourozměrného uspořádáńı. Zářeńı by odpov́ıdalo infračervenému nebo viditelnému

oboru spektra. Při změně vlnové délky by mohlo doj́ıt ke kvalitativńımu skoku v podobě

spektra, což by mohlo př́ıtomnost vláken odhalit.

Pokud jednorozměrná potenciálová jáma konečné hloubky V0 < 0 měńı svoji š́ı̌ri

s kvantovým č́ıslem n částice o hmotnosti M v ńı zachycené jako

Ln = L∞ +
L1 − L∞

n
(Z.29)

pro L1 > L∞ �
√

2
(−V0)

Mc2

· ΛC · π2 , pak jsou energie částice v prvńım přibĺıžeńı

Wn = V0

1− π2

4
· 1(

1 +
√

1
2 ·

(−V0)
Mc2

· L∞ΛC
·
(

1 +
L1
L∞
−1

n

))2

 ; (Z.30)

model je demonstraćı systému, jehož parametry se výrazně měńı spolu s kvantovým

stavem, tak jak je tomu u rydbergovské hmoty.

Vod́ıkové vlnové funkce pro l = n− 1 a m = ±(n− 1) maj́ı jednoduchou formu:

ψn,n−1,|n−1| (r, θ, ϕ) = Rn(r)Θn(θ)Φn(ϕ), (Z.31)

Rn(r) ≡ C(r)
n rn−1e

− r
na0 =

(
2

na0

)n√ 2

na0
· 1√

(2n)!
· rn−1e

− r
na0 , (Z.32a)

Θn(θ) ≡ C(θ)
n sinn−1 θ =

1

2n(n− 1)!
·
√

(2n)!

n
· sinn−1 θ, (Z.32b)

Φn(ϕ) = C(φ)
n e−i(n−1)ϕ =

1√
2π
· e−i(n−1)ϕ. (Z.32c)
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Pro vysoká n se prvńı dvě funkce v (Z.32) daj́ı pěkně odhadnout Gaussovými funkcemi

s pološ́ı̌rkami ∆
(r)
n = 2 ·

√
2 ln 2 · a0 ·n

3
2 , respektive ∆

(θ)
n = 2 ·

√
2 ln 2
n a třet́ı položit rovná

konstantě. Celá vlnová funkce se pak dá nahradit funkćı, která je konstantńı v oblasti

pr̊unik̊u pološ́ı̌rek, tedy

ψ̃n (r, θ) =

 C, (r, θ) ∈
〈
rn − ∆

(r)
n
2 , rn + ∆

(r)
n
2

〉
×
〈
π
2 −

∆
(θ)
n
2 , π2 + ∆

(θ)
n
2

〉
0 jinak

, (Z.33)

kde z normalizace plyne

|C|2=
1

2πr2
n∆

(r)
n ∆

(θ)
n

=
1

16π ln 2 · a3
0 · n5

. (Z.34)

Funkce maj́ı sice nulový gradient, ale s využit́ım virálového 〈ψ̃n|Wk|ψ̃n〉 = 〈ψ̃n|Wp

2 |ψ̃n〉
v nejvyšš́ı mocnině n vycháźı

〈ψ̃n|H|ψ̃n〉 = −1

2
mc2α2 · 1

n2
= −R∞

n2
, (Z.35)

tedy náhradu ψn,n−1,±(n−1) → ψ̃n lze považovat za uspokojivou.

Každý z atomů zvlášť má energii W̃n, ale celý cluster interaguj́ıćıch atomů má spek-

trum jiné – Wn. Předpokládá-li se ve vod́ıkovém clusteru o sedmi atomech pouze inte-

rakce mezi sousedńımi atomy a výsledná vlnová funkce jako lineárńı kombinace d́ılč́ıch

atomových orbital̊u (LCAO), tj. ψn =
∑6

i=0 ciψ̃i(n), je vzájemná interakce vyjádřena

maticovou (Roothaanovou) rovnićı

A C C C C C C

C B C 0 0 0 C

C C B C 0 0 0

C 0 C B C 0 0

C 0 0 C B C 0

C 0 0 0 C B C

C C 0 0 0 C B





c0

c1

c2

c3

c4

c5

c6


= 0, (Z.36)

kde A =
(
W̃n −Wn

)
+ 6Y , B =

(
W̃n −Wn

)
+ 3Y , C =

(
W̃n −Wn

)
S + Y a kde

S ≡ 〈ψ̃0(n)|ψ̃1(n)〉 je tzv. překryvový integrál sousedńıch atomů a Y ≡ −mc2 · αΛC ·
〈ψ̃0(n)|1r |ψ1(n)〉 je tzv. coulombický integrál (sousedńıch atomů).
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Z vlastnost́ı šesterečné symetrie jde úloha (Z.36) v řeči A, B a C vyřešit přesně –

energie Wn jsou řešeńımi rovnic

B = C, (Z.37a)

B = −C, (Z.37b)

B = 2C, (Z.37c)

6C2 − 2AC −AB = 0, (Z.37d)

a odhadne-li se S � 1, jsou hodnoty molekulárńıho spektra clusteru Wn pro dané n

(včetně vyznačených degeneraćı) po řadě

W̃n + Y > W̃n + 2Y (2x) > W̃n + 3Y > W̃n + 4Y (2x) > W̃n + 8Y (Z.38)

a celková výsledná energie clusteru

Wn = 7
(
W̃n + 5Y

)
. (Z.39)

Coulombický integrál Y se dá d́ıky konstrukci ψ̃n geometricky odhadnout a v nejvyšš́ı

mocnině n je záporný a úměrný n−
9
4 , což potvrzuje cluster jako vázaný stav.

V experimentu AEGIS v CERNu by se měla současně nacházet elektrická a mag-

netická pole válcové symetrie. Zat́ımco pohyb v těchto kř́ıžných poĺıch je pro nabitou

částici dán pomoćı Lorentzovy śıly, pro neutrálńı atom vod́ıku nebo antivod́ıku je situace

složitěǰśı. Při drobných aproximaćıch touto pohybovou rovnićı může být

M ~̈R = −~∇Wp, (Z.40),

kde

Wp = − R
n2

+

∣∣∣∣32a0en~E +
eh̄

2me

~B

∣∣∣∣nA +

∣∣∣∣−3

2
a0en~E +

eh̄

2me

~B

∣∣∣∣nB (Z.41)

je zároveň potenciálńı energie atomu v kř́ıžných poĺıch a také spektrum daného atomu

s vněǰśımi poli jako poruchami. Spektrum má p̊uvod v aparátu tzv. staré kvantové

teorie [19] a je klasicky interpretovatelné jako dvojice nezávislých precesńıch pohyb̊u

dvou dipól̊u; (Z.41) je zobecněńım (Z.1). Kvantová č́ısla nA a nB nálež́ı (každé zvlášť

nezávisle na druhém) množinám
{
−n−1

2 , ..., n−1
2

}
, kde se postupuje po jedné – tedy

přes celá č́ısla pro lichá n a přes polovičńı zlomky pro n sudá. Tato č́ısla nemaj́ı žádnou

př́ımou souvislost s kvantovými č́ısly p a m dobře definovanými jen pro př́ıpady, že je
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jedno z poĺı nulové, nebo když jsou pole v daném mı́stě rovnoběžná – v těchto př́ıpadech

jsou elektrické a magnetické poruchy souměřitelné, jak plyne [1] z komutátoru[
eh̄

2me

~B~L,−e ~E ~R
]

= ih̄
e2

2me

(
~E × ~B

)
~R. (Z.42)

Současné p̊usobeńı elektrického a magnetického pole na atom je nelineárńı. V exper-

imentu AEGIS slouž́ı magnetické pole k záchytu antiproton̊u a elektrické pole by mělo

vznikaj́ıćı antivod́ıky urychlovat podél osy válcové symetrie. Vhodným modelovým elek-

trickým polem tohoto schopným může být

Φ(r, z) =

(
z − z∞
zid. − z∞

)
·

(
ln r

rin

ln rout
rin

(Φout − Φin) + Φin

)
, (Z.43)

což je přesné partikulárńı řešeńı Poissonovy rovnice. Při vhodné kombinaci počátečńıch

podmı́nek pohybu a kvantového stavu atomů skutečně toto pole urychluje atomy podél

osy válcové symetrie za jejich současného oběhu válcové osy, výsledkem čehož je nepravi-

delná spirála, jak ukazuj́ı simulace pohybu podle (Z.40) a (Z.41). Kvalitativně podobné

jsou trajektorie, přidá-li se k tomuto poli i magnetické pole experimentu AEGIS, jak

plyne rovněž ze simulaćı. Nevyhnutelnost tohoto spirálovitého pohybu, kterou autor

předpov́ıdá, může mı́t na konstrukci experimentu AEGIS významný dopad.

Možné směry budoućıho vývoje

Dosažené výsledky otev́ıraj́ı možnosti pro daľśı bádáńı a aplikace.

Přesné řešeńı keplerovského pohybu v elektrostatickém poli válcové symetrie může

významně pomoci při konstrukci takové pasti na atomy, molekuly nebo clustery – ukazuje

cestu, jak pohyb omezit i v podélném směru, popř. naopak použ́ıt zař́ızeńı jako trans-

portńı linku; snadněji se pak mohou zohledňovat daľśı jevy pro realističtěǰśı popis (srážky

částic, teplotńı rozděleńı rychlost́ı, změny kvantových stav̊u a daľśı); a v̊ubec úsporné

vyjádřeńı kritéríı zachyceńı podle jen čtyř bezrozměrných veličin umožňuje optimalizo-

vat parametry pasti (rozměry a potenciály) pro očekávané kvantové stavy nebo rychlosti

částic, popř. naopak. Použitý model a postup mohou být uplatněny i na jiné než válcové

symetrie.

Interpolačńı schéma navazuj́ıćı spojitě prvńı derivace může naj́ıt uplatněńı při simu-

laćıch jako nástroj významně omezuj́ıćı numerické chyby poč́ıtače a t́ım i nefyzikálńı

výsledky v těch př́ıpadech, kdy úloha na prvńıch derivaćıch diskrétně zadané veličiny

záviśı.
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Navržený neobvyklý zápis rozkladu tř́ıdy funkćı s hexagonálńı symetríı (součiny

tř́ı kosin̊u, parametrická závislost na polovinách reciprokých vektor̊u, obt́ıžné analo-

gické vyjádřeńı pomoćı komplexńıch exponenciel) může být užitečný v̊ubec pro studium

těchto funkćı jako takových; otázka možnosti takového zápisu univerzálně, nejen pro dvo-

jici funkćı, pro něž byl demonstrován, je otevřená. Rovněž pro matematiku může být

zaj́ımavý problém existence multiplicit a jejich nápadná souvislost s magickými č́ısly.

Na rozbor o možnostech měřeńı difrakčńıho spektra dvojrozměrného clusteru v tř́ıroz-

měrném prostoru může př́ımo navázat experiment. Interpretace výsledk̊u pak může být

nejen daľśım d̊ukazem existence do cluster̊u kondenzované rydbergovské hmoty (a jejich

řetězeńı do vláken), ale také např́ıklad zdrojem informaćı o rozděleńı elektron̊u v clusteru,

pokud by na analýzu reciproké mř́ıže navázal rozbor formfaktoru.

Přesné řešeńı modelu clusteru v LCAO přibĺıžeńı může s použit́ım d̊usledněǰśıch

metod než zde naznačených linearizovaných prozradit mnoho o elektronickém spektru

clusteru se všemi d̊usledky, obzvláště pokud jde o kovovou povahu objektu, formfaktor

souvisej́ıćı s difrakčńım spektrem nebo omezeńı kvantových jev̊u na hranici makrosvěta.

Metoda použitá při odvozeńı může být užitečná i při studiu větš́ıch objekt̊u, než je

cluster se sedmi atomy, a to daleko za rámec rydbergovské hmoty, protože na rozd́ıl

od lineárńıch nebo cyklických řet́ızk̊u atomů by tak byly vystiženy systémy, v nichž

(alespoň některé) atomy mohou mı́t v́ıce než dva s nimi interaguj́ıćı sousedy.

Geometrická metoda náhrady určitých vlnových funkćı může při dostatečném zjemně-

ńı a rozboru také prokázat svou užitečnost i mimo studium rydbergovské hmoty.

Přesné partikulárńı řešeńı Poissonovy rovnice (a jiná jemu podobná) ve válcových

souřadnićıch, kterým se literatura věnuje méně než např. kartézským nebo sférickým,

může mı́t daľśı zaj́ımavé vlastnosti za rámec urychlovaćı schopnosti v př́ıpadě atomů.

Může být rovněž elementárńım prvkem atomové elektrostatické optiky.

Pohybová rovnice atomu vod́ıku nebo antivod́ıku v kř́ıžných poĺıch vycházej́ıćı ze staré

kvantové teorie může být poj́ıtkem mezi kvantovým a klasickým popisem mikrosvěta,

t́ım sṕı̌s, pokud by platila přesně pro rydbergovské koherentńı stavy.

Pro experiment AEGIS speciálně je významné zjǐstěńı, že současné nelineárńı p̊uso-

beńı kř́ıžných poĺı na atomy umožňuje jejich urychlováńı ve zvoleném směru i v mı́stech

silných gradient̊u magnetického pole a že podélný pohyb je pravděpodobně pro většinu

atomů nutně spojen s pohybem rotačńım vedoućım na trajektorii tvaru nepravidelné

spirály.

189



Literatura
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tional free-fall of antihydrogen. Hyperfine Interactions. 2014, 228(1-3), 151-

157. DOI: 10.1007/s10751-014-1055-2. ISSN 0304-3843. Dostupné také z:
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Př́ıloha A

Kód pro výpočet multiplicity v

poč́ıtači

#include <iostream>

#include <math.h>

using namespace std;

int main()

{

double nmax=100;

cout << "nmax = " << nmax << endl;

double k=0;

double l=0;

int lint=0;

int i=0;

int imax=0;

double nrec=1;

double n42=0;

double mtest=18;

cout << "---" << endl;

for (double n=1; n<= nmax; n++)

{

i=0;
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cout << "n = " << n << endl;

double sn=floor(sqrt(4*n));

for(double m=0; m<=sn; m++)

{

if (floor(sqrt((4*n - m*m)/3)) == sqrt((4*n - m*m)/3))

{

l=sqrt((4.0*n - m*m)/3.0);

lint=l;

k=(1.0/2.0)*(- l + m);

if ((k > 0) && (k = floor(k)))

//overeni, jestli nevyjde polovicni zlomek

{

cout << "vyhovuje k = " << k

<< " & l = " << - lint << endl;

i++;

}

}

}

cout << "M(" << n << ") = " << 6*i << endl;

cout << "---" << endl;

if (i > imax)

{

imax = i;

nrec=n;

if (6*imax == mtest) {n42=n;}

}

}

cout << "Nejvyssi multiplicita pro n = 1 az n = " << nmax

<< " je m = " << 6*imax << "." << endl;

cout << "Prvni vyskyt nejvyssi multiplicity m = " << 6*imax

<< " je pro n = " << nrec << "." << endl;

cout << "Posledni vyskyt zvolene multiplicity m = " << mtest

<< " je pro n = " << n42 << "." << endl;

return 0;

}
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