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Abstrakt:

Predklddana préace se zabyva z vétsi ¢asti rydbergovskou hmotou, predevsim tou jeji
formou, ktera se vyskytuje ve formé rovinnych clusteri. Tématu je vénovana rozsahla
reSerSe z dostupnych zdroju.

Je studovan pohyb ¢astic s permanentnim elektrickym dipélem v elektrostatickych
konfiguraci elektrod s pfesnym fesenim Poissonovy rovnice je dolozeno, ze ve vhodné zvo-
lené soustavé souradnic muze ¢dstice vykondvat keplerovsky pohyb po uzaviené kiivce.
Kritéria, aby se tento pohyb cely vesel do oblasti volného prostoru mezi elektrodami —
tedy akceptance pasti —, jsou piesné odvozena v feci bezrozmérnych parametri a jsou
diskutovany piipady, kdy by permanentni elektricky dipdl mohla mit i rydbergovska
hmota. Déle je zkonstruovana metoda lokdlni interpolace polni mapy, ktera navazuje
spojité i prvni derivace a ktera tvoii jadro simula¢niho programu vyvinutého pro studium
pohybu dipdlové ¢astice v zadanych vnéjsich polich.

Je navrzen zpusob vyjadieni funkei dvou proménnych s Sesticetnou (hexagondlni)
symetrii, které by mély popisovat rozlozeni elektronu v clusteru rydbergovské hmoty,
a tato forma je prokdzana pro dvé vybrané funkce. Je nalezena reciprokd miiz dvouroz-
mérné usporddaného krystalu s hexagonalni symetrii v tiirozmérném prostoru a analy-
zovana multiplicita jeho nadrovin vzhledem k difrakci. Je navrzen zpiisob, jak difrakéni
spektrum clusteru laboratorné zmérit, a to se zarenim méné energetickym nez rentge-
novym.

Je zkonstruovan model ¢éstice v potencidlové jamé, jejiz sitka se méni s kvantovym
stavem Castice. Je nalezena tiida funkci vhodné aproximujicich presné vodikové vinové
funkce s nejvyssim moznym momentem hybnosti. Pro nejmensi cluster rydbergovské
hmoty je formulovdna LCAO diloha (Roothaanova rovnice) a ta je pfesné vyfesena. Po-
moci aproximacnich funkci jsou odhadnuty piekryvové a coulombické integréaly a odhad-
nuto energetické spektrum clusteru.

V zévéru prace je predstavena pohybova rovnice pro atom vodiku (resp. antivodiku)
fesi v realiich experimentu AEGIS v CERNu. Je nalezeno piesné partikularni feseni
Poissonovy rovnice ve valcovych souradnicich s podélnymi prostorovymi gradienty a toto
pole pouzito jako modelové pro studium komplexniho pohybu antivodiku v kiiznych
polich. Na zdkladé simulaci jsou vyslovena tvrzeni o obecnych zdkonitostech pohybu

antivodiku v kfiznych polich valcové symetrie a jejich dusledky pro experiment AEGIS.






Abstract:

The thesis deals primarily with the Rydberg matter, particularly when condensed
into planar clusters. The current knowledge on the subject from available sources is
presented.

The motion of particles with permanent electric dipole in electrostatic fields is ex-
plored in the frame of a model designed in the author’s earlier works. In a selected
configuration of electrodes with an exact solution to the Poisson equation, it is demon-
strated that a particle can perform a Keplerian motion on a closed orbit. The criterion
to fit the orbit into a free space between the electrodes — the acceptance of the trap
— is expressed in dimensionless parameters and examples of Rydberg matter with per-
manent electric dipole are suggested. A local interpolation of a field map, which is
continuous in the first derivative of the field and which is the heart of the simulation
code, is constructed.

A form of the two-variable functions with hexagonal symmetry linked to the electron
density of Rydberg matter clusters is suggested and proved for two particular functions.
The reciprocal lattice of a two-dimensional crystal in three-dimensional space is found
and the multiplicity of its hyperplanes regarding the diffraction is analyzed. A method
of measuring the diffraction spectrum of a cluster in a laboratory, which could work with
less energetic radiation than X-rays, is proposed.

A model of a finite well potential with the width dependent on the quantum state
is explored. The exact wavefunctions of a hydrogen-like atom with the highest possible
angular momentum are approximated. For the smallest cluster of the Rydberg matter,
LCAO problem is formulated (Roothaan equation) and solved exactly. Overlap and
Coulombic integrals and the spectrum of the cluster are roughly estimated on the basis
of the approximated wavefunctions.

At the end of the thesis, the equation of motion of a hydrogen (or antihydrogen) atom
in crossed fields is introduced, stemming from the author’s previous work, and a simula-
tion program is descibed which the author co-developed and which solves the equation for
the AEGIS experiment in CERN. An exact particular solution to the Poisson equation
in ¢ylindrical coordinates is found which evinces longitudinal spatial gradients and which
is used as a model field to study the complex motion of antihydrogen in crossed fields.
Based on the simulations, claims are made about general tendencies for the antihydrogen

motion in crossed fields and their consequences for the AEGIS experiment.
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Uvod

Predkladand dizerta¢ni prace se zabyva z vétsi casti rydbergovskou hmotou. Puvodni
autorovo snazeni v prvni poloviné doktoratu navazovalo na jeho praci v oblasti fyziky
vodiku a antivodiku z magisterského studia a dizertace z ni vychézi.

Rydbergovskda hmota je povazovana za zvlastni fazi hmoty. Mikroskopicky je typi-
cky tvofena rovinnymi hexagondalnimi clustery, rozmérnymi co do absolutni velikosti, ale
malymi co do po¢tu atomu, makroskopicky pak velkym souborem (oblakem) téchto clus-
tertu. Teoreticky byla predpovézena kolem roku 1980 a v devadesatych letech dvacdtého
stoleti i experimentalné prokazéna v laboratofich; doklady jejiho pfirozeného vyskytu
napiiklad ve vesmiru se hledaji. Komunita, kterd se studiem rydbergovské hmoty
zabyva, je prekvapivé nepocetna. Autorovi neni zndmo, ze by k problematice existovala
jakakoliv souhrnnd monografie nebo ze by se konaly workshopy — veskerym zdrojem
informaci jsou tedy jen sporadické ¢lanky.

Vzhledem k rozsahu a povaze dosavadnich znalosti byla pro teoretické badani k této
dizertaci zvolena strategie diitkladného prozkouméni zvolenych zakladnich vlastnosti ry-
dbergovské hmoty, o kterych byla duvodna domnénka, ze se jimi jesté nikdo nezabyval.
Témi jsou difrakce na rydbergovské hmoté, aplikace metody linearni kombinace ato-
movych orbitalii na nejmensi cluster tvofeny atoméarnim vodikem a pusobeni specidlniho
elektrostatického pole na ¢astici s permanentnim elektrickym dipdlem; posledni jmen-
ovany okruh tvoii pojitko mezi puvodni autorovou praci coby doktoranda — vznikla
pro studium vodiku a antivodiku a je aplikovatelnd na libovolnou ¢éastici s permanentnim
elektrickym dipdlem, otdazka piitomnosti permanentniho elektrického dipdlu u clusteru
rydbergovské hmoty je ale neobjasnénda. Puvodnimu uzsimu tématu dizertace, tedy ryd-
bergovskym atomtum vodiku, resp. antivodiku v kiiznych polich a v experimentu AEGIS
se vénuje posledni kapitola této prace. Popis a odvozovani vyjmenovanych vlastnosti
obsahuje fadu elementarnich tkont, z nichz nékteré jsou prostou rekapitulaci zjisténi
zékladnich kurzu danych obort, autor ale vymezuje svoje puvodni ideje a zavéry v zdvéru

prace.
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Télo textu tvori pét hlavnich kapitol:

e Prvni kapitola je reSersi o rydbergovské hmoté shrnujici poznatky z odbornych
¢lanktd. Obsahuje informace jak modelové-teoretické, tak i experimentdlné-obser-
vacni, a také nékteré hypotézy nebo nejednoznacéné formulované myslenky, které
by ale mohly byt dulezité v budoucnu pro ty, ktefi by se tématem chtéli zabyvat
a chtéli vychédzet z této prace. Vsude, kde to bylo mozné, jsou citovany zdroje
téchto poznatku. Autor zvolil pojeti, které jde hodné do §ife a které pojednava
o vétsiné jemu znamych a ucelenéjsich fyzikalnich okruzich tykajicich se rydber-
govské hmoty, ke konci kapitoly jsou pak shrnuty ty poznatky, které nakonec byly
vyznamné pro samotnou dizertaci. U nejdulezitéjsich pojmu je uveden i jejich

anglicky ekvivalent.

e Druhd kapitola je mustkem od puvodniho badani o fyzice vodiku, respektive an-
tivodiku v rdmci kolaborace experimentu AEGIS v CERNu' k rydbergovské hmoté.
Autor ve své diplomové praci [1] predlozil kvaziklasicky model pro pohybovou
rovnici takového (anti)atomu ve vnéjsich kiiznych elektrickych a magnetickych
polich. Pro specidlni pifpad elektrostatického pole? nalezl v rdmci tohoto mo-
delu béhem doktorského studia takovou konfiguraci elektrod (co do geometrického
tvaru), kterd uréitou tifdu ¢dstic s permanentnim elektrickym dipélem zachyti®.
Atom vodiku muze mit permanentni elektricky dipdl, jak koneckonci demonstruje
Starkovo stépeni spektra prvniho fddu, ale vétsina odvozeni je obecna a pouzitelna

casti této kapitoly tvoii tato trojice:

— volba valcové konfigurace elektrod a dolozeni, Zze potencidlni energie dipdlové
Céastice v prostoru mezi nimi je imérna prevracené hodnoté radialni valcové

soufadnice

— separace pohybovych rovnic na pohyb bezsilovy a pohyb keplerovsky

— a konecné efektivni parametrizace pocatecnich podminek na dvojici promén-
nych (sinus "néstfelného” ihlu a pomér potencidlni a kinetické energie ¢astice
na pocatku pohybu) a nalezeni akceptance pasti (kritérii zachyceni) jako

presné vymezené plochy v diagramu téchto dvou proménnych

lexperiment snazici se o produkci, zachyceni a méfeni vlastnost{ atomt neutralnfho antivodiku,
v prvni jeho fazi pak pfedevsim o zméfeni jeho gravita¢niho zrychleni v zemském tithovém poli

2a s nekolika dalsimi diléimi pFedpoklady

3ti{da je ddna podle po¢ateénich podminek pohybu, kvantového stavu &dstice a parametri pasti
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Ptesné feseni pohybu je doplnéné numerickym. Autor prace spoluvytvoril pocita-
¢ovy program pro simulaci pohybu dipdlové castice v elektrickém poli zadaném
tzv. mapou. Jednd se o integraci typu Runge-Kutta. V této kapitole je detailnéji
probrana ¢ast algoritmu, kterd zodpovida, aby lokalni interpolace mapy pole byla
spojita az do prvni derivace véetné (a se zduvodnénim, pro¢ je toto u dipdlové
¢éstice nutné). Interpolace byla testovdna na tiidé presnych partikuldrnich Feseni
Poissonovy rovnice v cylindrickych soutradnicich, které byly pro tyto uicely nalezeny.

Strucné se tedy numericka ¢ast prvni kapitoly soustfedi na nésledujici:

— nalezeni schématu lokalni interpolace pole zadaného podle mapy tak, aby byla

spojita do prvni derivace véetné

— nalezeni nékolika presnych partikularnich feseni Poissonovy rovnice ve val-

covych souradnicich

e Treti kapitola se zabyva difrakénim spektrem rydbergovské hmoty. Kazdy cluster
rydbergovské hmoty lze chapat jako periodické usporadani atomi na velmi kratké

4

vzdalenosti; o takovych je zndmo®, Ze mohou za vhodnych podminek mit difrakéni

®  coz je de facto Fouriertiv obraz piimé miize nebo (ekvivalentné) mapa

spektrum
miize reciproké. V piipadé difrakce na clusterech rydbergovské hmoty narazi
analyza na obtiz, ze clustery jsou dvourozmérné objekty v tfirozmérném pros-
toru, jejich reciprokd miiz tedy bude urcitym zptusobem degenerovand a to ztézuje
nalezeni podminek, za kterych je difrakéni spektrum netrividlni. Neékteré takové
podminky jsou nalezeny a popsany na zakladé vlastnosti rydbergovské hmoty
vyjmenovanych v prvni kapitole. VétsSina tfeti kapitoly je vénovana konstrukci
(degenerované) reciproké miize rovinného clusteru v t¥irozmérném prostoru, a to
hned nékolika zpusoby; vice metod bylo pouzito, protoze se vzajemné dopliuji;
navic, jak se ukazalo pravé az béhem samotné konstrukce, ur¢ita tiida funkci dvou
proménnych s hexagonalni symetrii 1ze napsat v periodickém (Fourierové) rozvoji
velmi elegantnim, ispornym a neobvyklym zptusobem. Protoze jsou clustery ” velmi
kone¢né”, je pro popis reflexi zkonstruovan vhodné;jsi popis nez jinak v pevnych
latkach obvyklé Millerovy indexy, podle néhoz jsou k reflexim poc¢itany i multipli-

city. Hlavnimi vysledky kapitoly tedy jsou:

— konstrukce reciproké miize pro pripad dvourozmérné hexagondlni symetrie

4napf. krystalky pevné litky o velikosti jen nékolika atomt nebo i prechodné existujici pravidelné

struktury v kapalinach
Srozdil oproti dokonalému nekoneénému krystalu stejného uspoiddani by byl jen v &fikach difrakénich

pika
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— vysloveni hypotézy o moznosti specidlniho typu algebraického rozkladu pro ur-
¢itou tiidu funkci dvou proménnych s hexagonalni symetrii a jeho expli-
citni dolozeni na dvou vybranych funkcich vyznamnych pro studium difrakce

na rydbergovské hmoté
— névrh znac¢eni rovin odliného od Millerovych indexu; uréeni multiplicit reflexi

— nalezeni takovych podminek, kdy lze pro rydbergovskou hmotu ziskat netri-

vialn{ difrakéni spektrum, a jeho kvantifikace

e Ctvrtd kapitola se zaméfuje na spektrum stavii clusteru rydbergovské hmoty.
Unikétnost feSeni spo¢iva v neobvyklém rysu, ze zkoumany objekt vyrazné méni
velikost pii prechodech mezi povolenymi stavy a s tim i vzdjemné silové pusobeni
mezi konstituenty. Na rozdil naptiklad od izolovaného atomu vodiku tedy je
nemozné nebo nepiehledné znazornit vsechny vlnové funkce a jim odpovidajici
energetické hladiny do jednoho univerzdlniho potencidlu. Pro demonstraci to-
hoto jevu je zkonstruovan ilustrativni model ¢astice v jednorozmérném potencialu
kone¢né hloubky a o proménné velikosti, ktery mé kvalitativné stejny rys. Samotné
studium spektra rydbergovské hmoty je zaméfeno na nejmensi cluster o sedmi
atomech vodiku, tedy po jednom v kazdém ze sedmi uzla, na ktery je aplikovéna
metoda linedrnich kombinaci atomovych orbitalu (Linear Combination of Atomic
Orbitals, LCAQ). Ze vsech vlnovych funkef atomu vodiku (tj. presnych feseni) jsou
vybrany ty, které maji velky® moment hybnosti, a tedy i maximalné rovinnou po-
vahu; u nich je ukazéno, ze maji jednoduchy a kompaktni algebraicky tvar; a jejich
posloupnost podle hlavniho kvantového ¢isla n je peclivé aproximovana funkcemi
jesté jednodussimi (a fddné normalizovanymi) pro snazsi odhad coulombickych
a prekryvovych integréali. Pro ucely téchto integralu je nalezen také zpusob,
jak pro tyto ndhradni funkce pocitat maticové elementy. Pfi uvazeni interakce
elektront jen se sousednimi jadry” a ignorovani vzajemné interakce elektront, je-
jich spint a nutnosti vyslednou elektronovou funkci antisymetrizovat vede metoda
LCAO na maticovou Roothaanovu rovnici. Ptestoze prvky této ¢tvercové ma-
tice o sedmi fadcich a sloupcich jsou zavislé na parametrech, jsou presné nalezeny
v8echny jeji vlastni vektory. S jejich pomoci je pak vypocitana i energie clusteru
pro dané n v zavislosti na coulombickych a pfekryvovych integralech, které jsou
diky konstrukei aproximovanych vodikovych vlnovych funkei vyéisleny (samoziejmeé

opét v zavislosti na n) jako objemy jejich geometrickych prunikia. Na zaveér je

Sdokonce nejvyssi mozny
tj. témi, které maji od mateiského jadra daného elektronu vzdalenost pravé okamzité (na n zavislé)

miizkové konstanty clusteru
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naznacena mySlenka, jak se k vysledku dopracovat i metodou kvantovych defektt
(quantum defects), pokud by se mirné opravila predstava modelu clusteru rydber-

govské hmoty. Hlavnimi mezniky kapitoly tedy jsou:

nalezen{ spektra v ilustrativnim modelu jednorozmérné potencidlové jamy

kone¢éné hloubky s velikosti proménnou podle kvantového stavu

— konstrukce modelu aproximujictho vodikové vlnové funkce s vysokym mo-
mentem hybnosti, normalizace téchto nahradnich vinovych funkci a nalezeni

nejvhodnéjsiho zpusobu vypocétu jejich maticovych elementu

— sestaveni soustavy rovnic podle metody linearni kombinace atomovych or-
bitali (LCAO) a nalezeni pfesnych vlastnich vektoru a energie stavu clusteru

s danym n v zavislosti na prvcich matice soustavy

— vypocet prekryvovych a coulombickych maticovych elementu (integralu) jako

geometrického pruniku zkonstruovanych ndhradnich vlnovych funkei

— navrh alternativniho modelu rydbergovské hmoty, pro ktery by sla aplikovat

metoda kvantovych defektu (quantum defects)

e Pata kapitola se vraci k autorovu nejstarS$imu badani v dobé doktorského stu-
dia. Navazuje na jeho diplomovou praci, ve které predlozil pohybovou rovnici
vodiku, resp. antivodiku v kiiznych polich (tj. v polich elektrickych a magne-
tickych piftomnych zaroveii), kterou novym zptisobem struéné predstavuje. Cast
textu je také vénovana popisu experimentu AEGIS, kterého se autor tcastnil.
Autor v névaznosti na kapitolu 2 této prace naSel takové piesné partikularni
feSeni Poissonovy rovnice ve valcovych soufadnicich, které umozni modelové zkou-
mat moznosti podélného urychleni atomu timto polem. Pro pohyb antivodiku
v kfiznych polich valcové symetrie se autor spolupodilel na tvorbé simula¢niho pro-
gramu, ktery je struc¢né popsan. Vysledky vybranych simulaci jsou demonstrovany
a na jejich zékladé jsou vyslovena tvrzeni o obecnych zdkonitostech pohybu atomu
antivodiku v realiich experimentu AEGIS, ktera pro néj mohou byt klicova. Simu-
la¢ni program byl pfeddn k uzivani mlad$im studentim zabyvajicim se pohybem

popsanymi tedy jsou:

— stru¢né predstaveni pohybové rovnice atomu vodiku, resp. antivodiku v kiiz-
nych polich, kterou autor navrhl, experimentu AEGIS, kterym predevsim byla

motivovana, a simula¢niho programu pro feSeni uvedené rovnice
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— konstrukce presného feseni Poissonovy rovnice pro ucely modelového studia

moznost{ urychleni atomu elektrostatickym polem

— demonstrace vybranych simulaci a vysloveni zavéru dulezitych pro experiment

AEGIS

Filozofie vykladu v textu prace vychéazi z autorovych zkuSenosti coby vyucujiciho.
SpiSe nez strucnost voli autor takovy popis, aby byly vypocty po technické strance
jasné, aby c¢tenar se zdjmem o problematiku byl poucen o zdkladnich zdkonitostech,
postupech a pojmech piimo v této préci (aniz by tedy kvuli tomuto musel nutné studovat
i dalsf literaturu) a aby komentéie pokryly vétsinu nejasnosti, které by u ¢tenditt mohly
nastat. Vybrané diléi vypocty jsou nabidnuty vice postupy a nékteré vysledky jsou

konfrontovdny s predem znamymi vlastnostmi.
Prace je napsana s nasledujicimi konvencemi:
e V celé dizertaci se pouze jedina zkratka vyskytuje vic nez jednou®, a sice:

— LCAO - Linear Combination of Atomic Orbitals, metoda linedrni kombinace

atomovych orbitalu

e Celda préace se dusledné drzi soustavy SI. V nékterych piipadech se ale pristupuje
k tispornému vyjadieni pomoci vhodnych bezrozmérnych veli¢in a konstant, napii-

klad u Rydbergovy konstanty atomu vodiku

2
1
¢ = —a’mec?, (0.1)

Reo= — o
e 327r263hc 2

kde a je konstanta jemné struktury a mec? je klidové energie elektronu. Reduko-

vand Comptonova vinovéa délka elektronu je pak v celé praci znacena jako

he
Ao = 0.2
€= (0.2)

a Bohruv polomér se nékdy rozepisuje jako

Ac
ag = F (03)

8 AEGIS je spise akronym
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Pokud se symbol m ve smyslu hmotnosti vyskytuje bez indexu, je pod nim minéna
vzdy hmotnost elektronu?; podobné M bez indexu znaéi hmotnost celého clusteru

rydbergovské hmoty!°.

e V praci je energie znacena jako W pro odliSeni od velikosti elektrické intenzity

E = ‘Eﬁ"}, se kterou se ¢asto vyskytuje v jednom vzorci.

e Vektor jako n-tice redlnych nebo komplexnich ¢isel je chapan ve sloupcovém tvaru.

Pro jeho prostorové uspornéjsi radkovy zapis se pristupuje k transpozici, tedy:

ai

a
2| = (a1 a2,y a0)” (0.4)

o
1

Gn

e Tayloruv rozvoj funkce f okolo bodu zg do n-tého fadu polynomu se znadi jako

~ 1 Okf %
Tragn(®) | = Z RS | ey - (@ = 0)" |, (0.5)
k=0

kde se konvenéné dodefinovava 00 = 1.

e V praci neni nikde uzito Einsteinovy sumacni konvence, tedy napiiklad ve vyrazu

nae'®® se pies G neséitd, naopak v e nae'“® ano.

e Symbolika se stiednikem v argumentu funkce, napf. n (F, é), znamena, ze vyrazy

pred stfednikem jsou forméalné proménné funkce a za nim jsou parametry.

e Argumenty funkei s vyjimkou Diracovy delta funkce/distribuce jsou konstruovany

jako bezrozmérné.

e Diracova delta funkce (distribuce) 0(x — xp) je zobecnéna funkce nulova vsude
kromé zg, pokud fR 5(z — wo)dz = 1; bod nespojitosti zg necht je nazyvan uzel
delta funkce. Pod Diracovym hfebenem (Dirac comb) se rozumi soucet Diracovych
delta funkci s uzly obvykle rozmisténymi s urcitou pravidelnosti, a to jak konecéné

mnoha, tak nekone¢né (spoc¢etné) mnoha.

9symbol m je misty pouzit i pro magnetické kvantové &islo, k zdiméné by ale nemélo dochézet
10g5ymbol M je také pouzit pro oznaceni bezrozmérného parametru v algoritmu pro vypoéet multiplicit,
hmotnost atomu (anti)vodiku nebo pro hmotnost nespecifikované ¢dstice v modelové potencidlové jame;

ani tam by k zdméné dojit nemélo
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e Rezem funkce dvou proménnych je mysleno zizeni defini¢niho oboru (napf. roviny

x-y) na piimku — fez je tedy v principu funkce jedné proménné odecitané podél

této primky.

O funkci f(z,y) dvou proménnych se prohldsi, ze je hexagonédlné symetricka s pe-
riodou a > 0, pokud je invariantni k pootoceni o libovolny ndsobek thlu %
okolo pocatku (0,0)T a pokud je a nejmensi mezi periodami vsech fezii funkce
piimkami prochédzejicimi poc¢atkem. Neékteré funkce lze uéinit hexagonalné sy-
metrickymi s periodou a prostym vhodnym posunutim pocatku. V této prici se
pod hexagonalné symetrickou funkci s periodou a bude rozumét i takova funkce,
kterd — pii splnéni ostatnich pozadavku — je periodickd jen na néjaké omezené
oblasti okolo pocatku''. Jednd se o zobecnéni pojmu sudd a-periodicks funkce

12

jedné proménné Sméry rovnobézné s témi, ve kterych je perioda pravé a, se

nazyvaji hlavni sméry (hexagondlni) symetrie.

Pro hexagonélné symetricky Diractuv hieben s periodou a lze rovinu rozdélit na tzv.
Wigner-Seitzovy buiky podle toho, ke kterému z uzli, kde je hieben nenulovy, je
dany bod nejblize. Buiiku tvoii pravidelny Sestithelnik o strané a (resp. a,, je-li

miizkova konstanta proménnd se stavem n) s uzlem delta funkce uprostted.

14 jinde napifklad nulové

1

Zresp. sudé funkce s periodou a alespori v uréité ¢dsti definiéniho oboru
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Kapitola 1
Rydbergovska hmota

Rydbergovskd hmota (Rydberg matter) je zvlastni faze bézné (baryonové) latky tvorend
vysoce vzbuzenymi atomy nebo molekulami. U autort, ktefi se takto chapanou sub-
stanci nezabyvaji (a moznd ji ani neznaji), se lze setkat s uzitim tohoto terminu obecnéji
pro jakykoliv atom, molekulu nebo jejich soubory vzbuzené do vyssich, tzv. rydber-
govskych stavu (Rydberg states), text této prace se ale drzi vymezeni, Ze se jednd
o specificky stav hmoty s vlastnostmi, ktery ne kazdy soubor rydbergovskych atomu
nebo molekul musi mit. Popisu téchto charakteristik se vénuje tato kapitola. Vedle
oznaceni rydbergovskd hmota se pro uvazovanou fazi tid¢eji vyskytuje i pojmenovani
rydbergovska substance (Rydberg substance [2]) nebo kondenzované excitované stavy
(condensed excited states, CES [3, 4]).

Prvné byla rydbergovskd hmota predpovézena kolem roku 1980 [5, 6] a experi-
mentélné potvrzena v devadesatych letech dvacatého stoleti [5]. Badéni o této sub-
stanci, byt experimentalné potvrzené a otevirajici obrovské pole pro badani od inter-
pretace mnohych piirodnich jevu po technické aplikace, je ale v souCasnosti na periferii
z&ajmu; pravidelné publikujicich autoru je hrstka, kromé izolovanych ¢lanka podle vseho
neexistuje zadna monografie, kterd by dosavadni poznatky shrnovala, a autorovi prace
neni znamo, ze by se k tématu konaly néjaké konference nebo workshopy; vychodiskem

dizertace byly pouze c¢lanky.

1.1 Prechod vzbuzeného plynu do kovového stavu;

clustery

Prukopnickd myslenka (”Transition of an excited gas to a metallic state” [6]), kterd

koncept rydbergovské hmoty vytvorila, vychazela z ptedstavy, ze je-li v ur¢itém ob-
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jemu dané mnozstvi izolovanych atomu (nebo molekul ¢i iontu) a zvysuji-li tyto atomy
svuj kvantovy stav, nemeéni se sice hustota plynu (popf. plazmatu) jako celku, ale
atomy se dostavaji do stale tésnéjsiho kontaktu prostfednictvim elektronovych orbitali
— vzbuzené (rydbergovské) stavy atomu, obzvldsté alkalickych, zvysuji svoje poloméry
typicky s kvadratem hlavniho kvantového ¢isla n. V jazyku téchto poloméru by vzajemnd
vzdélenost mezi sousednimi atomy rovné dvojnésobku jejich poloméru ptirozené odpovi-
dala tésnému kontaktu. Teoretické vypocty ukazaly, ze poc¢inaje uréitou kritickou vzajem-
nou vzdalenosti rovnou zhruba trojnasobku zminéného poloméru prestavaji byt atomy
navzajem izolované a zacinaji svoje (valen¢ni) elektrony sdilet, podobné jako je tomu
v kovech — odsud i titul ”Transition of an excited gas to a metallic state” [6]. O tomto
jevu se hovoii jako o kondenzaci [7] a pro takovéto tésné usporaddni atomu byl zvolen
nazev rydbergovskd hmota. Az pozdéji [3] se ukdzalo, ze za urcitych podminek muze
v takto kondenzované rydbergovské hmoté dojit k dalsimu pfeusporadani (dalsi konden-
zaci), pii kterém se vytvareji samostatné clustery (clusters). Ty sice mohou mit ruzné
velikosti a tvary [2, 3], ale zdaleka nejcastéjsi a nejvyznamnéjsi jsou ty, které jsou rovinné

a maji hexagonalni symetrii — usporadani atomu v ném znézornuje Obr. 1.1.

Obr. 1.1: Rovinny hexagonélni cluster rydbergovské hmoty. Sipky symbolizuji tzv.

kruhové stavy. Prevzato z [4].
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Tyto rovinné hexagonalni clustery jsou elektricky neutralni [2], na mnozstvi atom,
ze kterych se sklddaji, pomérné nepocetné, ale vlivem vysokého rydbergovského stavu
atomu velmi rozlehlé co do velikosti, nékdy az makroskopické. Clustery jsou vuéi
spontanni deexcitaci a fotodeexcitaci vysoce stabilni; presnéji se o clusterech (ale i o ry-
dbergovské hmoté bez clusteru) hovori jako o metastabilni kondenzované fézi [3] —
o metastabilité bude jesté pojednano dédle. Vnitiek clusteru 1ze formalné rozdélit na Wig-
ner-Seitzovy bunky [3] podle uzli. Clustery jsou co do kovové povahy blizké rydber-
govské hmoté pied jejich vznikem. Jako rydbergovska hmota se vedle kondenzovaného
usporaddni atomu popsaného v pfedchozim odstavci oznacuje také samotny cluster,
popt. velky oblak (cloud) clusteru [8] — predpoklddd se, ze dojde-li ke vzniku clus-
teri1, bude se vétsina rydbergovské hmoty nachazet pravé v tomto usporadani'. Vzacné
se misto pojmu cluster pouzivé termin sheath [4]. Poc¢inaje nasledujici kapitolou se
pod rydbergovskou hmotou bude rozumét hexagondlni cluster nebo jejich oblak.

Je prirozené, ze vyskyt velkych vysoce vzbuzenych atomu a molekul, a tedy i ryd-
bergovské hmoty, je limitovédno na oblasti s vysokym vakuem [4]. Rydbergovskd hmota
ve formé clusteru nebo bez nich je energeticky vyhodnéjsi nez izolované atomy [7].
Rydbergovska hmota lze pfipravit uméle v laboratofi, ale pravdépodobné se vyskytuje

i pfirozené — podminky a pfiklady obojiho budou nésledovat.

1.2 Rydbergovska hmota jako zvlastni faze latky

Pravidelnost uspotfadéani clusterua muze vyvolat duvodné o¢ekavani, ze objekt bude mit
urc¢ité pevnolatkové (¢i dokonce piimo kovové) vlastnosti, zatimco maly pocet atomu
v kazdém z nich vede k domnénce, ze se jejich velky soubor (oblak) bude chovat jako
plyn velkych molekul?. Teoretické vypocty a experimentélni méteni ale ukazuji, ze i kdyz
nékteré pevnolatkové a plynové vlastnosti rydbergovskda hmota vykazuje, tak soubor
jejich vlastnosti jako celek z ni ¢ini substanci natolik specifickou, Ze je na misté chapat
ji jako novou fazi (stav) hmoty?>.

Typickymi kovovymi vlastnostmi, kterymi se rydbergovskd hmota vykazuje?, jsou
napiiklad plazmova frekvence elektronu [9], sdileni elektronu vicero atomy [6], kolek-
tivizace pohybu blizkych atomu [3], nebo elektronickd struktura vodivostnich pasu [10]

a jako naopak typicky nekovové jsou jmenovany pruhlednost rydbergovské hmoty ve vidi-

i kdy#z asi nic v principu nebran{ koexistenci riiznych kondenzovanych forem

*rydbergovskd hmota bez clusterii je naopak pfipodobiiovana ke kapaliné [7]

3podobné jako Bose-Einsteintiv kondenzat, kvark-gluonové plazma, spinové sklo nebo litku
v supratekutém stavu

4y jednoduse kondenzované formé i u clustert
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telné oblasti spektra [3], plasticita [3], neobsazenost nizsich stavii elektrony [3]°, neho-
mogenni vyskyt elektront [3]%, silnd vzdjemn4 korelace mezi elektrony [5], jejich vysoky
moment hybnosti [10] a nekonstantnost mfizkové konstanty vuéi vnitinim procesum
[11]7; kone¢né typicky plynovou vlastnosti je napi. nizké hustota [2, 3]. Autoii ryd-
bergovskou hmotu také casto pripodobnuji k prachovému plazmatu (dusty plasma) [10]
nebo k vodivostnim ¢dsticim v polovodicich [2], ale vétsinou o ni pisi jako o ”témeér
kovové” [5, 9, 10].

Rydbergovskd hmota by méla jakozto faze mit své misto ve fazovém diagramu [11]
a mimo jiné by méla byt jasné odlisitelnd napiiklad od piehiaté pary [11]. Clustery se
mohou vyskytovat bud samostatné volné, tedy jako v idedlnim plynu, nebo se mohou
fetézit do jakychsi vldken (columns). Druhé jmenované usporaddni muze za urcitych
podminek mit obrovskou hustotu (ultradense Rydberg matter), az ~ 1.3 - 10*® kg - m—3
[12, 13], a néktefi autofi jej pak povazuji za fazi hmoty odlisnou od bézné rydber-
govské (melo by tedy v rdamci rydbergovské hmoty dochdzet ke tietimu typu konden-
zace). Rydbergovskd hmota o takovychto vlastnostech se idajné dé laboratorné ptipravit
pod vlivem magnetického pole v pérech FeaOs a mohla by byt slibnym pfedmétem stu-
dia obzvl4sté pro termojadernou fuzi [12, 13]. Ultradense Rydberg matter je zminovana,
pouze je-li tvofena deuteriem, hovoii se tedy také o ultradense deuteriu [12]; nékteff
autofi ve fazovém prechodu k ultradense deuteriu spatiuji Bose-Einsteinovu kondenzaci
deuteronové tekutiny [12]. Obé zminéné konfigurace se mohou vyskytovat i zaroven

ve smési [12].

1.3 Energeticka struktura rydbergovské hmoty

Nejcastéjsi [5] hexagondlni symetrie rovinnych clusteru je energeticky nejuspornéjsi az
od uréitého kvantového stavu po¢inaje [3] — pro nizsi stavy je pravdépodobnéjsi vyskyt
rydbergovské hmoty bez obecného usporadani. Takovy cluster je tvofen jednim central-
nim uzlem a okolo néj dalsfmi v ndsobcich esti. V uzlu se miize nachizet bud iont atomu
— prokézano pro atomy vodiku [5, 7], drasliku [3, 8] a cesia [2, 3, 4, 7, 14] (u kterého
byla rydbergovskd hmota historicky prvné dolozena [4]), hovoii se i o sodiku [10] —, nebo
molekuly, nejcastéji se v této souvislosti pise o molekule Hy [3, 8, 14], kterd by pak
mohla byt vyznamnd i v astronomickém méfitku [3, 5], a o molekule Ny [8, 15]. Hovoii

se i o smiSenych clusterech tvofenych atomy vodiku v nékterych uzlech a molekuléch

Stoto by mélo mit jen maly vliv na fyzikdlné-chemické vlastnosti, naopak velky na dobu Zzivota
Spravdépodobnost vyskytu u hranic Wigner-Seitzovych bunék je vysokd, u jader naopak zanedbateln4
"posledni dvé jmenované vlastnosti budou v této praci obzvlasté vyznamné
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vodiku v jinych, piipadné i za icasti hélia [14]%. Hexagonalni pravidelnost a symetri¢nost
implikuje, ze se rydbergovska hmota vyskytuje jen pii specifickych poctech uzla, kterym
se iikd magickd ¢isla (magic numbers) — pozorovéany byly clustery s magickymi ¢isly 7, 19,
37,61 a91 [4, 5,9, 15], které vsechny odpovidaji Sestithelnikum; z experimentalnich dat
Ize ale interpretovat i vyskyt ¢isel 10 a 14 [5, 9], coz hexagondln{ struktufe neodpovida;
a predpovézeny byly také clustery tvart netdplnych Sestitthelniki, ale stale se Sesticetnou
symetrii, s ”polomagickymi” ¢isly 13, 31, 55 a 85 [4].

Rovinné uspotfadani clusteru je jediné, které bylo dosud experimentdlné potvrzené
[15]. Kromé své energetické vyhodnosti viéi jinym usporadanim [5, 11]° jej pravdépo-
dobné upiednostiiuje také fakt, ze stavy atomu s vy$sim momentem hybnosti, a tedy
”vice rovinné”, maji delsi dobu zivota a kondenzace do clusteru se mohou dozit [15]. Je-li
pohyb elektronii v téchto clusterech rovinny, blizi se klasickému popisu podle principu
korespondence a pro popis clusteru lze pouzit semiklasické metody na rozhrani kvantové
a klasické fyziky [3, 4, 16]'°. Semiklasické elektrony s vysokym momentem hybnosti
(circular (Rydberg) states) [3, 9, 8] jsou (vlivem korelace [4]) v clusteru sfdzovény co
do pohybu, coz zesiluje vazbu v clusteru [4]. Cluster jesté vice stabilizuje, jsou-li vSechny
elektrony ve stavu se stejnym kvantovym é&islem n'!. V kvantovém pohledu je pak clus-
ter stabilizovan, jsou-li elektrony koncentrovany hlavné podél hranic Wigner-Seitzovych
bunék!? [3, 11].

Kromé pravidelného hexagonalniho usporadani a rovinné povahy je treti klicovou
charakteristikou rydbergovské hmoty, ktera ji koneckoncu dava i jméno, skutecnost, ze
atomy tvofici clustery se nachazi ve vysoce vzbuzeném (tzv. rydbergovském) stavu [5,
10]. Vysoce vzbuzeny stav umoziiuje'? i vysoky moment hybnosti elektronii, které se pak
mohou vice a vice lokalizovat do roviny, jak je zndmo napiiklad ze studia orbitali atomu
vodiku. Dvéma piimymi dusledky vysokého rydbergovského stavu atomu, a potazmo
tedy i clustert rydbergovské hmoty, jsou jejich neobycejna velikost a dlouha doba zivota
vzbuzenych stavu [3, 5, 9, 10].

Plati, ze atomy v rydbergovskych stavech jsou prostorové rozmérné — u atomu vodiku

v Bohrové modelu roste polomér orbity kvadraticky s hlavnim kvantovym éislem n jako

A
rn = agn® = —<n?, (1.1)
a

8u téchto smisenych uz se lze davodné domnivat, ze by cluster mohl mit permanentni elektricky dipdl
9rovinné struktura také nejrychleji vznika

Yobyykle se uvazuje, ze kazdy z elektront je na kruhové dréze okolo svého matefského iontu [4]
Hpak toto kvantové &fslo miize popisovat i cluster jako celek

12¢07 semiklasické predstavé elektronti na kruhovych orbitdch neodporuje

13ale nevynucuje
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kde ag = 5.291772 - 10~ m [17] je Bohrtiv polomér, Ac = ¢, (redukovand) Compto-

MeC
e2

4dmeghe

nova vlnova délka elektronu a o = konstanta jemné struktury. Aby byla udrzitelna
myslenka pravidelného rovinného uspotfadéani a zaroven ristu velikosti kazdého atomu
v clusteru s kvantovym ¢islem n, musi mit tento kvantovy stav vSechny atomy clusteru
stejny [5, 8, 11], coz je v souladu se stabilitou clusteru diskutovanou vyse, a pii zméné
kvantového stavu clusteru jako celku ho kolektivné ménit'4.

2 experiment potvrzuje; pii tésném

Velikost clusteru rydbergovské hmoty timérnou n
usporadani by vzdalenost mezi sousednimi uzly (tedy de facto zminénd miizkové kon-

stanta) méla byt o néco mélo vétsi nez 2agn?, z experimentt [8, 10] plyne vzdalenost

an = 2.9agn>. (1.2)

Neobvyklou vlastnost, ze je v rydbergovské hmoté miizkovy parametr zavisly na vnitinim
kvantovém stavu, zde zduraziuje index n. Nejvétsi clustery rydberovské hmoty mohou
mit i makroskopické rozmeéry, vice jak mikrometr [5]; tato velikost spolu s kone¢nou
rychlosti gifeni informace je nékdy povazovéana za duvod omezeni poctu uzli, které mo-
hou rydbergovskou hmotu tvorit.

Dlouhd doba zivota (jiz zminénd stabilita vici foto- a spontanni deexcitaci) je dédna
jednak velmi malym pfekryvem mezi vlnovymi funkcemi rtznych vzbuzenych stavi
[9], jednak nutnosti elektronu tunelovat potencidlovou bariérou okolo hranic Wigner-
Seitzovych bunék [12] a pravdépodobné i vybérovymi pravidly; podstata metastability
ale tkvi v tom, Ze na rozdil od béznych koviu maji vzbuzené stavy elektronu kam deexci-
tovat, jelikoz nizsi stavy jsou v rydbergovské hmoté neobsazené [7]. Pokud k deexcitaci
preci jen dochézi, pak se tak smérem k zdkladnimu stavu déje po kaskddeé [16]. V praxi
je doba zivota stavu v laboratornich podminkéch, tj. pii vystaveni vzdjemnym srazkam
a jinym, v fadu minut [3], teoreticky pro kvantové stavy n = 16 vychézi doba zivota asi
sto let [5] a pro kvantovy stav okolo osmdeséti uz ale muze byt srovnatelna s dobou zZivota
vesmiru [5, 9]. Laboratorné byly pozorovany vicefotonové procesy, které dobu zivota
vyrazné zkracuji, mimo laboratof ale v oblastech, kde se rydbergovska hmota podle vseho
vyskytuje, lze tyto mechanismy zanedbat [5, 9]. Augerovské procesy (Auger process)'?,
které by teoreticky mohly dobu Zivota taky zkracovat, jsou ale autory zminovany jen
v souvislosti se samostatnymi rydbergovskymi atomy pred kondenzaci do rydbergovské
hmoty [3].

1446 je podstatny rozdil oproti pevnym latkdm, popf. kovim, které maji sice také periodické
uspofadani, ale tato perioda je na vnitinim stavu elektront nebo na vnéjsim tlaku v podstaté nezavisla
155§ srdzce dvou rydbergovskych atomi se jeden ionizuje a druhy piejde nezéfivé do zékladniho stavu
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1.4 Vznik a detekce rydbergovské hmoty;

spektralni vlastnosti

Rydbergovska hmota podle experimentdlnich zjisténi nepotiebuje pro svij vznik nijak
zvlastni podminky, pokud jde o teplotu, tlak, chemické slozeni a jiné [5, 10]. M4 se
za to, ze v dostatecném vakuu vznikd prirozené evaporaci/desorpci substratu z povrchu
[4, 5, 8, 10, 14, 15] nebo v povrchové vrstvé zbytkové atmosféry (boundary surface layer)
[3, 5, 8, 9, 15], pokud jsou atomy v ném vzbuzené [9]; kondenzaci moznd spousti van
der Waalsovska vzajemnd polarizace vzbuzenych atomu [3]. Substrat, ze kterého se ryd-
bergovskd hmota desorpci tvoii, nemusi byt nutné na povrchu — popsana byla i tispésna
interkalace drasliku do grafitu pro tyto ucely [4]. Takové podminky jsou mimo laborator
dosazitelné napiiklad v mezihvézdnych oblacich nebo ve vysokych vrstvach atmosféry,
jsou-li v téchto pifitomna napiiklad prachova nebo jind zrna s vhodnym povrchem [9];
jsou i néazory o vyskytu rydbergovské hmoty v prstencich planet (napiiklad Saturnu)
nebo v ohonech komet [10].

Kromé uz zminéné desorpce z povrchu nebo z interkalacnich vrstev se jako o mecha-
nismech, které mohou vést k tvorbé rydbergovské hmoty (ale v laboratorni praxi se
podle vseho zatim nepouzivaji), pise také o prechodu v chladném neidedlnim plazmatu
((ultra)cold neutral plasma, také nonideal low-temperature plasma) [3] nebo o exci-
tacich rydbergovskych atomu laserem, pficemz ¢ast autoru posledné jmenovanou metodu
povazuje za slibnou [3], jin{ naopak za minimalné neefektivni [15].

Laboratorni prokazovani ptitomnosti rydbergovské hmoty vychézi primarné z jejiho
pravidelného uspofddani daného magickymi ¢isly — magickd cisla se jednak vyskytuji
v zédznamech hmotnostnich (time-of-flight) spektrometru [4, 8, 10, 15] a jednak jsou
specifické momenty setrvacnosti clusteru pozorovény v rotaénich spektrech [10]. Az
pozdéji se podle vseho zacala zkoumat moznost vyuzivat laseru (laser probing) [9], a to
nejen k méfeni samotnému, ale téz k zachytavani clustera do magneto-optickych pasti
[3], jak byva bézné v atomové fyzice; specidlné byva zminovdna Ramanova spektrometrie
[3, 8,9, 14]. Je uvadéno, ze rydbergovskd hmota nemé vibra¢ni prechody v infracervené
oblasti [9]. Spektralni vlastnosti ziskané laboratorné (a prenasené nésledné k interpretaci
meteorologickych nebo astronomickych dat) se daji shrnout tak, ze kromé nékolika
mélo pésu v infracervené oblasti [5, 9], které pravdépodobné odpovidaji elektronickym
prechodum, rotacnich spekter v mikrovlnné oblasti a limity plazmové frekvence je ryd-

bergovskd hmota k elektromagnetickému zateni jinak nete¢nd.
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1.5 Rydbergovska hmota ve vesmiru

Praveé netec¢nost k zatfeni obratila pozornost komunity zabyvajici se rydbergovskou hmo-
tou velmi zahy k astronomickym datim, konkrétné k mélo prozkoumanym diftiznim
pasum (unidentified interstellar bands, také difuse interstellar bands nebo unidentified
interstellar radiation) v infracervené oblasti zéfeni z mezihvézdného prostoru, z nichz
vétsina se dosud nedaii prifadit k znamym atomum, molekuldm, komplextim nebo je-
jich iontum [5]. Tyto pésy jsou velmi rozmanité a maji bohatou substrukturu, soudi
se tedy, ze jejich puvodcem je latka s bohatym izotopovym [5] a pravdépodobné také
alotropickym zastoupenim a zdrover s jinak vysokou fotostabilitou [5]. Néktef{ autofi si
néarokuji identifikaci nékterych téchto pasu s laboratornimi daty o rydbergovské hmoté
[3, 5, 9, 14]. Tyto pdsy jsou pozorovany v podstaté ze vSech smértu mezihvézdného
prostoru [9], zavdavaji tedy k domnénce, ze se rydbergovskd hmota muze ve vesmiru
vyskytovat v astronomicky vyznamném mnozstvi.

Odtud je samoziejmé jen maly krucek k myslence, ze by rydbergovska hmota mohla
alesponi z urcité casti objasnovat otdzku takzvané temné hmoty [5, 9], o niz se soudi,
ze se ve velkém mnozstvi vyskytuje v galaxiich, ale se zafenim interaguje mélo nebo
vubec (proto ”"temnd”). Aby pokryla veskeré odhadované mnozstvi, stacilo by, aby méla
v mezihvézdném prostoru hustotu 108-krét mensi, nez jaké je dosahovano v laboratoiich
[9]. Oblak rydbergovské hmoty podle nékterych autori muze mit takovy tlakovy profil,
ze je do jisté miry rigidni, coz by vysvétlovalo i rigiditu rotace spiralnich galaxii, pokud
by v nich byla rydbergovska hmota pfitomna rovnomérné a ve velkém mnozstvi [9].

Nezanedbatelna hustota rydbergovské hmoty v mezihvézdném prostoru by musela
byt brana v potaz pfi pripadnych mezihvézdnych cestdch, protoze je podle soucasnych
zjisténi jak neviditelnd, tak i tézko piedpovidatelnd [9]. Pro 10'% clusteri v metru
krychlovém a rychlosti v = 0.1 ¢ byla vypoc¢tena rovnovazna teplota pohybujiciho se ob-
jektu s médiem rydbergovské hmoty rovna asi 25000 K [9]. Na zndmou otdzku (Fermiho
paradox) "kde [vSichni mimozemstani] jsou?” muze byt nabidnuta (lehce anekdotickd)
odpovéd: Bud jsou si rydbergovské hmoty védomi a necestuji, nebo cestuji velmi po-
malu a opatrné, nebo za letu shoteli. [9] Z tohoto pohledu bezproblémové putovéni
sond v ramci slune¢ni soustavy byva vysvétlovano kombinaci dostateé¢né nizkych hustot

rydbergovské hmoty a nizkych rychlosti druzic.
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1.6 Usporadavani clustert do vlaken;

magnetické vlastnosti clustert a jejich srazky

Rovinnost clustert, ekvivalentni vysokym momentum hybnosti jejich elektronu, dava
tusit, ze clustery budou mit pomérné velky (permanentni) magneticky (dip6lovy) mo-
ment, kolmo na rovinu clusteru. Tyto magnetické dipély mohou byt zodpovédné za to, ze
se clustery pravdépodobné usporadavaji do vyse zminénych ohebnych vldken a navzajem
zesiluji magnetické pole podél nich [5, 12] a Ze je 1ze zachytit do magneto-optickych pasti
[3]. Toto magnetické pole muze byt pro vesmirnou rydbergovskou hmotu i astronomicky
vyznamné [5]. Naopak jsou-li clustery umistény do vnéjstho magnetického pole, mély
by se uspofddat (af izolované, nebo ve vldknech) podél jeho silocar [5, 13]; clustery se
rovnéz usporadavaji kolmo vuci laserovém svazku [8]. Diky vzdjemnym vazbam jsou
moznd clustery v laboratornich podminkéch v prostoru takika nehybné [8].

Pokud jde o vzdjemné sréazky mezi clustery v oblaku rydbergovské hmoty, usuzuje se,
ze pro vzajemné piiblizovani clusteru existuje potencialni bariéra, kterda mimo jiné ¢ini
clustery vuéi témto srazkdm odolné [5]. Tato potencidlni bariéra ale zavisi na vzdjemné
orientaci clusteru a uvadi se, ze pii vzdjemném piiblizovani rovnobéznych clusteru
podél jejich kolmice mé kiivka potencidlu prubéh s lokdlnim maximem [9]. Konkrétné
pro draslikovou rydbergovskou hmotu v kvantovém stavu n = 80 a s 19 atomy v clusteru
by toto maximum mélo byt na asi 0.66 um [9], coz je podle vztahu (1.2) méné, nez je
vzdélenost mezi atomy v ramci daného clusteru (0.98 pm) — vzdalenost mezi clustery
ve vldkné by pak mohla byt mensf nez mezi atomy v clusteru'®. Termalni srazky jsou
ovSem povazovany za zasadni mechanismus, jak se v laboratofi rydbergovskda hmota
muze vybudit do vyssich stavu [4, 5, 8]. Pokud se totéz déje i v mezihvézdném pros-
toru, je soudé podle dat z vySe uvedenych difiznich pasu typickym kvantovym stavem
v termalni rovnovaze asi n = 80. K disociaci clusteru muze dojit pod vlivem laseru
[4]'7 a na clustery nebo rydbergovskou hmotu viibec ma rovnéz neblahy vliv piftomnost

elektronegativnich atomu nebo molekul v jejich blizkosti [2].

1.7 Modelové pristupy k rydbergovské hmoté

Vazba mezi uzly clusteru, kterd z néj ¢ini (meta)stabilni objekt, je vyménna (exchange-
correlation) [5, 10], témer kovova [5, 7], ale vldkna a oblaky se co do vlastnosti od kovu

vyznamné lisi [5]. Cluster jako celek ma mensi energii nez jednotlivé atomy samostatné

%na tuto myslenku se bude odkazovat zévér v kapitole o difrakci
" mechanismem tzv. coulombické exploze
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[9]. Existuji ndzory, ze pro cluster selhdvé piistup Born-Oppenheimerovy aproximace
[15] a ze presnéjsi by mohla byt aproximace inverzni (sic), tj. ionty by se pohybovaly
v poli elektronové tekutiny; byla vyslovena domnénka, ze v této tekutiné se elektrony
uskupuji do Cooperovych péaru [12, 13]. Vlastnosti rydbergovské hmoty byly zatim
pocitany ve tfech ruznych piistupech — kvantovou metodou PDFM (Pseudopotential-
Density Functional Method) kombinujici pseudopotencialy a funkciondl hustoty [3, 7]'8,
semiklasickym pfistupem vhodnym obzvl4sté pro rovinné clustery [16] a modelem jellium
[4, 15]; ze v8ech plynou velmi podobné vysledky [15]. Rydbergovskd hmota je vibec

povazovéna za objekt na hranici klasického a kvantového popisu svéta [3, 4].

1.8 Rydbergovska hmota v zemské atmosfére a v jinych

oblastech nebo jevech

Mozny vyskyt sodikové [10] rydbergovské hmoty ve vysokych vrstvach zemské atmosféry
(mezosféra a termosféra) byl pouzit k interpretaci nékterych meteorologickych a at-
mosférickych tikazu — noéni svitici oblaka (polar mesospheric clouds, noctilucent clouds),
anomalni radarova echa v mezosféfe béhem polarniho léta (polar mesospheric summer
echoes, PMSE) a obcasné vyskyty sodikovych vrstev v atmosféie (sporadic sodium lay-
ers) [10] nebo vubec nizké teploty v mezosféfe, kterd muze souviset se samoochlazovaci
(self-cooling) povahou rydbergovské hmoty [10]. Odebirdni vzorku raketami v téchto
vyskach pravdépodobné pusobi na rydbergovskou hmotu destruktivné, ale rozviji se
metodika zkoumédni LIDARem [10].

Kromé uz zminénych interpretaci temné hmoty a mezosférickych jevi pomoci ryd-
bergovské hmoty jsou dalsimi fenomény, v souvislosti se kterymi je rydbergovska hmota
zminovana, napiiklad sonoluminiscence, kulové blesky nebo kovovy vodik; mezosférické

t!9 samu homochiralitu zemské biosféry [9, 10];

jevy podle nékterych mohou zduvodni
jiz. byly zminény ohony komet, v nichz by se rydbergovska hmota mohla také vysky-
tovat a poskytnout vyklad nékterych jejich fyzikalnich vlastnosti; a v neposledni fadé
se hovofi i o moznosti vyuzit rydbergovskou hmotu jako palivo pro bézné chemické
spalovani (combustion) [3, 4] a o jejim vyuziti v elektronice [3, 4], optoelektronice [3, 4]

nebo v kvantovych pocitacich [3].

18yyuzivd se i metody tzv. (efektivnich) kvantovych defektt (effective quantum defects) [7]
clustery se synchronnimi elektrony mohou odrazet svétlo jako kruhové polarizované [9]
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1.9 Rydbergovska hmota a lasery

Zvlastni odstavec budiz vénovan rekapitulaci (a doplnéni), kdy muze byt pro piipravu,
manipulaci nebo studium rydbergovské hmoty uziteény laser: uz byly jmenovany rizné
nizory na moznost vybuzeni rydbergovskych atomu tak, aby kondenzovaly do rydber-
govské hmoty; také zkoumani spektralnich vlastnosti rydbergovské hmoty laserem?’;
pokusy detekovat rydbergovskou hmotu v zemské atmosféie pomoci LIDARu; nachylnost
clustert na disociaci laserem; a zachytavani do magneto-optickych pasti. Lze doplnit, ze
praveé laserem byvaji iniciovédna time-of-flight méfeni [4, 8] nebo Ze se objevila myslenka

manipulace s rydbergovskou hmotou v optické miizce [3].

1.10 Vybér poznatku vyznamnych pro tuto praci

Na zavér této kapitoly budou zopakovany ty vlastnosti rydbergovské hmoty, které jsou

vyznamné pro tuto préci:

e Rydbergovskd hmota je velmi Casto tvofena rovinnymi clustery o hexagonalni
symetrii — jsou invariantni k pootoceni o thel §. V clusteru je jeden centralni

uzel a okolo néj v pravidelné miizi nékolik dalsich, jejichz pocet je ndsobkem Sesti.

e V kazdém uzlu je bud atom, nebo molekula. Atomy, o kterych je zndmo (nebo
se o¢ekavd), ze rydbergovskou hmotu tvoii, jsou vodik, sodik, draslik a cesium.
V daném clusteru jsou ve vSech uzlech atomy nejcastéji stejného izotopu a urcité
ve stejném kvantovém stavu, takze se dany kvantovy stav (n) da vztdhnout i na clus-

ter jako celek.

e Atomy a clustery se nachazi ve vysokém vzbuzeném stavu; vzdjemnd vzdalenost
jader je o néco vice nez dvojnasobek poloméru atomi, coz by odpovidalo tésnému
usporadéni jejich bohrovskych modelu. Vzdjemnd vzdalenost uzlu v clusteru roste
s druhou mocninou kvantového stavu podle semiempirické formule jako 2.9%‘7}2;

tato vlastnost nemd napiiklad u béznych kovi obdobu.

e Clustery jsou stabilni viéi foto- a spontdnni deexcitaci, vzbuzené stavy maji doby

zivota i mnoho let.

e Vazba mezi atomy v clusteru je podobnéa jako v kovech. Elektrony, které se vazby

ucastni, maji ale na rozdil od kovi vysoké momenty hybnosti, mimo jiné proto je

20y¢etné Ramanova roztylu
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cluster rovinny. Energie clusteru je mensi nez souboru dilé¢ich izolovanych atomu

ve stejném kvantovém stavu.

e Clustery jsou sice dvourozmérné?!, ale existuji v tifrozmérném prostoru, kde mo-
hou mit libovolnou orientaci. O velkém mnozstvi clusteri v daném objemu se
hovoii jako o oblaku. Clustery se mohou fetézit do ohebnych vlaken, kterda mo-
hou byt zdrojem magnetického pole prostiednictvim jejich magnetickych dipdlu;
a naopak ve vnéjsim magnetickém poli se clustery a vlakna orientuji podél silocar.
Vzijemna vzdalenost clustertu ve vlaknech muze byt mensi nez vzajemnd vzdalenost

mezi atomy v clusteru.

2 pFesnéji dvourozmérné uspofadané, kolmo k roviné uréitou sitku co do vyskytu elektronti jisté maji
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Kapitola 2

Keplerovsky pohyb elektrického
dipdlu; interpolace polni mapy

spojita v prvni derivaci

Tato kapitola se bude zabyvat navrhem elektrostatické pasti pro ¢astice s permanentnim
elektrickym dipdlem. Vychoz{ motivaci je atom vodiku, popf. antivodiku, ale analyza
bude platit i pro jiné atomarni nebo molekuldrni objekty, napiiklad molekulu vody
nebo cluster rydbergovské hmoty, pokud se u tohoto dipél potvrdi?.

Navrh rozsifuje rodinu pasti pouzivanych v atomarni optice; nejcastéji se lze setkat
s magnetostatickymi pastmi, napi. v tzv. anti-Helmholtzové uspofadéani civek? nebo past-
mi zalozenymi na manipulaci atomu s laserem. Past navrhovand v této kapitole je blizsi
magnetostatické, protoze je zalozend na neménném poli, které trajektorie nékterych
¢astic® v principu udrzi uvnit uréité oblasti autonomné, bez nutnosti jinych zasahi.

Dilezitym parametrem pasti je akceptance, tedy podil uspésné zachycenych astic
z celku, popf. prosté kritérium zachyceni; jednim z hlavnich vysledku kapitoly bude
vazba na parametry soustavy (”vnéjsi”, napiiklad napéti na elektroddch, a ”vnitini”,
napiiklad kvantovy stav ¢dstice), z niz bude mozné pro konkrétni zafrizeni optimalizovat

jeho navrh.

Inapi. u smiSenych clusterti nebo clusterti z molekul s permanentnim dipSlem
2zatimco Helmholtzovy civky jsou protékdny proudem souhlasnymi sméry a generuji mezi sebou

téméf homogenni pole, pfi zméné sméru proudu v jedné z nich je mezi nimi generovano pole téméf
nulové a v jeho blizkosti aproximovatelné jako rostouci linearné se vzdalenosti — na ¢astici s vhodnym
permanentnim magnetickym dipdlem pak v této anti-Helmholtzové pasti pusobi vratnd sila a ¢astice
muze byt drzena statickym polem

3podle kvantového stavu a pocateénich podminek pohybu v oblasti
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Konec¢né kapitola bude obsahovat popis interpola¢niho algoritmu pro pohyb dipdlové
¢astice v zadanych polich. Pro maximalni obecnost byl algoritmus napsén tak, aby resil
pohyb &éstice v poli zadaném tzv. mapou, tj. uréenim jeho hodnoty? jen v kone¢ném
mnozstvi bodu, rozmisténych typicky néjak pravidelné, a ndslednym vyéislenim pole
v bodé, kde se pravé ¢dstice nachazi, vhodnou interpolaci ze zadanych bodu.

V celé kapitoly zna¢i M bez indexu hmotnost celé, elektricky neutralni, ¢astice
s permanentnim elektrickym dipélem, F = \E| velikost vektoru elektrické intenzity,
W energii’, R = (X,Y, Z )T polohovy vektor ¢astice ve zvolenych soufadnicich a r =
VX2 4+ Y2 radidlni soufadnici ve vélcové (cylindrické) soustavé soufadnic — v druhé

jmenované je tedy

R=(r¢2)" (2.1)

a v kartézskych souradnicich je Laplaceuv operator jednoduse

- o a9 9\
2.1 Dynamika permanentniho elektrického dipdélu v adia-

batické aproximaci

Permanentni elektricky dipdl ¢astice se standardné znaci jako fie; jednotkou v soustavé
SI je C - m. Necht je ddn model dvou bodovych naboji o stejné velikosti, ale opa¢ného
znaménka (q a —q) ve vzajemné vzdalenosti d — pak je elektricky dipdl této dvojice vektor
podél jejich spojnice, definitoricky od kladného naboje k zapornému, a jeho velikost je

soutinem naboje q a vzdjemné vzdéalenosti d. Tedy

fie = qd = qdéy, (2.3)

kde €y je jednotkovy bezrozmérny vektor ve sméru spojnice naboju od kladného k zapor-
nému a d je stejné orientovany vzdjemny polohovy vektor obou naboju. Pro nebodové
naboje neni tfeba tento model zcela opoustét, pokud se napiiklad elektronovému or-
bitalu atomu vodiku prisoudi stied jeho rozdéleni a nahradi se ndbojem —e situovanym
do tohoto bodu®.

“at uz skaldru nebo slozek vektoru
5pro odliseni od elektrické intenzity
Slogicky vede tento postup k nenulovému dipélu jen pro ty stavy atomu, jejichz ndbojové rozdéleni

neni symetrické vuéi jadru — jen ty atomy mohou mit nenulovy permanentni dipdl
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Potencidlni energie ndboje q v elektrickém poli je dana jako

Wy =q?, (2.4)

kde @ je skalarni potencial elektrického pole. Tim se mysli potencidl od pole gene-
rovaného zvnéjsku a pifspévky naboji soustavy k celkovému potencidlu zanedbavame”.
Rovnéz neni uvazovan vliv vnéjsiho pole nebo tfetich ndboji na samotnou velikost dipdlu
— necht jak fe, tak d jsou co do velikosti neménné®. Protoze je ® pole, & = ‘b(ﬁ), je
potieba chépat potencidlni energii Wp(]:f) = q@(ﬁ) jako energii vyéislovanou v bodé,
kde se ¢astice nachdzi, imérné skalarnimu potencidlu tamtéz. Sila na ndboj je pak déna

jako

F = —6Wp = —qV® = ¢E, (2.5)

coz je samoziejmé nemagnetickd slozka Lorentzovy sily.
Potencialni energie soustavy dvou naboju o pevné vzijemné vzdédlenosti umisténé

do vngjsiho pole je zfejmé souctem potencidlnich energii obou naboju:

Wy =Wy +W_ =W(Ry)+W(R-) = (+q)®(Ry) + (—q)®(R-) =
—q(@(R:) +o(R)) (2.6)

Je-li vhodné pracovat s dipélovou ¢éstici jako s bodovou (o polohovém vektoru ﬁ, ktery
ji kinematicky tplné popisuje), brani zdanlivé tomuto dva ruzné polohové vektory §+
aR_v predchozim vyrazu. Pokud by se aproximovalo Ff+ = E_, potencialni energie by
byla nulova; misto toho se standardné pfistupuje k rozvinuti vyrazu do prvniho stupné.
Oba naboje — kladny i zdporny — lze asociovat s dily dipélové castice, naptiklad u atomu

vodiku s jadrem a elektronem, které maji hmotnosti m a m_, pficemz hmotnost celé
miym—

o Vedle uz zavedené

castice je M = my + m_ a redukovand hmotnost u =

S Moy +moT_
Jz; +7+

2.7
eI (2.7)

které dohromady tvoii soustavu rovnic pro polohy jednotlivych jader, které vychazi jako

R =R+ —d, (2.8a)

"tzv. pasivni dloha — zkoumani Géastnici neovliviiuji vtisténé podminky, ve kterych se vyvijeji
8vyjma pifpadu, kdy dojde k pfeskoku mezi kvantovymi stavy ¢astice
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R,=R—-—"d. (2.8b)

Pokud se takto vyjadiené polohové vektory dosadi do vyrazu pro celkovou potencidlni

energii a ten rozvine do prvniho fadu?, vychézi

= —qd - VO(R) = —fi. - VO(R) = ji. - E(R), (2.9)
tedy potencialni energie zavisi na elektrické intenzité v misté vyskytu ¢éstice a na jejim
elektrickém dipdlu skrze skalarni soucin, aniz by bylo nutné se odkazovat na diléi ndboje
+q a jejich polohy nebo s nimi asociované hmotnosti. Pokud by se z takovéhoto vyrazu
pro potencidlni energii odvozovala dynamika objektu, musel by se vzit v potaz thel
mezi obéma vektory — vedle rovnice pro silu by bylo nutno uvazit i rovnici pro moment
sily, ktery rozhoduje o tom, s jakou setrvacnosti (”(ne)ochotou”) se dip6l pii pohybu
¢astice prostorem nataci do sméru lokalniho pole. Pro pole, ktera nevykazuji piilis velké

10

prostorové nebo ¢asové zmény lze ale vyjit z aproximace™~, ze orientace dipdlu do sméru

pole je okamzitd a thel mezi dipélem a lokalnim smérem vektoru elektrické intenzity

neménny [1, 18]. V tom piipadé lze misto ji. psat jeho prumér do sméru vektoru E(R),
tedy fle(E) = fhe( E)% a potencialni energie

—

. - E = E? -
Wy = fiepy - £ = Me(E)E B = o) = pep) B(R) (2.10)

tedy zdvisi jen na velikosti elektrické intenzity v misté vyskytu cdstice. Prumét jigp)
do daného sméru (zde vektoru elektrické intenzity) je kvantovany, v piipadé atomu

vodiku v elektrickém poli je vypoéitdn v rdmci tzv. Starkova stépeni (jevu)'!:

9jednd se vlastné o Taylorovy rozvoje funkce vektorové proménné okolo bodu R

0nekdy nazyvané kvazistatickd, jindy adiabaticks

1y magnetickém poli se pak permanentni magneticky dipél promits kvantované do sméru lokalntho

magnetického pole (tzv. Zeemanovo §tépeni) — elektron v atomu vodiku s orbitdlnim kvantovym éislem [
ma4 velikost svého orbitdlniho magnetického dipélu roven fiy/I(l 4+ 1), maximaln{ projekce je il a mozné

projekce jsou hm,m = —I, ..., +1
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3
He(B) = 5€00MP; (2.11)

kde ag = % je tzv. Bohruv polomér, n je hlavni kvantové ¢islo stavu atomu vodiku a p
je tzv. parabolické kvantové ¢islo [19, 20]; parabolické kvantové ¢islo pro dané n probihd
mnozinu —(n — 1),...,n — 1, tedy stejnou jako magnetické kvantové &islo pro atom v
magnetickém poli, ale nejsou spolu souméritelnd — atom ve stavu o daném p muze mit

libovolnou povolenou hodnotu m!2.

Neni bez zajimavosti, ze vyraz pro Stépeni spek-
tra v elektrickém poli na rozdil od sesterského vyrazu pro magnetické pole neobsahuje
Planckovu konstantu, coz vede k domnénce, ze by vyraz mél jit odvodit i nekvantovymi
metodami — to potvrdil napfiklad Born pomoci (Laplace-)Runge-Lenzova vektoru [19].
Dalsi rozbor k adiabatické aproximaci je pak v 5. kapitole.

Podobné lze samoziejmé upravit i kineticka energie a vychézi

1 5, 1 5 1 = 1 o=
Wy = Wk(+) + Wk(,) = §m+vi + §m_2}3 = §m+Ri + §m_R2, =
1 S| - 2\ 2
= “my < - “d) +m_ <R+”d) -
2 M4 2 m_
1 N2 ] N2l L
= e (R) +5m- (R) — M, (2.12)

protoze podle predpokladu si zachovava d velikost a zména orientace jen kopiruje vnéjsi
elektrické pole. Celkova energie castice s elektrickym dipélem ve vnéjsSim elektrickém

poli v piiblizenich popsanych v pfedchozich odstavcich tedy konecéné je

1 S, .
W=W,+W, = 5MR2 + tie(m)E(R), (2.13)

je tedy kinematicky plné'® popsédna svym polohovym vektorem R a lze s ni nakladat

jako s bodovou ¢astici.

2.2 ResSeni Poissonovy rovnice pro vakuovou oblast mezi

cylindrickymi elektrodami

Necht je déno statické elektrické pole, které vznika ve vakuu mezi dvéma koncentrickymi

valcovymi elektrodami — na vnéj§i elektrodé necht je potencidl ®;, a m4 polomér 7y,

125 tfm se lze setkat napiiklad u zkfizenych poli; nesoumétitelnost je ddna tim, ze elektrické a magne-
tické poruchy spolu nekomutuji, pokud neni jedno z dvojice poli nulové nebo pokud nejsou rovnobézna
[1, 19], coz fadi tlohu o atomu vodiku v kifznych polich mezi stdle nevyfesené problémy fyziky

13pfi daném a neménném kvantovém stavu
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vnéjs$i pak bude na potencidlu ®oyt a s polomérem rqy;. Priubéh potencidlu mezi elek-
trodami je dan Laplaceovou rovnici
0?°d  9°d 9’9
0=A% = 2.14
Oz2 + Oy? + 022’ (2.14)

kterd po prevodu do valcovych soutradnic (7, ¢, z) nabyvéa podoby

A L I O A

= T e T a2 e

(2.15)

Pii véalcové symetrii je g—i = 0 a pokud je pribéh neménny i podél osy z, tak také

92 =0, odkud
9*® 1 0%
0= ——5+--— 2.16
or? * r or’ (2.16)
coz je rovnice uz jen jedné proménné, tedy lze upustit od parcidlnich derivaci:
?® 1 d®
0=—+--—. 2.17
drz 7 dr (2.17)
Po substituci f(r) = % je rovnice separovatelna na
d d
df _ _dr. (2.18)
f r
jejimz obecnym reSenim je
~ ~ 1 1
Inf=Co—Inr=Co+In-= f=Cs-—, (2.19)
r r

kde (5 je integraéni konstanta. Navratem k substituci pak dostavame

1
q):/f(r)dT:/(CQ'r> dr=C1+Cs-Inr. (2.20)
Koneéné aplikaci okrajovych podminek ®(ri,) = @i, a $(rony) = Pout dostavame

O - Inrouy — Pout - InTin

Oy = 2.21
1 In T (2.21a)
Dout — P
02 - % (221b)

m

Dy - Inrout — Pout - InTin Dout — Pin
¢ = = + - -lnr =
ln Tout ln Tout
Tin in
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o

In
rln

In roiut (Pout — Pin) + Pin, (2.21c)
Tin

kde posledni tprava zafidila, aby byl argument logaritmu bezrozmérny, tedy dobie defi-

novany. Pohyb ¢astice je samoziejmé limitovan pouze na oblast mezi elektrodami, tj.

(S (rina Tout) . (222)

Pokud se v tomto poli bude pohybovat ¢astice s permanentnim elektrickym dipdlem

za podminek vymezenych vySe, bude jeji potencidlni energie, jak bylo odvozeno, W,, =

pe(E)E (ﬁ) Protoze vztah mezi potencidlem elektrického pole a jeho intenzitou je
E (ﬁ) = —ﬁ@(ﬁ), je v piipadé vélcové symetrickych elektrod

—

_ o o9 o\'._ -
E(R)——(w(,ay,az) o (R), (2.23)

Tin

== o 0 0 Tout T _ r
B(R) = — <8X o aZ) ( ) .<q>out.1n%_¢>m.1nrout>_

R N —1
kde oviem R = (X, Y, 2)" a ®(R) = (m 7) : (@Out ‘I — -l 7) takze

-1
™ VXTIV 22 r\
= — <ln > <8X Iy 8Z> ( out * 1n — &, - In =

Tin T'in Tout
Do — P 1 < X Y 0>T_
mfe o \VXZ4V2 VXZ Y2
_ Sou—®w (XY T -
e 2l (2.24)
Tin
odkud
= =5 q)out_(bin X2 Y2 <I>out_q)in 1
E(R) = |E(R)|= |2t 1 e Ty o 2.25
(R) = |E(R)| In T prai i In Tou . (2.25)

Jesté lépe (rychleji a s explicitni znalosti znaménka) dopadne vypocet po tvaze, ze
vzhledem k radidlni symetrii potencidlu bude existovat rovnéz jediny — radidlni — smér,
ve kterém se vektory E zorientuji, tedy

0P Dout — Py 1

E,r:—iz—

or In Tout r
Tln

; (2.26)
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kde E, je radidlni slozka vektoru elektrické intenzity. Potencidlni energie elektrického

dipélu mezi valcovymi elektrodami tedy bude

Pout — Pin | 1 K
W — — | = = —, 2.27
b= He®) | T |7 (2.27)
kde bylo oznaceno rk = pe(p) % Napiiklad pro atom vodiku je kK = %eaonp-
W‘, pricemz znaménko je déno ¢islem p = —(n — 1),...,n — 1, takze pro nékteré

atomy je vyraz kladny, pro nékteré nulovy a pro nékteré zaporny — a je-li zaporny, pak

formalné odpovida piitazlivému potencialu typu %, tedy Keplerové tloze. Sila pusobici

na Céstici v tomto uspofddani pak bude mit rovnéz jen radidlni slozku F.(r) = —%

OFEy(r)
or

a ta je imérnd — pii srovnani s coulombickou interakei F,.(r) = qE,(r) je ziejmé,
ze nahrada naboje za prvni ndbojovy moment je "kompenzovana’ nahradou elektrické

intenzity za jeji prvni derivaci.

2.3 Keplerovsky pohyb castice s elektrickym dipdlem mezi

cylindrickymi elektrodami

Potencidlni energie ptritazlivého keplerovského potencialu ¢éastice s elektrickym dipdlem
mezi valcovymi elektrodami je —%. V prvni fadé je tfeba si uvédomit, ze se striktné
vzato o keplerovsky potencial nejednd, protoze vzhledem k centru symetrie potencialu
zavisi pravy keplerovsky potencidl jako %, kde ale R znaci sférickou (opravdu radialni)
proménnou, zatimco v probiraném uspotfadani elektrod se vychazi pontecidl zavisly
na pievracené hodnoté cylindrické soutadnice r. Ekvivalentné — v pravém keplerovském
potencidlu je vyznacny vzhledem k symetrii potencidlu jen jediny bod (centrum), ale
u valcovych elektrod je to pifmka'4. V pravém keplerovském potencidlu lezi vektory
g, Ffo a Fv jedné roviné (coz jde ruku v ruce se zachovdnim momentu hybnosti
vuéi silovému centru).

V potencidlu ve valcovych elektrodach ale obecné takové usporadédni nenastava,
protoze vektory F a ) sice definuji rovinu, ale ta je jednak v libovolné orientaci vuci ose
z jakozto symetrii potencidlu a jednak se obecné v této roviné ani pohyb neudrzi'®.
Specidlnim piipadem ovSem je, pokud vektor pocateéni rychlosti #y bude v roviné kolmé
na osu z - pak se v této roviné nachdzi i vektor silového ptsobeni Fa pohyb ¢astice v této

roviné ziejmé zustane vazan; prusecCik této roviny s osou z se pak chovd jako zdrojové

1§ kdyz lez{ v pro Gastice zakdzané oblasti podle (2.22)
yektor F miif vzdy ve sméru nejkratsi vzdédlenosti k ose z
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centrum keplerovského potencialu. Pohyb pak stac¢i vysetfovat v polarnich soutadnicich

zavedenych v této roviné.

Obr. 2.1: Vyznam veli¢in o, vo(y) & Bo, tj. kinematickych veli¢in na poc¢atku pohybu
Castice, v roviné z-y a v soustavé, kde se nekond pohyb podél osy z (kolmo k roviné
obrazku) — g je cylindrickd radidlni soufadnice na pocdtku pohybu, vg(zy) = [Tp(ay)l
pocatecni rychlost v této roviné a [y predstavuje 1ihel sevieny pruvodi¢em 7y a vektorem
To(zy), ktery je tedy nulovy pro pohyb k ose z a roven m pro pohyb od nf. Sedivé plochy
jsou vnitiky elektrod, kde se ¢astice pohybovat nemtze. Nakreslend elipsa znédzornuje
ptiklad pohybu po uzaviené kiivce, kterd se vejde do povolené oblasti mezi elektrodami,
daného, mimo jiné, prdvé vhodnou volbou pocatecnich podminek. Vektor v,y mifi
z bodu 7y samoziejmé ve sméru teény ke kiivce pohybu. V obrazku jsou vyznaceny

i poloméry vnitini a vnéjsi elektrody 7, a Tout-

Tento rozbor specidlniho piipadu ale také napovida, jak si poradit s obecnou orientaci
Uy — kazdy vektor pocatecni rychlosti lze jednozna¢né rozlozit na smér kolmy k ose z

a na smér rovnobézny s ni:
o = To(ay) + Vo(2) (2.28)
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Protoze je sila F vzdy kolmd na smeér vy(.), je pohyb v tomto sméru bezsilovy, tudiz
rovnomérny a piimocary; v roviné kolmé na osu z a rovnobézné s vektorem vy se pak
déje keplerovsky pohyb, ovSem s tim, Ze tato rovina se rovnomérné a primocaie posouva
podél osy z rychlosti ¥, Uvaha o vzdjemné poloze 7 a F by mohla vést k mylnému
zavéru, ze se podél osy z kond harmonicky pohyb nebo ze pfi libovolné orientaci vy je
pohybem vzdy elipsa v nehybné roving, ale rozdéleni vektoru vp na Uy(,y) a Up(z) jasné
doklada, ze pohyb bude elipticky v roving, kterd se pro vy(,) # 0 posouvd podél osy z,
a to praveé rychlosti vy(,). Strucné: v soustavé, kde je vg(,) = 0, budou vektory Ty(zy),
RoaFv jedné roviné a pohyb bude keplerovsky.

Keplerovsky pohyb je tedy formélné nejsnazsi vySetfit v soustave, kde v,y = 0.
V této roviné jsou uz zavedeny soufadnice r a ¢; budiz jesté definovano 5y jako tihel
mezi privodicem a vektorem vg(,,) (Bo = 0 pro pohyb smérem k centru a fy = 7
pro pohyb od centra); /5 je pak stejné definovany thel pro vektor rychlosti U, v této
roviné v libovolném case. Veli¢iny jsou zndzornény v Obr. 2.1. Moment hybnosti se
zachovava co do velikosti i sméru (je na rovinu kolmy), takze ho staci vyjadfit jako
skalar:

L= ‘I_j =[x 7] = Mr*p = Mug,rsin 3, (2.29)

Protoze moment hybnosti vy¢islen v po¢dtku pozorovani je roven Muvg(,, 7o sin By, kde

ro je polomér, na kterém se nachézi ¢astice v okamziku pocatku pozorovani'®, lze psat

Mr? = Mug(y,rosin By = Lo. (2.30)
Ly prirozené znaci pocateéni hodnotu momentu hybnosti. Podobné pro celkovou energii
1ze psét
1 5 k1 1 Eo1 L K
W= _-Mi*—- = = _Mi*+ -Mr’p* — = = _M7*? - = 2.31
gV T T M F e T o Ty (2:31a)
1., S B 5 L? R
Wo = §Mv0(xy) — % = §Mv0(xy) cos” By + oAz 1 (2.31b)
7 obou rovnic se snadno vyjadii casové derivace:
d ) 70 SIn L
dp _ Yeyrosinfo _ Lo (2.32a)

dt r2 Mr?

L PR S TR
dt 0y)  Mry  Mr M2r2

v ném ma castice rychlost vg(,,) a smér pohybu o vici privodici
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_ [ewg 7\? Lo &\2
_\/M+<L0> (M L0> (2.32b)

V druhé rovnici pod odmocninou bylo vhodné doplnéno na tplny ¢tverec. Podélenim

obou rovnic se ze soustavy vyloudi ¢as a vyjde rovnice trajektorie:

ng LOQ
5= = Mr (2.33)
\/wvo (&) - (- )
M Lo Mr ~ Lo
Pfimocare pak
d I
CP_/d%@_/(pdT:/ M2 dr =
dr 2\ 2 N2
@) - (- 2)
M Lo Mr — Lo
2
L — 2W ~
/- 7% o | BT+ (£ _
1\ 2 \2 — L z _ _ L
ViR () - (-g) L=t fio v
d
/ _\/2y72 = / = arccos = —|— C, (2.34)
Yo~ Y /1 -
yo
kde C je integracni konstanta, kterou lze volit nulovou!”. Je tedy
Y = Yo cos p, (2.35)
neboli ndvratem k substitucim
Ly & 2Wy 2
Ur fo A + <L0> - COS . (2.36)

Vynésobi-li se jesté rovnice pievracenou hodnotou ¢lenu Lio’ ktery jako jediny nezavisi

na proménnych ¢ a r, vychazi

Lj

2 2WoL3

ME — 1 44/1+ 0. cos. 2.37
. U2 @ (2.37)
souvisi s volbou poc¢atku soufadnice ¢ (”nulty polednik”) a pfi volbé C' = 0 odpovidd ¢ = 0

nejvétsimu piibliZzeni Edstice ke stfedu symetrie vnéjsiho pole [21]
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2.4 Parametrizace keplerovského pohybu a kritéria zachy-

ceni castice s elektrickym dipdélem

V proménnych 7 a ¢ je toto rovnice kuzelosecky pro pocatek umistény v ohnisku, kde
je odmocnina rovna (bezrozmérné) excentricité kuzelosecky a citatel velkého zlomku
na levé strané tzv. parametru kuzelosecky. Ukolem je najit, kdy nastdva (v principu
¢asové neomezeny) zachyt ¢astic, tedy ve valcové konfiguraci elektrod trajektorie, které
jsou eliptické nebo kruhové — tém odpovidd excentricita mensi nez jedna (nulova je
pro kruznici). Ukazuje se, ze pro piipad dipdlové castice zachycené ve valcové symet-
rickych elektrodach, kde je spousta vstupnich parametru (kvantové ¢isla n a p, parametry
elektrod rin, Tout @ Pout, Pin, pocatecni podminky 7o, vo(,y) a So, resp. sin Sy, technicky
i M), existuje zptisob, jak problém parametrizovat efektivnéji. Necht jsou zavedeny tyto

bezrozmérné parametry:

p=—2 <1 (2.38a)
To
R=" 5 (2.38b)
To
‘Wpo‘
=P 9 2.38¢
= (2.38¢)

Pocdtecni kineticka energie Wio je vzdy nezdpornd. Formdlné lze dodefinovat vy, =
0= Wig =0 = ny = +00, ale tento pripad stejné nikdy zachycenim skon¢it nemuze
(dojde k ndrazu na vnitini elektrodu, libovolné malou). Pro uzaviené orbity se au-
tomaticky predpokladaji i celkové zaporné energie Céstic, aby byly ve vazaném stavu
s pasti, pripousti se tedy jen zdporné (pocatecni) potencidlni energie Wy < 0 a déle
se na znaménko u potencialni energie neptihlizi — pfi tomto znaceni je celkova energie

zachycené ¢astice

W =Wy + W, =W, — |W,| (2.39)

a celkova pocatecni energie

Wo = Wio + Wpo = Wio — ’Wp0|. (2.40)

Pro moment hybnosti L = Ly vychéazi

: . o Wko .
Lo = Muvg(gzy)rosin By = L = M%g(w)r% sin? By = 2MR? i 00’2 sin? By, (2.41)
P
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odkud je parametr elipsy/kruznice

L% 2T0 2
= = ——5i 2.42
b Mk 10 sin” B ( )

[ 2WoL} < 11 ) .9
e=1\/1+ —— =, [/1+4(— — — ] sin® fy, 2.43
MFE2 o o ( )

tedy rovnice elipsy/kruznice nabyva podoby

a excentricita

20 sin” By 11
=14 1+4<2—> sin? B - cos . (2.44)
r Mo Mo
7 rovnice se da vyjadrit polomér jako
2ro SiIl2 50
r= 0 : (2.45)
1 1Y ain2
1—1—\/14—4(77(2) —%>sm Bo - cos

Uzaviend trajektorie elipsy a kruznice musi mit r € (7in, rout ), ekvivalentné se do tohoto
intervalu musi vejit body nejvétitho piiblizeni a vzdileni od osy vélcové symetrie'.
Snadno plyne, ze témto bodim odpovida cos p = +1, je tedy

2ro Sin2 ﬁo
Foin = 0 , (2.46a)

1 1 22
1+\/1+4(n(2)770>81n ﬁo

2ro Sin2 BO
10 . (2.46Db)

Tmax =
1 1 i 2
1\/]."’4(”3770)811'1 ﬁ[)

Podminka r € (i, rout) se pak ekvivalentné vyjadif jako

2ro Sin2 ﬁg
Tin < T'min = L (2.47a)
1+\/1+4(77137710>sin250
2ro Sin2 60
Tout > Tmax = i : (2.47b)
1— \/1+4<7713nlo)sin250

neboli s pomoci parametru p a R

187 herihelium” a ”afelium”
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2 Sin2 ﬁo

p< L , (2.48a)
1 1Y gin2
1—1-\/1—}-4(778—770)3111 By
2 2
< 8in” By
R > 0 : (2.48b)
1 LY in2
1\/1+4(178?70>8m Bo
Vyjadri-li se v prvni podmince odmocnina, vychézi po umocnéni
1 1 4 4
144 (2 — > sin” By < —— sin* By — — sin® By + 1, (2.49)
o Tlo U4 Nop
coz se snadno upravi na
p* — p*mo < sin® By — nop. (2.50)

Tuto relaci je vhodné vysetiit dvéma zptisoby — jednak po vyjadieni sin? By a jednak 7.

Prvni vyjadreni dava

sin® By > p* — p*no + nop, (2.51)
neboli nutnou podminku na sinus thlu pocateéniho pohybu. Zjevné je nutné, aby
tento byl vétsi nez néjaka minimélni hodnota, tj. aby mél néjaké minimalni odchyleni
od pruvodice — to je logické, napiiklad pro sin 8y = 0, neboli 5y = 0,7, pohyb urcité
skonéi narazem na elektrody!? a stejné tak urcité i dalsi blizké hly, protoze ri, > 0

a rout < +00. Je ale mozné, ze pro urcité parametry pasti a hlavné pro urcité p = 7;}—3

nemuze uzaviend orbita vibec nastat — to pokud by musel byt kvadrat sinu byt vétsi

nez jednicka. Tuto podminku lze vystihnout jako

p° = pPno+nop < 1, (2.52)
odkud

mp(1—p) < (1+p)(1-p), (2.53)

coz vzhledem k p < 1 lze zkratit beze zmény znaménka na

1
mle o, (2.54)

Ytento piipad kritérium zachyceni nikdy nesplni a proto bylo piipustné v piedchozi dprave délit

kvadratem sinu
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a to je prvni omezeni pro pocateéni podminky vzhledem k parametrium pasti.

Vyjadfenim parametru 7y z puvodni nerovnosti mame

1
p(1=p)

coz je mnozina bodl v roviné sin? By podmince zachyceni vyhovujicich?®.

sin? By — L (2.55)

< )
710 1—p

Zopakuje-li se sled tuvaj pro podminku

2 in2
= 8in” By
R > 0 , (2.56)
1— \/1+4(771§_ n%)snﬂﬂo
vyjde
144 (2.57)
o = R .
a
1 ) R
—————si = — 2.58
> T RRo1) St Ry (2:58)

kde pii upravéach a interpretaci je potieba zohlednit, ze R >1=1— R < 0.
Uvahy je jesté vhodné doplnit pro kontrolu o podminku uzaviené orbity (0 < e < 1),

tedy
11\
1+4|———|sin“fp <1, (2.59)
Mo ™o

coz pro sin? By # 0 piechazi na

no > 1, (2.60)

coz ale vzhledem k ng > 1 + %, R > 1 nepodévé zadné nové omezeni?!.

Kritéria zachyceni ¢éastice se daji vyjadfit i graficky do diagramu sin Sp—n9, jak se lze
presvédcit v Obr. 2.2.

sin? Bo _ 1
p(1—p) 1-p 1 S
rovnost v 1o > 1 + & nastéva pro limitn{ p¥ipad R — +oco

20770 = je potom hranice této oblasti

21
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Mo
14 =
P
R
R—-1 9
1+ !
R
1
0 1 Sinﬂo
__Pr
1—p

Obr. 2.2: Grafické znazornéni kritéria uspésného zachyceni ¢astice pasti na uzavienou
orbitu do oblasti mezi elektrodami — ng = %200‘ je pomér pocatecéni potencidlni a kinema-
tické energie ¢éstice v absolutni hodnoté, 5y je poc¢ateéni smér pohybu (vymezeny mimo
jiné v Obr. 2.1) a R = "% a p = 7 (také k nahlédnuti v Obr. 2.1). Plocha v Sedé
barvé predstavuje pfi danych R a p oblast takovych dvojic sin 8g-19, pro které se ¢astice
zachyti na elipsu nebo kruznici, kterd se vejde mezi elektrody — je ddna trojici nerovnosti:
sinffy < 1 (ohrani¢end svislou piimkou), ny > —m sin? By + ijl) (ohranicend
klesajici parabolou) a 1y < ﬁ sin? By — 1Tpp (ohrani¢end rostouci parabolou). Bod
(1,2)" (naznaceny kifzkem na pravé strané oblasti tispésného zachyceni) piedstavuje
kruhové orbity. Pro velmi tizkou oblast mezi elektrodami 7j, — 7ous konverguji vrcholy

povolené oblasti pravé k bodu (1,2)" a pro kruhovou orbitu tedy vzdy zbyva misto.

Nutné podminky zachyceni se daji shrnout takto:

1 1
e(l+—=,1+ - 2.61
10 < +R,+p> (2.61a)
. Rp
> 4 — 2.61b
sin By > Rip_1 (2.61Db)

Postac¢ujici podminka je ddna dvojici nerovnosti pro ng a sin 8y < 1. Je vhodné poukazat,
ze i kdyz poradi bodu 1 —i—% a % muze byt pro razné hodnoty p a R ruzné, kvalitativné

zustava povolend oblast v sin Syp—ng diagramu stejné.
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Vyznacné postaveni zaujima mezi trajektoriemi ta kruhovd — podminkou kruhové

orbity je v absolutni hodnoté rovnost odstiedivé a dostiedivé sily, tedy

2
Mvg,y  Mv?

kR
ro r r2 r%’
2 _ &
odkud Uo(ay) = Wrg &
R - -
o = |Ep0| . 70 . 2K . 2K —9.
- 1 2 - 2 - R -
Ey 5 M V() M Vo) M g0

(2.62)

(2.63)

navic samoziejmé musi byt vektor ¢, kdykoliv kolmy na priuvodic, tedy sinfy = 1.

Je nékolik pozorovéani tykajicich se kruhovych orbit, kterd lze ucinit pfed samotnym

rozborem problému zachyceni ¢astic a podle kterych lze zkontrolovat spravnost analyzy:

o Kdykoliv pro riyy < rous musi existovat prostor pro kruhovou orbitu s libovolnym

ro.
e Pro limitni pfipad ry, — rou existuje pravé jen kruhova orbita.
e Pro ry — ry, je zachyceni mozné také jen pro kruhovou orbitu.

e I pro ro — 7y je moznd pouze kruhova orbita.

e Pro riy < 1o < royt existuji vedle sin 5y = 11 jiné (nekruhové) orbity s ny = 2.

e ProsinfBy =1 a ng = 2 by méla vyjit nulova excentricita.

e Prosinfy = 1 a g = 2 by se méla rovnice trajektorie v polarnich souradnicich

zjednodusit na trividlni r = ry (souvisi s predchozim bodem).

Vedle jmenovanych podminek pro kruhové orbity je jesté rvonéz ziejmé, ze:

e Existuje takové sin Sy, ze Vsin By < sin By nemiize k zéchytu dojit (dojde k narazu

na elektrody).

e Stejné tak pro dané ro urcité existuje vy, takové, ze va(xy) < ﬁg(xy) neni

zachyceni ¢astice mozné, protoze narazi na vnitini elektrodu.

rychlosti a vnéjsi elektrodu lze o¢ekavat podobné kritérium.

Pro prilis velké

e Rozbor kritérii zachyceni pracuje s parametrem sin 5y, ale pokud je tento rizny

od jednicky, existuji po dvojicich rizné By?? se stejnou hodnotou sin By, které

22y intervali (0, g) a (gﬂr) — sin(m — Bo) = sin Bo

52



v analyze zdanlivé nejsou podchyceny; rovnéz intuitivné by se mohlo zdat, ze
podle orientaci poc¢atetniho sméru pohybu budou nékteré ¢astice zachyceny spise
nez jiné. Snadnd tivaha o symetrii vii¢i privodici ale ihned k ¥y (,,)) zkonstruuje dalsf
tfi (obecné) ruzné vektory, které maji stejné sin 5y a jejich zachyceni je ekvivalentni

k puvodnimu, jak je zndzornéno v 2.3.

Obr. 2.3: Symetrie pro spésné zachyceni — pro stejné rq. vg(s,) a sin Sy existuji obecné
ctyfi vektory U gy, které jsou trojici ro, Uy a sin By reprezentovany. Po dvou prislusi

dvéma elipsam, které jsou symetrické podle pruvodice 7.
Vsechna tato pozorovani jsou rozborem potvrzena.

2.5 Rozbor keplerovské pasti

Je vhodné upozornit, ze i kdyz je potencidl ve zkoumané roviné keplerovsky, tedy tmérny
%, rozdily oproti prostému gravitaé¢nimu keplerovskému potencialu pfeci jen existuji.
Jsou-li riy a roye pevnd, pak je odlisnost pouze v tom, ze povolend oblast polomért

vyskytu je omezend shora; v gravitaénim keplerovském potencidlu, kde 7oy — 400 a
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R # K(Tin, Tout ), OVSem je mozné v realném ¢ase ménit 7y, (radialni pulzovani s libovolnym
¢asovym prubéhem), aniz by oblast nad nim byla co do potenciélu zasazena, a pro ¢astici,
jejiz pohyb zkouméame, se méni jen velikost oblasti, kde ma Céastice povoleny rozsah
pohybu. Toto pro véalcové elektrody neplati, protoze & = K(rin, Tout) a tedy radidlnim
posunem jedné z elektrod se zméni i pribéh potencidlu. V tomto smyslu je dtlezité
pamatovat i na to, ze parametry p, R a ng z kritérii zachyceni nejsou navzijem nezavislé
— je-li naptiklad dano ng, jsou implicitné pevné dany i 7, a rout @ pak je volny uz jen
jeden z dvojice p a R.

Dilezitou technickou otéazkou je, jak ¢dstice do takové pasti vpravit —i za predpokladu,
Ze mimo oblast (riy, Tout) Na ¢astice zaddna sila nepuisobi, tak pii vstupu do oblasti pasti
otviirkem zanedbatelné velikosti v jedné z elektrod je pro libovolné sin By # 023 ziejmé,
7e na jiném misté ¢astice do elektrody narazi znovu. Toto lze obejit, pokud v oblasti pasti
budou dipdlové éastice piimo vznikat. Naptiklad pro vodik mohou byt do pasti zave-
deny elektrony a protony/deuterony?*, které permanentni elektricky dipél nemayji, tedy
misto vySe uvedené pohybové rovnice se #idi prostou Lorentzovou silou, a pokud nékde
mezi elektrodami rekombinuji za vzniku vodiku, ktery uz permanentni dipdl mit muze,
je v tomto misté kinematikou srdzky urceno vy, ro (tedy o) i sin By pro dipdlovou
¢astici — ta uz se na uzavienou orbitu dostat muze, protoze jeji (doslovnd) pocateéni
podminka je mimo bezprostiedni hranici oblasti. Pro clustery rydbergovské hmoty2°,
které nevznikaji evaporaci z povrchu elektrod, ale v prostoru kondenzaci atomt, lze
predpokladat podobny zavér.

A kone¢né zbyva rozresit zachyceni v podélném sméru, podél osy z, kde ve valcové
symetrickém uspofddéani elektrod zadna sfla neptisobf; je-li tedy vy(,) # 0, castice muze
unikat do nekonecna podél osy vélcové symetrie, i kdyz bude zachycena radidlné. Bézna
past byva konecnd ve vSech rozmérech, tedy i v z-ovém sméru je nutné, aby byl pohyb
¢astic omezen do néjaké oblasti, zajistovat tedy jejich obrat. Tato problematika je proz-
kouména zatim jen povrchné — pfesné feseni pro néjakou konfiguraci elektrod se zatim
nepodafilo najit, takze lze vychéazet jen z kvalitativnich zjisténi numerickych simulaci.
Ukézalo se, ze obratu v trajektorii 1ze dosahnout, pokud elektrody nejsou presné valce,
prubéh by meélo jit, je pfedmétem budouciho zkouméni. Jisté se zda byt, ze ve stiedni
¢asti musi byt zména tohoto profilu jen velmi pozvolnda, aby nenarusovala keplerovsky

pohyb v kolmém smeéru, a dale od stfedu takova, aby bylo mozné zvratit smér pohybu

235in By by odpovidalo klouzéni presné podél povrchu jedné z elektrod
24nebo pozitrony a antiprotony za vzniku antivodiku
25pokud vykazuji permanentni dipdl

54



.....

linku.

2.6 Selhani linearni i kubické lokalni interpolace polni ma-

py pro castici s elektrickym dipdlem

Pokud je konfigurace elektrod takové, Ze neumoziuje najit presné feSeni jako vyse,
pristupuje se obvykle k numerickym simulacim. Takto by se (pro srovnani) postupo-
valo pii integraci pohybu nabité ¢dstice: Pole muzZe byt zaddno bud rovnici E =
(Ex(X,Y, Z),Ey(X,Y,Z),EZ(X,Y,Z))T, nebo mapou, tj. koneénou mnozinou hod-
not v urcitych uzlech, obvykle pravidelné uspotddanych, ¢emuz je vhodné uzpusobit
i volby sourfadnych os tak, aby tyto sméfovaly ve smérech pravidelného uspofadani
uzli. Nechf pro jednoduchost mé pole tak vysokou symetrii, Ze je popsano jen jed-
nou nenulovou slozkou F a jedinou skalarni proménnou X (jako t¥eba u vélcové syme-
trie fesené vyse), E = E(X). Uzly, ve kterych je hodnota pole uddna, nechf jsou
X, = nAX,n € (Ni,...,No),Ni, Ny € Z,AX > 0 a hodnoty téchto uzli necht jsou
E,. Interpolace pole necht je tato — nejprve je bod X lokalizovén, do kterého z in-
tervalki I, = (X, Xpt1) = (nAX, (n + 1)AX) patif; pro dand n, E, a E,.1 pak at je

definovéno

En+1 - En
AX
Jedna se o prostou linearni interpolaci v ramci daného intervalku. Uvnitf kazdého z nich

E(X) = (X —nAX)+ E, VX € I,. (2.64)

je zobrazeni ziejmé spojité; a na krajich (v uzlech) rovnéz, protoze limy_, (n41)ax E(X) =
E,+1. Vysledkem je tedy obecné lomena ¢ara. Uvedené interpolaéni schéma je feSenim

soustavy rovnic

E,=aX,+0b (2.64a)
Enp1 = aXni1 +b=a(X, + AX) +b (2.65b)

pro koeficienty a a b linearni funkce.
Vyse zkonstruované zobrazeni ale (kromé velmi specidlnich piipadi) nemd obecné

spojitou prvni derivaci. Ziejmé se totiz nerovnaji jednostranné derivace okolo uzlu:

dFE En+1 - En

li — = li 2.66
Xomina dX  xomina.  AX (2.662)
. dE . Eni2 — Bt
— = | _— 2.66b
X—Wgﬁm+ xX X—>(7E|-nl)A+ AX ( )
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Rovnost obou vyrazu ziejmé nastava, jen pokud jsou v roviné X—FE(X) body (X, En)T,
(Xn+1, En+1)T a (Xn+2,En+2)T v jedné piimce. To je pfirozenym dusledkem toho, ze
linedrni interpolace je ”pfilis hruba”. Pii numerické integraci pohybu nabité castice
v tomto poli ale nebudou odchylky od spravného feseni piilis velké, pokud pole nema

velmi divoky prubéh. Sila na nabitou ¢éstici je

F =qE, (2.67)
tedy v jednom rozméru
F=qFE, (2.68)
a pohybova rovnice
MX =q¢B(X) = X = %E(X) (2.69)

1ze nejjednoduseji nahradit diferencidlnim schématem s centralni diferenci

X(t+ At) —2X(t) + X (t — At)

(At)? = %E(X(t)) =
- % <W (X —n(H)AX) + En(t)) , (2.70)

kde n(t) zna¢i n-ty intervélek I, ve kterém se Castice nachazi v ¢ase t. Vyraz na pravé
strané je spojity, jak bylo feceno a vliv skoku v prvni derivaci na integraci je potom
obvykle zanedbatelny.
Jind situace nastane pro pohyb dipdlové castice. Jeji rovnice pohybu v jednom
rozméru bude
2
%:-%-g—f{, (2.71)
kde uz samoziejmé muze pii vycisleni X (¢t + At) nastat velka odchylka oproti pfesnému
feSeni. Numerické simulace ve tfech rozmérech pro piesné fesitelné pohyby — napiiklad
v cylindricky usporadanych elektrodach — tuto domnénku potvrzuji: typicky dochazi
k nepredvidanym a nefyzikdlnim zvratim do té doby tradné trajektorie, paradoxné
nejéastéji v mistech, kde mé pole malou hodnotu®®. Piiklad takové chybné simulace
je na Obr. 2.4. Interpola¢ni schéma je tedy nutno nahradit lepsim, které zaiidi, ze

rekonstruované pole bude spojité i do prvni derivace.

26¢o7 uz neni paradoxni, je-li vzato v potaz, Ze v téch mistech muze byt velikd relativni zména prvni

derivace pii nevhodné interpolaci
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Obr. 2.4: Dusledek piilis hrubé interpolace polni mapy v perspektivnim pohledu — ¢astice
by se méla pohybovat po elipse, ale od urc¢itého ¢asu pocinaje se od tohoto pohybu
odchyli a nefyzikdlni trajektorie pak pfipomind efekt staceni perihelia. Pohyb muze byt

perturbovan samoziejmeé i kolmo na rovinu.

Ziejmé nepraktickym postupem se ukazuje prolozeni polynomem celé mapy, coz je
jednak vypocetné narocné a jednak nachylné ke kumulaci numerickych chyb; je proto
vhodné drzet se idey lokalni interpolace. V platnosti zustdva zpusob lokalizace bodu
X, pro néhoz se ma pole interpolovat, do intervalku (X,,, X,+1), je ale zdroven vhodné
rozsifeni mnoziny bodu, podle kterych se interpolace provede, z dvojice {X,, Xp+1}
na ¢tverici { X,,—1, Xn, Xn+1, Xnt2}. Je vhodné upozornit na omyl, kterého se lze snadno
dopustit: pokud by se prolozily hodnoty E,, v téchto ¢tyfech po sobé jdoucich (a ekvidis-
tantné vzdalenych) bodech, polynomem stupné az tii, vysledna funkce by sice spojita
byla jako v konstrukci popsané vyse, ale derivace by byla spojita jen zdanlivé — rameno
funkce v intervalu (X,,_1, X,,) sice navazuje spojité i v prvni derivaci na interpolaci v in-
tervalu (X,,, X,+1), ale pro interpolaci v ném se ma pouzit ¢tvefice bodua X, 9, X, 1,
X, a X411 a ve vysledku se pouze lomend ¢ara z predchozi konstrukce nahradi ”lome-

nou kubickou parabolou”, ktera je opét v uzlech v prvni derivaci spojité jen ndhodou?’;

2"moznym systematickym navizanim prvn{ derivace v uzlech miize byt po édstech linedrni ¢4ra, kterd
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(nevhodnou) interpolaci kubickymi parabolami demonstruje Obr. 2.5.

Xn_g Xn,1 Xn+2
NS

Obr. 2.5: Prokladani polni mapy polynomem stupné az tii, které spojitost prvnich
derivaci nezaruc¢i. Cilem je interpolovat pole ve dvou intervalcich — (X,,_1,X,)
a (Xn, Xp+1) — vzdy pomoci &tvefice bodu polni mapy. Interpolace v (X,,_1,X,)
se dosahuje prokladem polynomu stupné az tii tak, aby prochazel ¢tverici bodu
(Xn—2,Fn-2)", (Xp_1,En_1)Y, (Xn,En)T a (Xpni1, Eng1)’, a vysledkem je kiivka
”1”; podobné se nalezne kiivka 72" z bodu (Xn,l,En,l)T, (Xn,En)T, (XnH,EnH)T
a (Xn+2,En+2)T jako interpolace pro interval (X, X,,+1). Je zfejmé, ze ke spojitému
navazani derivaci nedochéazi, protoze kiivky 717 a ”2” maji v bodé X, obecné jiné

smérnice, jedna se proto vlastné o "lomenou kubickou parabolu”.

2.7 Konstrukce lokalni interpolace polni mapy spojité do

prvni derivace véetné

Jednoduché lokalni interpolaéni schéma, které vyhovi pozadavkiim spojitého navézani
az do prvni derivace, je nésledujici: Pro interpolaci v intervalu (X,,, X,,+1) se vychézi
ze ¢tverice {X,_1, X, Xnyt1, Xnio} a interpolace se hledd jako polynom stupné az tii,
ale nepozaduje se, aby tento prochdzel body (Xn,l,En,l)T a (Xn+2,En+2)T, pouze
(Xn, En)T a (Xnt1, En+1)T. Protnuti poslednich dvou jmenovanych bodu zarué¢i nava-

bude lomena nikoliv v uzlech, ale mezi nimi — potom v uzlech je interpolace spojita i v prvni derivaci,

ale skok se logicky pfenese dovnit# intervalkil, coz problém opét nefesi
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zani hodnot funkce. Navazani prvnich derivaci se provede predepsani prvnich centralnich
diferenci v bodech X,, a X1, tedy

E,i1—FE,_

E(X,) = —%AX 1, (2.72a)
En - En

E'(Xnt1) = —527)( (2.72b)

Ze se spojité navazuji i prvni derivace, je ziejmé, protoze formule pro vypocet derivaci
v sousednich intervélcich jsou pro uzly, kde se stykaji, identické (pro jejich vypocet jsou
pouzity stejné hodnoty).

Stejné jako u schématu lomené ¢ary bude potfeba najit koeficienty polynomu

E(X)=aX?+bX*+cX +d (2.73)

ze soustavy rovnic ur¢ené podminkami konstrukce. Protoze

E'(X) = 3aX?+2bX +c, (2.74)
bude soustava dana jako
Ep=aX>+bX2 4 cX, +d (2.75a)
Epp1 =aXp +bX2 1 +cXpy1 +d (2.75b)
Epi1 — By
% = 3a X2+ 2bX,, + ¢ (2.75¢)
BEnio—E
% = 3aX2,, 420X, + 0, (2.75d)
neboli
En,=a(Xn_1+AX)? +b(Xp_1 +AX)? + (X1 + AX) +d (2.76a)

Ent1 = a(Xn-1 +2AX)% + b(Xp1 +2AX)° + ¢(Xp—1 + 2AX) +d (2.76D)

Eni1 — B

il — 0l 30( X1 + AX)? 4 26(X 1 + AX) 4 ¢ (2.76¢)
2AX

En+2 - E, o 2

kde neznamymi jsou prirozené koeficienty a, b, ¢ a d.
Alternativné lze v rdmci intervdlku napojovat polynom stupné az tii (uprostied —
v <Xn + %, Xny1 — %)) a po strandch (v <Xn,Xn + %) a <Xn+1 — %, Xn+1)) dvé

piimky. Vyhodou tohoto piistupu je, ze se v pocitaci pro (nominélné) polovinu piipadu
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pocitaji jen mnohem jednodussi primkova interpolace. Po technické strédnce se body
navazani derivaci presouvaji z okraju intervalka I, do jejich vnitiku. Interpolace je tedy

déna jako

arX +br, X € (Xn, X, + &%)
E(X)=1q aX?+bX?+cX +d, X € (X + 85, Xps1 — &%) (2.77)
arX +br, X € (Xnt1 — 25 Xnt1)

kde koeficienty jsou dany rovnicemi

Xn+1 - Xn—l
=hr -nmo 2.78
L 2AX (2.782)
E,=arX, +bp (2.78b)

5AX
ay, <Xn_1 + 4> + b =

5AX\° 5AX 2 5AX
=a (an + 4> +b (an + 4) +c (an + 4> +d (2.78c¢)
TAX
ar (Xn_l + 4> +bg =

TAX\? TAX 2 TAX
=a <Xn_1 + 4> +b <Xn_1 + 4) +c <Xn_1 + 4) +d (2.78d)

Eni1—Ep1 5AX\? 5AX
W = 3a (Xn—l + 4) + 2b Xn—l + T +c (2786)
Eni2—E, TAX\? TAX
- Xn+2 — Xy
aR = IAX (2.78g)
En+1 = aRXn+1 + bR. (278h)
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Resenim soustavy je

ar, = % (2.79a)
by = E, — % (X1 + AX) (2.79b)
o= (5()3 (Epso — 3Eni1 + 3B — En_1) (2.79¢)
b= 2(A1X)2 (3Ep+2 — TEp41 +5E, — Ep1) +
+(A;)3 (12X,_1 4+ 19AX) (Ep_1 — 3Ey + 3En41 — Enya) (2.79d)
— En;QA;( En 4(A1X)2 (4Xp_1 +TAX) (Ep_1 — 5E, + TEpy1 — 3En40) +

o AlX)g (X1 + TAX) (12Xt + 1TAX) (Enro — 3Bns1 + 3Fn — En1) (2.79)

d= Bpir+ (Xn1 + 2AX) %+

+32(A1X)2 (4X_1 +TAX)? (3Enio — TEni1 + 5En — En_1) +

+16(A1X)3 (4X,_1 4+ 5AX) (4X,_1 + TAX)* (Ep_1 — 3Ep + 3Epi1 — Engo) (2.79f)
ap = % (2.79g)
br = Epiq — % (Xp_1 +2AX). (2.79h)

Ré&dné navéazani interpolace az do prvni derivace véetné ilustruje 2.6.

2.8 Rozbor interpolacniho schématu

Jako kontrola spravnosti muze poslouzit napiiklad piipad, kdy je ve v8ech ¢tyfech bodech
stejna hodnota, tedy F,_1 = E, = Epy1 = Eyy2 a kdy by méla vyjit konstantni funkce
o hodnoté E,_1, coz se opravdu déje. Obecnéji pro ¢tyfi body lezici v jedné piimce
musi vyjit interpolaci piimka, tedy nutné musi byt koeficienty a a b nulové — vskutku,

pro prvni z nich je

4
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a podobné pro b; smérnice piimky by méla byt ¢ = 2—)&;, coz je rovnéz snadné oveérit;
a konecné koeficient posunu by mél vyjit d = F,_1 — ﬁ—)E(Xn_l, a i ten je interpolaci

potvrzen. Jiné testy uz jsou samoziejmé naro¢néjsi.

EA

Enfl

En—2 &

Eﬂ+‘2 ’)

0 Xn XnJrl g
Xn72 Xn—'l -Xn+2
i/
En+1

Obr. 2.6: Lokalni interpolace polni mapy, kterd je vSude spojitd vcetné prvni
derivace. Interpolace v intervalu (X, 1, X,,) vychazi ze ¢tvefice bodu (X, _o, En,Q)T,
(Xn-1, Bn1)¥, (Xn, En)Y a (Xpg1, Ens1)" — bodem (Xn, E,) prochdzi piimka, jejiz
smérnice je ddna spojnici bodit (Xp—1, Bn1)" a (Xns1, Ens1)" (tato spojnice je tence
vyznacena a zduraznéna jeji rovnobéznost s uvedenou piimkou); podobné se najde
piimka prochézejici bodem (Xn,l,En,l)T pomoci bodu (Xn,Q,En,g)T a (Xn,En)T.
Tyto pfimky je uvnitf intervalu (X,,_1, X,) mozno navazat s polynomem stupné az tii
tak, ze vysledny tutvar je spojity az do prvni derivace vcetné. Zopakuje-li se stejny
postup pro interpolaci v intervalu (X,,, X, +1), bude do prvni derivace véetné spojité
i navazani v bodé X,, protoze v ném obé ¢tvefice bodu predepisuji stejnou piimku
(body (Xn,l,En,l)T a (XnH,EnH)T patii do obou étvefic). Sedivou barvou jsou
naznacena pokracovani polynomu stupné az tii v oblastech, kde uz k nim ale pfihlizeno

neni.

Pro vélcové symetrické pole je nutné tuto jednorozmeérnou interpolaci pro dany bod
vykondvat étytikrat — je-li E = (ET,E‘p,EZ)T, pak ve valcové symetrii bude E, = 0

a zbylé dvé slozky zavisi na radidlni a axialni soufadnici, tedy
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E.=E.(r z) (2.81a)
E,=E.(r z). (2.81Db)

V dvourozmérné polni mapé, kdy je v kazdém z uzla v roviné r—z zadano jak F,., tak F.,
pak staci postupovat tak, ze se pro dané r a z, tj. bod lokalizovany do ¢tverce (ry,, rp41) X
(2Zm, Zm+1) naleznou nejprve interpolaéni hodnoty pole paralelné na hranach miize mapy,
tj. v bodech (7, zm—1)", (r,2m)", (7, 2ms1)" & (7, Zme2)" — napr. (r,zm—_1)" pomoci
(rn_l,zm_l)T, (rn,zm_l)T, (rn+1,zm_1)T a (rn+2,zm_1)T apod. — a pomoci hodnot
této ctverice se konecné ziskaji hodnoty E,(r,z) a E,(r,z) (pro obé slozky samoziejmé
musf vypocet probéhnout nezavisle)?®. Vzdélenosti uzlii v obou smérech, Ar a Az,
nemusi byt stejné.

Pro osu 7 nejsou definovany zaporné hodnoty, ale miize nastat situace?, kdy je
potieba interpolovat v (0, Ar) pomoci bodu r = —Ar — pak vzhledem k rota¢ni symetrii
staci dodefinovat E(—Ar) = E(4+Ar).

Postup pro interpolaci v dvourozmérné mapé je podobny postupum, které se pouzi-
vaji v pocitacové grafice nebo v simulacich ”Particle in Cell”.

Samotnou interpolaci podle zkonstruovaného schématu je jesté pred integraci po-
hybu dipélové castice vhodné otestovat na mapéach, které vychézi z elektrostatického
pole zndmého prubéhu — vezme se néjaké zvolené presné FeSeni, z ného se vytvoii mapa,
z mapy se interpola¢nim algoritmem pole zrekonstruuje a porovnd s presnym feSenim,
ze kterého se vychazelo. Pro tento 1cel je tedy potieba znat néjaké piesné feSeni Pois-
sonovy rovnice A® = (0 ve valcovych soufadnicich. Jedno takové feSeni s vysokou
symetri{ uz bylo nalezeno — ®(r) = C; + Cylnr —, dalsi partikuldrni Feseni se najdou
zkusmo:

Hled4-li se fesenf ve tvaru ® = p(r)((z), najde se specidlni pifpad®® ®(r,z) = z-Inr;
pro tvar feseni ® = p(r) + ((2) se d4 nalézt napiiklad r? — 222; pro vysokou symetrii
v proménné z lze vzit napiiklad ® = z; a Poissonové rovnici ve vélcovych soutadnicich

rovnéz vyhovuje ® = J2r?— 123, coz vychdzi z obecného tvaru ® = p(r)z+¢(z). Shrnutf:

Dy =1 (1)3:’/“2—222
P =In by =z (2.82)
@2:2:].11% @5:%27“2_%23

28pokud by se nejprve hledaly (rmfl,z)T a tak déale, tedy v opatném poradi manipulace s osami,
vysledek by byl stejny

29pokud je polomér vnitin{ elektrody mensi nez vzdélenost uzli mapy v radidlnim sméru

30%tery se vyhyb4 netrividlnim Besselovym funkeim
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Pro testovani lze vzit libovolné

5
=) Ci®,CieR (2.83)
i=0
takové, ze na vSech polomérech je mozné vtésnat vnitini a vnéjsi elektrodu; rg je libovolna
konstanta pouze pro ten ucel, aby argument logaritmu byl bezrozmérny; a konstanty Cj;

samoziejmé musi mit spravny fyzikdlni rozmeér. Integralni nadplochy

®(r, z) = konst (2.84)

jsou potom ekvipotencidlami a v téchto piipadech je mozné libovolnou takovou dvojici
prohlasit za elektrody s konstantnim potencidlem, které slouzi jako okrajové podminky.
Interpolaéni algoritmus vykazuje s presnym fesenim velmi dobrou shodu. A koneéné
jeho pouzitf pro integraci®' pohybu dipélové éastice v poli zadaném mapou uz nevykazuje
nefyzikalni chaotické zmény pohybu jako pii interpolaci mapy lomenou ¢arou.
O konkrétnim presném feseni (2.83) vykazujicim schopnost urychleni atomu ve sméru

osy valcové symetrie bude dale pojedndno v paté kapitole.

3lye schématu Runge-Kutta

64



Kapitola 3

Difrakce zareni na rovinnych

clusterech rydbergovské hmoty

Tato kapitola se bude zabyvat difrakénim spektrem elektromagnetického zareni na clus-
terech rydbergovské hmoty. O hustoté elektronti v ném se bude po celou dobu piedpo-
kladat priblizeni, ze se jedna o hexagondlné symetrickou funkci s periodou a v ramci clus-
teru. Jak bylo feceno v ivodu, hexagonalné symetrickd funkce s periodou a na omezené
oblasti je zobecnénim sudé a-periodické funkce jedné proménné, proto je zacatek této
kapitoly vénovan shrnuti podstatnych vlastnosti této tiidy funkci a vyvozenim zavéru,
s jejichz zobecnénimi pro funkce hexagondlné symetrické s periodou a se bude dale
pracovat. Periodické funkce 1ze obecné rozkladat do Fourierovych fad s piislusnymi ko-
eficienty — kvantifikaci téch vlastnosti difrakénich spekter, které na téchto koeficientech
zavisi (napf. formfaktoru, intenzit difrakénich piku apod.), se ale tato kapitola nezabyvé,
proto se jim i vyklad vénuje spiSe okrajové, a to tam, kde je jich potifeba pro nalezeni

potfebnych tvrzeni.

3.1 Sudé funkce jedné proménné; jejich Fourierovy rozvoje

a Fourierovy obrazy
Spojita! realna funkce realné proménné n(z), kterd ma nejmensi periodu a, tj.

Ve e R:n(z) =n(x+a) A (Va < a)(3z € R) : n(z) #n(z+a), (3.1)

lze rozlozit na soucet periodickych funkci s periodami a, 2

, 5, 5 atd. ve formé

Ipodle tzv. Jordanova kritéria konvergence
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Cy =X 2k 2k
n(x) = ?0 + Z [Ck cos ﬂa Ty Sk sin ﬂa L , (3.2)
k=1

kde koeficienty Cy a S jsou dany jako

) To+a 2 !
Cr = / n(z') cos mh da’ k € Z§ (3-3a)
a Jg a
9 [zota Irkx
S = a/ n(z') sin Wam da’ ke ZT. (3.3b)
0

Na volbé zg pravé diky a-periodi¢nosti nezalezi. Rozklad se nazyva Fourierovou fadou
funkce n(x). Faktor 27” zarucuje nejen spravnou a-periodicitu, ale i bezrozmérnost argu-
menta funkei sinus a kosinus. Formélné lze vyse uvedené vztahy pro koeficienty rozvoje
rozsifit na mnozinu celych ¢isel — Sy =0, C_p = Cr a S_p = —Sk. S timto rozsifenim
+ia

a podle relace e™* = cos «a £ i sin « 1ze zavést do rozvoje exponenciely:

Co  So <X 2k ok
n(x)—;—l—;—i-Z[Ckcos Wax—l-Sksin TF.T:|
k=1

_ Co So = Cr+C_y 2rkx S —S_p . 27kx
—<2+2)+Z[ 5 cos a + 5 sin a

- 2 ?Sin a =
keZ
= % (6“”75% + 87%> —|— & <e+i¥ —|— ei Qﬂ-akz) =
4 43
kez
B Cr | Sk\ jj2nke Cr Sk _z2nks
_Z<4+4i>e cx (T m)e
keZ keZ
C S - TR - TRIT
kEZ keZ

kde tedy bylo zavedeno
C S 1 [eota 2mia
VkeZ: ng = % +i- sgn(k)% (: a/ n(w')e_lz 0 dx') , (3.5)
20

kde sgn znaci funkci signum a kde suma probiha tentokrat ptres vSechna cela ¢isla. Kosiny,
siny a exponenciely se v tomto smyslu nazyvaji bazické funkce (Fourierova rozvoje).

Argument exponenciely lze zkratit substituci
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G= %”k ke, (3.6)

na

n(@)= > nget. (3.7)

G=2Zk ke
Substituce ale neni dokonald v tom smyslu, ze se veli¢ina G na mnozinu k € Z v sumeé
odvolavé. Napravu zafidi definovani mnoziny, kterou G musi probihat, zpusobem nezé-
vislym na k. Necht je mnoZina oznaéena jako M,. Ukazuje se, Ze (bez ohledu na konkrétn{
prubéh funkce n(x) v rdmci jedné periody) musi G probihat pravé takovou mnozinu, aby

zajistila a-periodi¢nost funkce n(z). Musi totiz platit podminka periodi¢nosti

VK € Z: Z nget Gt = n(z) = n(z + Ka) = Z ngetiGretiGRa (3.8)
GeM, GeM,

z niz porovnanim obou sum plyne

0= > ngetic® (eticFa_q). (3.9)
GeM,
Zavorka je vytknutd pro kazdé G zvlast, a tedy pro kazdé G musi byt vyraz v zdvorce

nulovy?. Musf tedy

1 =et0Ke & GKa=27N,N € Z = (;) GK € L. (3.10)

T
Protoze je K libovolné, ale pevné celé ¢islo a jeho soucin s ;-G musi byt rovnéz
celociselny, musi byt G = %’Tk, k € Z, kde zlomek jako piedfaktor "rusi” vliv zlomku 5-
v (3.10), a k musi nélezet mnoziné viech celych é&isel®. Zkoumand mnozina M, odpovidd
substituci (3.6), 1ze tedy opravdu bez odkazovani se na k pro kazdou a-periodickou funkei

psat

n(z) = Z ngetieT (3.11)

GeM,
s definici, ze M, je pravé takovd mnozina, aby ) M, nae'¢? byla a-periodicks funkce.

Mnozina M, se nazyva reciprokou mnozinou k a-periodickym funkcim:

Zpokud by byly nulové jen nékteré, platila by podminka periodiénosti jen pro specidlni tFidy funkei
n(z)
3pokud by byla zvolena jen né&jaks podmnozina, urcité by existovalo takové K, aby podminka (3.10)

neplatila, a pro kazdé G mimo tuto mnozinu plat{ podminka (3.10) jen ndhodou
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M, = {G: %k! keZ} (3.12)

e Reciprokd mnozina nezavisi na konkrétnim prabéhu a-periodické funkce n(z), ale
jen na jeji periodé — vSechny funkce se stejnou periodou a majf i stejnou reciprokou

mnozinu.

e Reciprokou mnozinu nezméni translace proménné (soufadnice) x (tj. jind volba

pocatku osy ).
e Ze substituce (3.6) je ziejmé, ze G ma fyzikdlni rozmér m~1, je-li [a] = m.
e Pro koeficienty v (3.4), (3.7) a (3.11) plati, ze k # G, ale ny, = ng = nax,.

e Pestoze obecné ng € C, et¢* € C, dokonce i nge'®® € C, jejich cely soucet uz

ale realnou a-periodickou funkci je.

Dva uvedené zpusoby zapisu rozvoje periodické funkce do bazickych funkei — kosinovo-
sinové a komplexné-exponencialni — maji své vyhody i nevyhody?, nejsou ale jedinymi
moznymi. Je-li funkce n(x) sud4®, jsou vsechny koeficienty Sj nulové a kosiny jdou

preusporadat tak, aby scitaci index tentokrat probihal mnozinu vSech clych ¢éisel, na:

B C_+Cy 2rkx ~ 2rkx
n(z) = Z 5 cos —— = Z C} cos . (3.13)
kEZ keZ
kde ovsem
-2 (13 omka’
Ci = / ’ n(z") cos s da’, (3.14)
a Jo a

Tento rozklad bude vyuzit v nasledujicich (pod)kapitolach. V jazyku prvkua reciproké
mnoziny G € M, potom (3.13) a (3.14) nabyvaji podoby

n(x) = Z Cg cos Gz, (3.15a)
GeM,
+4a
~ 2 2 / / /
Ce=- n(x") cos Gx'dx’. (3.15b)
@ Jo

4kosinovo-sinové m4 intuitivnjsi interpretaci, aviak mnohem htfe se s nim algebraicky pracuje,
protoze (mimo jiné) mnozina, pres kterou probihaji indexy, nenf uzaviend vuci jejich s¢itani a odecitdni
a vubec pouziva dvou ruznych funkef; naopak pro komplexné-exponencidlni

nebo lze-li sudou uéinit vhodnou volbou poéatku osy x
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Vyhodou ¢isté kosinového rozkladu pro sudé funkce je pfiznivy tvar dulezitych gonio-

metrickych vztaht, které obsahuji pravé jen kosiny:

cosacos = % (cos(a+ ) + cos(a — B)) (3.16a)
cosa—i—cosB:Qcosa—gﬁcosa;/B (3.16b)

Tyto vztahu budou mit zvldstniho vyznamu pro Fourieruv rozklad funkei vice promén-
nych (ve vice rozmérech), napf. a-periodickych s hexagonalni symetrii, az budou v ar-
gumentech kosinti skalarni souciny vektori.

Jen pro zajimavost budiz uvedeno, ze rozvoj pouze s kosiny a s indexem probihajicim
mnozinu celych ¢&isel lze zkonstruovat i pro funkce, které nejsou nutné sudé, vyuzije-li se

napi. fazového posunuti sin o = cos(§ — a):

n(x) = Zé’k cos <27Takx + % — Sgﬂ(k)Z) , (3.17)

kde

Sk, k<0
~ C
Cy = 7%,k:0 (3.18)
Ci, k> 0.
Praktické vyhody pocitani s takovym rozkladem jsou ale otézkou.
Nyni budou vySetieny tii konkrétni sudé a-periodické funkce jedné redlné proménné
— nekoneény Diractiv hieben, koneény Diracuv hieben a jednoduchd modelova funkce
jako jakasi prvni iterace k nekoneénému Diracovu hiebenu.
Jako posledné jmenovand by méla byt zvolena pokud mozno co nejjednodussi suda, a-
periodickd, (bez ijmy na obecnosti) nezdporna funkce takova, aby méla vyraznd maxima

v bodech Kx, K € Z a jinde byla naopak blizka nule. Takovou funkci muze byt

n(x) = <cos %)2 (3.19)

Funkce ma minima pifimo rovna nule uprostied mezi maximy. Jeji rozklad do Fourierovy

tfady je snadny:

-2 [t3 2 ok
Cr = / (cos LCC) cos il mdx:
a Jo a a
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(SIS

:iql a 2#(1+k)xr‘5+[ a 27rk:x]+

2 2m(1+ k) o8 a 0 ko g 0
B PNt o O R DR AU e (3.200)
2 27m(1—k) a o ) ' T '
. 2 [*3 2 1
Co = / ’ (cos E) de = -, (3.20b)
a Jo a 2
. 2 [T2 2 2m(+l 1
Cy1 = / ’ (cos 7T—w) cos de = -, (3.20¢)
a Jy a a 4
je tedy
B mx\2 1 2r(-1)xz 1 1 2«x(+1)x
n(x) = (cos 7) = 08— + 3 + 108 (3.21)
neboli

T 2 ~ o2rkx -~ 1 -
(cos " ) kEGZ . COS g o= 5 0m

,Cr=0,k+#0,+1, (3.22)

k ¢emuz se v ptripadé této funkce lze dopracovat mnohem rychleji pomoci jednoduchych

goniometrickych vzorct:

n(x) = (cos %)2 = % <1 + cos 27(?) = 1cos2ﬂ(;1m + L + 1008271—(2:1)1; (3.23)
Priabéh funkce je na Obr. 3.1 véetné zjednoduseného schématu, ktery oznacuje pouze
zvoleny periodicky se opakujici prvek funkce (zde maxima).

Diracuv hieben je periodicky se opakujici delta distribuce, pfesnéji fec¢eno soucet ne-
spocetné mnoha jednoduchych delta distribuci s navzajem periodicky posunutymi body

nespojitosti (tzv. uzly):

D(x)=> d(z— Na) (3.24)

NEeZ
Uzly x = Na, N € Z muzou predstavovat napt. polohy jader v fetizku atomu a lze
predpokladat, ze elektronova hustota v tomto fetizku bude mit stejnou periodu jako
rozdéleni jader. Rozklad D(z) do Fourierovy fady se pak podle (3.5) najde vypoctenim

koeficientu rozkladu:
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. £ Fan £ i, VR
Ay ./ o/ Ky ./

2 . (. oy . -
Obr. 3.1: Funkce n(z) = (%) jako hrubé iterace k nekoneénému Diracovu hiebenu
a modelova suda a-periodickd funkce. V dolni poloviné obrazku je jeji ” jednorozmérné”
symbolické znazornéni, ve kterém jsou na ose x vyznacena pouze periodicky se opakujici

maxima v bodech Ka, K € 7Z — stejné symbolické znazornéni by mél i Diracuv hieben
D(x) = ez 0 (x — Ka).

1 [*2
ng = —
a J_

a
2

’ +35 ok
(Z ) (x' — Na)) TR Q! = i/ ’ ) (:L‘/) e IR Ay =

NezZ
_1 / " e aw = LR = 1= L (3.25)
Ca ) o a a  a ’

kde F[d(x)](k) je s vyhodou pouzitd Fourierova transformace delta funkce (o ni po-
jednavaji nasledujici odstavce) jako funkce (zespojiténé) proménné k diky formélni shodé
jeji definice s integralem v (3.25). Koeficienty rozvoje na k ve vysledku shodou okolnost

nezaviseji. Je tedy

D)=y 6@ Nay=3" ée@ (3.26)

NeZ kEZ
Sesterskou operaci k rozkladu (zde zobecnéné) funkce do Fourierovy fady je jeji
Fourierova transformace, neboli jeji obraz v reciprokém prostoru. Fourierova transfor-

mace v reciproké proménné £ je pro funkci n(z) definovand jako
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+oo .
Fn(x)](§) = / n(z)e 2™ dy, (3.27)

o0

coz je formalné stejny vyraz jako pro koeficienty (3.5) — vskutku: Fourieruv obraz lze
chépat jako degenerovany rozvoj do Fourierovy fady pro funkci, jejiz perioda jde lim-
itné do nekonecna, tj. o periodi¢nost pfichdzi®. Proto je Fourieriiv obraz pouzitelny
pro mnohem vétsi tiidu (i neperiodickych) funkei.

Diractiv hieben D(z) periodicky je a jeho Fouriertiv obraz lze nalézt bud pifmo z jeho
definice (3.27), nebo z jeho rozkladu do Fourierovy fady s koeficienty (3.26) — mezi obéma

vyjadienimi plati samoziejmé rovnost podle (3.26). Fourieruv obraz piimo z definice je

= i _ —i2wéx _
f[D(:c)](ﬁ)—/ (Z 5 (a Na))e dz =

NeZ
_ Z </+005(x B Na) eizngdx> —
NeZ e
= Z ome”2™NaE — [podle (3.26)] Z ) (f — —) =
NEeZ nezZ
B 27
=[A=2nf] = 25<A—n>—a Y s(A-G), (3.28)

nez GeM,

kde argumenty delta funkci maji rozmér stejny jako reciprokd vzdalenost a v poslednim

fadku byla vlastni reciproké vzdalenost & nahrazena preskalovanou’

reciprokou vzdale-
nosti A = 27¢ ("vlnovym ¢islem”) pro lepsi porovnéani s prvky mnoziny M,. Fourieruv

obraz D(z) rozlozené do Fourierovy fady podle (16) musi dat stejny vysledek a opravdu:

+OO - 2Tnz .
FID(x))(€) = / (izeza> iy

> nez
e -
Zd(A—n>:2Z Y s(A-G) (3.29)
ne”Z GeM,

Fourierovym obrazem Diracova hiebenu v (pfimém) prostoru je tedy Diracuv hieben
v reciprokém prostoru. Navic je evidentni, Ze reciproky Diracuv hieben je nenulovy (mé

uzly) praveé jen v bodech reciproké mnoziny pro a-periodickou funkei.

Szfejméjsi toto tvrzenf je, kdyz se v (3.5) zvoli integra¢ni meze symetricky — f 0+2

"skalu pro popis reciprokého prostoru je mozno samoziejmé zvolit libovolné
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Konecné posledni z trojice funkci je omezeny Diracuv hieben, tj. série delta funkei

jako ve (3.24), ale omezend na konec¢nou oblast, napf. (symetricky)

3 +P
D)= > 6(z—Na). (3.30)
N=—P

Pro ni nelze pouzit druhy z vySe uvedenych postupu jako u nekoneé¢ného Diracova
hiebene, protoze (3.30) od nekoneéna do nekoneéna periodické neni®, a tedy k ni rozklad

do Fourierovy fady ani neexistuje; Fourieruv obraz neupravené funkce f)(x) ale vypocitat

jde:
~ +00 +P '
F [D(w):| (5) _/ ( d(x — Na)> e 12mEx 1, —
> \N=-P
+P oo | P
o Z </ 5(1._Na)6127r£zdx) _ Z e—szNag _
=—p ¥ N=—P
+P iomae\ 2P+1
= Z (e—i27ra§)N _ 1- (6 2 5) _
1 — e—t2maf
N=—P
+i2W(P+%)a§_ —i27r(P+%)a§
—i2ma P £ 27;6
= <€ ) . 6_'_1-27\,,%,@5_6_1-27\7'%@5 = [A = 271-6] =

2
P sin(P+%)aA B

_ —ial
N (e ) sin %aA

e~ Al L (A) (3.31)

Fourierovym obrazem funkce D(z) je tedy soucin (fazového) faktoru a funkce F(A),
sin(P+%)aA
sin%aA

nazyvéd Dirichletuv kernel. Funkci F(A) lze spojité dodefinovat v jejich nevlastnich

o které lze snadno dokézat, ze je %’T—periodické a suda; F(A) = se nekdy
bodech (coz jsou prvky reciproké mnoziny a zéroven body, v nichz (periodicky se opaku-
jicf) funkce F(G) nabyvéa globdlnich maxim) A = 22k, k € Z jako

F (27%) = lim F(A)=2N +1. (3.32)

a A—2Tk

Fourierovym obrazem funkce periodické jen na urcité oblasti tedy je funkce periodicka
od nekoneéna do nekoneéna; kvantitativnim rozdilem oproti funkei (3.24) je, ze obrazem

souboru delta funkei nejsou delta funkce, ale omezené funkce F(A) — pokud by ty byly

8ani nejde na periodickou doplnit, protoze to by samozfejmé zbofilo snahu o studium omezeného
Diracova hiebenu
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chapany jako zavislé na parametru N, tj F'(A; N), pak jejich posloupnost predstavuje
jednu z moznych iteraci k delta funkei (delta funkcim).

Jak D(z), tak D(x) mohou byt chépany jako rozlozeni jader v néjaké periodické
struktufe — v difraktoskopii a teorii pevnych ldtek je dulezitou veli¢inou s fyzikdlni
interpretaci kvadrét Fourierova obrazu tohoto rozdéleni [22]. Kvadratem Fourierova
obrazu (3.31) funkce (3.30) je funkce

sin? (N + %) al

sin? %aA

F2(A) = (3.33)

(fazovy faktor se vyrusi), kterd ma s F'(A) podobné vlastnosti — je %”—periodické, sudé
a m4 globdln{ maxima (rovna (2N +1)?) v bodech reciproké mnoziny M, = {2%k|k € Z};
navic pomérné blizko svého globédlniho maxima nabyva nulové hodnoty na obé strany,
a to v bodech

2 1
Ae="(kt— ) ke 34
* a( 2N+1)’ < (3:34)

Oblast mezi nimi lze povazovat za pik, jehoz polositka se napt. podle [22] definuje jako

polovina ”celo§itky” vymezené uvedenymi nulovymi body, tedy

2 1
AA=— —— .
3 a 2N+1 (3.35)

kterd zaujim4 z celé periody (o délce 2) relativn{ dil rovny

1

01 = . 3.36
2 T AN+ (8:36)
Tedy pik osamostatnéného atomu zabird celou periodu a napf. pro N = 2 jednu

pétinu, coz odpovidd tieba tzv. difuznim difrakénim pikum pro atomy s pravidelnym
uspofadanim, volné se sdruzujici jen na krétkych vzdalenostech (tieba v plynech nebo
kapalindch). Uz pro relativné nizké N v fadu jednotek nebo desitek lze pik povazovat
za dobte lokalizovany — tedy i opravdu velmi maly jednorozmérny krystal s pravidelnym
uspoidadanim bude mit ve svém reciprokém prostoru jasnou ostrou periodickou strukturu

okolo bodu reciproké mnoziny M,.

3.2 a-periodické funkce dvou proménnych se c¢tvercovou

symetrii

Reciprokd mnozina pro periodické funkce vice proménnych se obvykle nazyva reciproka

mfiiz; uzly reciproké mfize mohou byt v reciprokém prostoru vyjadieny jako vektory G.
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Ptechodem do vicerozmérného definiécniho oboru ptribudou jevy, které pro funkce jedné
proménné nemaji obdoby — reciprokd miiz zavisi na orientaci os v pfimém prostoru,
otaci se spolu s rotaci pfimé mfize, funkce muze byt v ruznych fezech periodicka jinak
apod. —, a ty neni potieba zkoumat v plné obecnosti. Pro cluster rydbergovské hmoty je
totiz vysloven predpoklad, Ze hustota elektront v jeho roviné bude funkce hexagondalné
symetrickd a a-periodickd (na ur¢ité oblasti). Pojmy jsou pro pfipomenuti vymezeny
takto:

e Rezem funkce dvou proménnych je mysleno zizen{ definiéniho oboru (napf. roviny
x-y) na piimku — fez je tedy v principu funkce jedné proménné odecitané podél

této primky. Je-li fez funkce veden piimkou g(z,y) = 0, lze jej psat napiiklad jako

n(p) = n(x, y)’g(x,y):ﬂv (3.37)

kde p je takovy parametr, aby byla dodrzena gkdla puvodnich proménnych, tj.

(Ap)* = (Az)* + (Ay)® (3.38)

e O funkci f(z,y) dvou proménnych se prohldsi, ze je hexagonélné symetricka s pe-
riodou a > 0, pokud je invariantni k pootoceni o libovolny ndsobek thlu %
okolo pocatku (0,0)T a pokud je a nejmensi mezi periodami viech fezii funkce
piimkami prochdzejicimi poc¢atkem. Je piipustné, aby fez funkce byl a-periodicky

jen na urcité oblasti definiéniho oboru, jsou-li splnéna ostatni kritéria.

e Smeéry, ve kterych mé funkce periodu pravé a, se nazyvaji hlavni sméry (hexago-

nalni symetrie).

Cluster rydbergovské hmoty je dvourozmérné uspoiddani atomu existujici v t¥iroz-
mérném prostoru. Lze otekdvat, ze jeho reciprokd miiz bude v nékterém sméru dege-
nerovand nebo trividlni a pro zacatek postaci se omezit na dvourozmérné struktury
v roviné — presah reciproké miize do sméru tretiho bude doplnén pozdéji. Hexagonalni
symetrie clusteru je vyjimecna v tom, ze i kdyz se nachézi ve dvou rozmérech, jsou
navzajem rovnocenné sméry jeho symetrie t¥i, pficemz jen jeden z nich muze byt rovno-
bézny s nékterou z kartézskych os a hexagondlni symetrie neni invariantni k zaméné
T < y téchto proménnych. Pokud se tfeti smér vyjadii jako zavisly na dvou dalsich,

nemusi byt vystizeny vSechny vlastnosti hexagonalniho periodického usporadani.
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Necht je analogicky s hexagonalni dédna i tiida a-periodickych funkei se ¢tvercovou
symetrif. Ctvercova symetrie je oproti hexagonélni vyhodnéjsi v tom, ze sméry soufrad-
nych os mohou byt zvoleny ve smérech jeji symetrie. Potom ovsem kazdy rez primkou y =
yo = konst musi byt jednorozmérnd a-periodicka funkce podle (3.4) a podobné pro fezy
pfimkami x = z¢ = konst, ovSem v proménné y. Druhy jmenovany fez je n(z,y)|s=z,=
n(y;xo). Pokud se pro vSechny mozné fezy x = ¢ vy¢isli hodnota v néjakém pevném Y,
d4 se takto zkonstruovat a-periodicka funkce v proménné zo: {(xo,n(Y;20))}, zapsano

jako mnozina usporadanych dvojic, nebo také

n(zo;Y) =Y mizo)e e . (3.39)

IEZ

Zaroven ale tato funkce jde najit pfirozené rovnou fezem y =Y, tedy

n(wo; V) =3 m(Y)e e (3.40)
keZ

Aby si obé vyjadieni byla rovna a aby bylo mozno vyjadiit libovolnou® funkei se étverco-

vou symetri{, musi obecné

n(z,y) = Y ngels Beotly), (3.41)
k,leZ?

preznaci-li se z parametru zpét na proménné, bude

n(z,y) = Z e’ e ketly) (3.42)
klez?

Zavedou-li se jednotkové bezrozmérné vektory ve smérech os jako

& = (1,0)T, (3.43a)
g, =(0,1)7T, (3.43b)
1ze konecné rozklad napsat v obecném tvaru

(i) = 3 et 2 (ke HE)F S n@ei@’i (3.44)
k,lez2 GeM,

o kterém lze u sudych funkei (sudych v fezech podle souradnych os) otekavat, ze bude

mit tvar

9moznosti ng = 1 nebo ng = npn; = (nk)2 = (m)2, ke kterym mohou tvahy svddét, pokryji jen

specialni t¥idu funkei
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klez? a
~ 2r(key + ley)T ~ -
= Z Chl COSW = Z Cg cos GT, (3.45)
klez2 GeM,

kde!®

/+2 /+2 n(x',y') COS 27T(k75x + lé'y)(flvy/)T d:c'dy' _
0 a

2\° S
= <> / n(7') cos GFdi (3.46)
(0.3
a kde byla zavedena mnozina

2

M, = {é = == (k& +18,) |k,1 € ZQ} : (3.47)
a

o niz se lze domnivat, ze bude reciprokou miizi pro a-periodické ¢tvercové symetrické
funkce. Prisné vzato by se nemél prvek reciproké mrize psat pomoci vektoru piimé
mfiize, ale vektory €, a €, jsou bezrozmérné a kazdé G je s nimi dobfe definované. Navic
je z tohoto vztahu i poznat tésnd vazba mezi funkci v pfimém prostoru a reciprokou
miizi — otoci-li se funkce v pfimém prostoru, musi se pro jeji popis otoCit i osy symetrie
s prislusnymi jednotkovymi vektory a s nimi se otac¢i i reciprokd miiz. Skalarni soucin
v exponentu navic upomind, ze dvourozmérna funkce bude mit dvourozmérnou miiz.
Stejné jako v jednom rozméru (pro funkeci jedné proménné) je M, symetrickd (6 €
M, A Ge M, = —Ge M,) a nezméni se pfi translaci funkce v pfimém prostoru.
Stejné jako u funkce jedné proménné je ve dvou rozmérech séitdni pres mnozinu M,
uplné uspokojivé jen tehdy, je-li tato mnozina urcena nezavisle na &islech k a I. Opét

lze vyjit z pozadavku a-periodi¢nosti ve smérech os

VK,L € Z*? : n(F) = n (F+ a (K&, + L&), (3.48)

coz je prostym zobecnénim podminky (3.8) ve smyslu pozadavku kladenych na étvercovou

funkci. Dosazenim do rozvoje vyse vyplyva

Oyvedeno jen pro tiplnost — jak bylo Feceno, tato kapitola se veli¢inami, které zavisi na koeficientech

rozvoje, témér zabyvat nebude
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Z nklei%’f(kgﬁzay)??: Z nklei%"(ké'z+lé'y)(F+a(K€z+Lé'y)) _

k,leZ? k,leZ?
_ Z nklei%“(kgﬁzgy)ﬂei%(ké‘ﬁl@)(a(f{é‘ﬁwy)) (3.49)
k€72

popr.

Z nﬂeiGr _ § : néeiG(r+a(Kez+Ley)) _
GeM, GeM,

_ Z néei@F_ ei@(a(K€x+L€y)). (3.50)

Porovnanim sum na zac¢atku a konci predchozi relace vyplyva

0= Z nklez’%’r(kéfrlé@,)ﬁ. (eiZw(kKHL) _ 1) ’ (3.51)
k€72
resp.
0= Znéeiéﬂ (eié(a(Ke}—i-Lé‘y)) _ 1) 7 (3.52)
G

kde bylo vyuzito €, €, = 1. V analogii s (3.9) je opét zdvorka vytknuta zv1ast pro kazdé
G, a tedy kazd4 zv1ast musi byt nulovd, coz je ekvivalentni s podminkou, aby argument
exponenciely v zavorce byl i2m-nasobek libovolného celého ¢isla:
Ga (K&, + Lé,) = 2rN,N € Z = Qié (Ké, + L&) € Z (3.53)
m

Pro splnéni této podminky lze predpokladat reciproky vektor ve formé

= 2
G =" (ke, +18,), (3.54)
a
jednak aby se vyrusil faktor 5- a jednak z vyse uvedené tvahy, Ze i reciproky vektor

je mozné psat jako linedrni kombinaci jednotkovych bezrozmérnych vektoru piimého

prostoru; o k a | v tomto bodé celo¢iselnost jesté neni predpokladana. Dosazenim:

(kéy + 16,) (K&, + Lé,) = kK + 1L € Z (3.55)
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Aby pro libovolné pevné zvolené K, L € Z? byl i vyraz KK + IL celo¢iselny, je nutné,

aby i k a [ byla celd ¢fsla''. Podminka periodicity tedy potvrzuje reciprokou miiz

L2
M, = {G - ;” (k& + 1)) |k, 1 € 22} (3.56)

tak, jak bylo vySe u¢inéno prostou substituci pro ¢tvercové symetrickou funkci zkon-
struovanou ze znalosti vlastnosti jednorozmérné funkce a z pozadavku symetrie.
Koneé¢neé proto, ze jednotkové bezrozmérné vektory € a €, maji jednoduchou podobu

po rozepsani po slozkach, je mozno kazdy bod reciproké miize napsat jako

L2
G="Z(k1)" k12 (3.57)
a

3.3 Modelova a-periodicka funkce dvou proménnych

se ¢tvercovou symetrii

Zobecnénim (3.19), tedy modelové funkce, pro ¢tvercové symetrickou miiz jakozto funkce,
kterd ma danou symetrii a periodicitu, kterd ma globalni maxima v bodech a (K, L)T ,
K,L € 7Z? (tj. bodech pifmé miize) a hlavné kterd se d4 tisporné napsat jen pomoci

kosinti'?, je

n(x,y) = <cos %)2 (cos H)2. (3.58)

a

Funkce je vykreslend na obrazku 3.2. Lze ji snadno upravit na

2 1 2
a a 2 a a

1 2
a a

1 1 — 1 _
ety 1 rwry) omw—y) 1 om@—y)
4 a 2 a a 4 a

1 /1 1 2 11 2 2 1 /1 1 2 -
= f—i-—cosw +55 cosﬂ+cosiy +— *+*COSM =
a 2 2 a a a

4 \2 2 4 \2 2
Mpodminku lze splnit napf. i tehdy, kdyz by k a [ ndlezely polociselné mnoziné
{..., —%, —%,—l—%,—f—%,...}, v takové mnoziné ale napf. chybi nula a ¢len ngp je pro rozvoj ¢tvercové

periodické funkce urc¢ité nutny
12jakozto zobecnénf (3.15) pro sudé funkce jedné proménné
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_Z+§COS —I—gcos —I—gcos +§cos +
1 2 1 2n(—x — 1 2 — 1 2m(—
+160°schoszwszmW—

2 (k l 1 1 1
= > ngcos W,noo = P TELO = T0EL = Mkl = Nl = T (3.59)

coz je ale Fouriertiv rozvoj této funkce. Jen devét koeficienttt rozvoje je nenulovych!®.
Alternativni vypocet koeficientu integraci podle Fourierovy teorie pro kontrolu tentokrat
neni tfeba provadét — podstatné je, ze bazické funkce, do kterych se dé a-periodicka
funkce rozlozit, jsou typu cos w =cosG -7, kde G € M, (3.47). Alternativné je

mozny rozklad do soucinii

cos kG177 cos [GaF, (3.60)

kde G = kG, + lég, jak je vidét na tfetim fadku v (3.59). Dvourozmérny nekonecny
Diracuv hieben, ke kterému by tato funkce mohla byt chapana jako iterace, by pak byl

D(x,y) =D(F) = Y  6(F—a(Ké:+ L)) =
K,Lez?

2 - S\ 2
= Z <1> cosw = Z <1> cos GF, (3.61)
kieze N\ “ GeM, ¢

nebot v analogii s (3.25) jsou (%)2 Fourierovy koeficienty funkce §(7).

Je-li zndma jak &tvercovd mifz { Kaé, + Laéy|K, L € Z*}, modelova funkce (3.58)
a reciprokd miiz ¢tvercové symetrie (3.56), nabizi se ziskat tyto pro hexagondlni symetrii
vhodnou transformaci ¢tvercovych vzoru. Vyjde-li se z pozadavku, aby se spravné
transformovala pfima mfiz, lze transformaci zvolit tak, aby na jedné z (hlavnich) os
hexagondlni mfiize (napf. té ve sméru osy z) zustaly body nedotéeny a zbytek roviny

byl "sklonén” o tihel %. Situaci ilustruje Obr. 3.3.

134 jiné funkce by takovych samozFejmé mohlo byt i nekoneéné mnoho
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Obr. 3.2: Funkce n(z,y) = (cos %)2 (cos %)2 jako modelova a-periodicka funkce
se ¢tvercovou symetrii. Vlevo nahofe je obecny perspektivni pohled na tfirozmérné
znézornéni, vpravo perspektivni pohled svisle dolu nad pocéitkem soutadnic a vlevo
dole symbolické dvourozmérné vykresleni funkce pomoci jejich maxim — stejné by
mél i étvercovy Diraciiv hieben D(7) = 3 g o720 (F—a (Ké, + Leéy)). Vsechna tii
zndzornéni jsou na oblasti (—2a,+2a) X (—2a,42a). Barevné obrédzky byly vytvoreny
v aplikaci Academo [23].

Dvojice vektoru ve ¢tvercové miizi (3.43a) a (3.43b) se v hexagonalni ziejmé nahradi

napt. dvojici

e = (1,0)T (3.62a)
T
1 V3
e = =, X2 .62b
L 27 2 (36 )

Je zFejmé, Ze se nejednd o rotaci'?; na transformaci'® ale mize byt nahlizeno jako
na ”rotaci po ¢astech”, tedy ne okolo univerzalniho poc¢atku, ale parametricky zavislého
—bod (z,y)" se ototi o tihel X (sic!) okolo bodu (z,0)T, zatimco bod (z+¢€,y)" se otoci
o stejny thel okolo bodu (z +¢,0)T. V pevném souiadném systému zméni kazdy z bodt
roviny svoje soufadnice ze starych ("old”, (zo,y0)") na nové ("new”, (zx,yn)"). Vyse

popsané transformace je

Yinvariantni nenf jeden bod, ale pifmka; navic se mén{ thly
15¢ransformace je aktivni — soufadné osy se neméni
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Obr. 3.3: Transformace (3.64) pro pievod ¢tvercové piimé miize na hexagonalni. Vrcholy
piimé miize jsou plna kolecka — Sediva pro puvodni étvercovou miiz, ¢ernd pro vznikajici
hexagondlni a dvoubarevna pro ty na ose x, jez transformaci zustanou nedotceny;
Sedivou a Cernou barvou jsou rovnéz odliSeny spojnice vrcholt miize ve ¢tvercové, resp.
hexagondlni mfize; osa x, na které se potkdva vodorovny hlavni smér a prvni hlavni smér
hexagondlni miize, je ponechdna Gernd. Sipky naznacuji vlastni transformaci, pii které
ze svislého hlavniho sméru vznikd druhy hlavni smér hexagonalni miize. Tieti hlavni
smér hexagonalni mftize, ktery v puvodni ¢tvercové pred transformaci nema zvlastni
vyznam, je vyznacen tence. Obrazek podle symboliky z Obr. 3.1 a Obr. 3.2 muze

znamenat i transformaci Diracova hiebenu ze ¢tvercového na hexagondlni.

V3 1 0 T o + %
_( T 2 w[ O )= oo ) (3.63)
(_;«;><y0> (0 S0

ktera se snadno invertuje na

o\ (=g ) (o) L (e ) (3.64)
Yo TN y 23y

Transformace (3.64) ze ¢tvercové symetrického a-periodického vzoru ale (mozna prekvapi-

vé) obraz s hexagonalni symetrii a periodou a nezaru¢i — neplati implikace, ze pokud je
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fzf)

n(z,y) a-periodickd funkce se ¢tvercovou symetrii, pak je n (3: — %%y, v puvod-
nich proménnych a-periodickd funkce s hexagondalni symetrii. Konkrétné Diracuv hieben
a ¢tvercovd piima miiz se na pfimou hexagonalni miiz transformuji spravné, zatimco
modelovd funkce (3.58) po transformaci (3.64) definici hexagonalné symetrické funkce

striktné nesplinuje. Obojimu se vénuji nasledujici odstavce.

3.4 Reciproka mriz pro a-periodické funkce s hexagonalni

symetrii — krystalograficka definice

Jsou-li vektory piimé miize v trojrozmérném prostoru €7, € a €3, pak se v krystalo-

grafii formélné definuje reciproka mtiz jako celo¢iselna linedrni kombinace nésledujicich

vektoru:

= 2 52 X 53

Gi=— 5=, (3.65a)
a € - (€ xés)

- 2w €3 X €1

Go=— ——F——=~, (3.65b)
a €3-(€3xer)

L9 Lo

Gy=l._ax% (3.65¢)

a 6% . (é'l X 52)
Protoze vzorce obsahuji vektorové souciny, je nutno dvourozmérné vektory é; = €x =
T

(1, O)T aéy=¢r = (%, @) rozsifit na trojrozmérné a doplnit o treti vektor, a to napf.

nasledujicim trikem — necht se hexagonalni motiv v pfimém prostoru opakuje v systému

rovnobéznych rovin, navzajem od sebe vzddlenych o A > a (jednodussi je, kdyz jsou

roviny v kolmém sméru navzajem v zakrytu, tj. nejedna se o ”close-packed” usporadani).
T

Pak je trojice bezrozmérnych vektori pifmé mifze & = (1,0,0)T, & = (%, @,0)

a ey = (0 0, ) , odkud pro reciprokou miiz podle (3.65) vychazi

A T
G _2m (3. %) (0,0, 5)" o 2 <\/§ 1 ) (3.662)
1=—" = — "=\ 5 5 3 .
a (1,0,0) <(% i ) (()7(),1;1)T> a 3\ 2 2
L2 0,0,4)T x (1,0,0)" or 2
Gy=" (0,0,5)” x(1,0.0) =T 2007, (3660)



T 1 V3 T
- 2 (17070) X (3,%,0 2
Gy = 27 <2 2 ) =T (0,0,1)7. (3.66¢)

a T T A
(0,0,4)T - ((1,0,0> x (3. 4.0) )

Osamostatni-li se nyni puvodni rovina oddéalenim pomocnych rovin do nekonecna (A —

+00), bude tieti vektor trividlni, stejné jako tfeti slozky prvnich dvou a od ttetiho

rozméru lze tedy upustit. Vyjde pak
T
~ 2 2 3 1
Gi="."° (f —) , (3.67a)

Go = %ﬂ (0,17, (3.67b)

a reciprokd mfizka ve dvou rozmérech je celo¢iselnd linearni kombinace téchto dvou

vektoru, tedy

M, = {kél F1Golk,l € 22} . (3.68)

Je vhodné upozornit na nésledujici:

e Poradi vektoru €; v kazdém ze vzorcu (3.65) je cyklické, nikoliv podle rostouciho

indexu, jak casto byvd zvykem. V disledku toho sviraji Gy a Gy thel 2.

e Konstrukce rovin ve tfetim sméru v prfimém prostoru a jejich oddédleni do nekonec¢na
limitnim pfechodem A — 400 ”zhusti” reciprokou miiz v odpovidajicim sméru
reciprokého prostoru do piimky. Trivialita reciproké miize dvojrozmérného (dvoj-
rozmérné uspordadaného) objektu v t¥irozmérném prostoru tedy bude takova, ze ji
tvofi pfimky kolmé na rovinu pravidelného usporadani a protinajici ji v bodech,

kde by byly jeji uzly ve dvou rozmérech.

Ekvivalentni (3.65) je nasledujici metoda — plati, Ze jsou-li vektory pfimé miize v jed-
notkéch a zapsdny sloupcové do matice E, pak pro matici G sloupcovych vektoru re-
ciproké miize v jednotkéch %’T plati

1

G=E(E'E) . (3.69)

Tuto metodu lze aplikovat na dvourozmérné i tiirozmérné vektory (s ptipadnym trikem

spocivajicim v A > a stejné jako v predchozi metodé). Pro hexagondlni symetrii je
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10
2
E=|o0 ¥ o [, (3.70a)
0 4
1 0 0
0o o0 4
takze
—1
1 1 0 1 0 0 1 1 0
G=E(E"E) " =| 0 £ o0 1B 0 ¥ o =
oo 4 0o o0 4 0o 0 4
-1
1L ooy /1 L o 1L 5 —3 0
—lo £ o Ly —lo £ o -3 3 0 |=
0 0 4 0 0 (4 0 0 4 0 0 @y
1 0 0 3o o0 VAR
V3 2v/3 2v/3 21 2v/3 21
=| - 3 o == | 2 1 0 - | -2 1 0 |, (371
0 0 <& 00 L. 000
R T
kde limita je pro A — 4o0. Vektory!® reciproké mifze Gy = 2T - QT\/g (?,—%)

a Gy = . 2—\3/?: -(0,1)" jdou pak snadno vyextrahovat.

3.5 Reciproka mriz pro a-periodické funkce s hexagonalni

symetrii — konstrukce z pozadavki symetrie

Pokud se zkonstruovana transformace (3.64) ze ¢tvercové symetrie na hexagonalni ap-

likuje na Fouriertuv rozvoj funkce, vychazi

n(;v,y) = Z nklei%ﬂ<k<x_§y>+l(%\/§y>> _ Z nklei%(kx—k§y+l%\/§y) _

k,lcz2 k€72

165pét bezrozmérné a jednotkové
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_ Z — <(k)w+(2[ k) Ly ) _ ﬁi(k(l’f?)ﬂrl(oggﬁ)?)

nge
k,leZ? k,l€Z2
21 (£ 23 (33, 1y 243 2w2f R(3 1 7
_ Z e s (k2L (L2 = DB 0,1)7) = 3 e (kL -D+100) 7 _
k,l€Z? k,lcz?
= > nyet(KG1+1G2): = > nge'e" = n(f), (3.72)
k,leZ? GeM,

kde ovSem mnozina M, byla prejata z ¢tvercového vzoru. Neni ale obtizné se (stejné

jako u ¢tvercové symetrie) presvédéit, ze mnozinu

o1 23 k<\/§ 1

T
— é:%-<k,2\/§<l—;k>> \k,leZ? 5, (3.73)

lze definovat nezavisle na k, [ € Z? jako mnozina, ktera zaruci, ze funkce

n(r) = Z néeié'r (3.74)

GeM,
e T . - - > T > 1 v3)7T
bude ur¢ité a-periodickd (v danych smérech). Ve smérech €x = (1,0)" aép = (5, 7)
musi totiz pro kazdé K, L € Z? platit podminky periodi¢nosti:
Z née’GF n(r) =n(F+ a (Kéx + Léy)) =
GeM,
_ Z néezG (F+a(Kexg+LeL)) Z néez@ FezaC—f (K6K+L6L)7 (3 75)
GeM, GeM,
odkud pro rozdil koncovych sum plyne
0= Z néeia.F <€iaG~(K€K+L€L) _ 1) 7 (3.76)

GeM,
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takze zavorka vytknutd pro kazdé G musi byt pokazdé nulovéd, tj. musi

VK,L €72 %é (Kéx + Lép) € Z, (3.77)

coz po dosazeni za jednotkové vektory dava

T
a = 1. V3 a 1 V3

Vektor G lze predpokladat ve tvaru

Y 21 /- AT
G="T" (k: z) , (3.79)

a
kde zlomkovy predfaktor vyrusi odpovidajici zlomek v podmince periodi¢nosti (3.78).
O &fslech k a [ 1ze rovnéz uéinit predpoklady: | = %(l + lo),gj =k, k,l € Z, nebot takto
se eliminuje i odmocnina, ktera je jinak pfekdzkou celoc¢iselnosti celého vyrazu, a Iy je

zavedeno pro eliminaci necelo¢iselného ¢lenu z prvniho sou¢inu. Vychazi

1
Kk + 5Lk + Ll + Ly € Z, (3.80)

odkud snadno plyne, ze Iy = —%k a podminka periodi¢nosti ma stejny tvar Kk+ Ll € Z

jako u ¢tvercové symetrické funkce. Je tedy

T T
=2 (k2 (1) _%.Nﬁ(ﬁk’l_lk) _
a V3 2 a 3 2 2

T
_ 2m2v3 k <\/§’_1> +1(0,0)" |, (3.81)
2 2
coz je mnozina stejnych reciprokych vektoriu jako zasubstituovand vyse po transformaci
funkce se ¢tvercovou symetrii, a M, je pak identické mnoziné ziskané podle krystalo-
grafické definice.

Podminku (3.77) neboli

(VK,L € Z2)3N € Z) : %é (Kéx + Ley) = 2rN (3.82)

lze chépat jako soustavu rovnic pifmek!” v (reciproké) roviné Gx-Gylg, které jdou rozdélit

do navzéjem rovnobéznych tiid podle dvojic parametrii K a L — necht jsou nazvany K-L

17obecnéji nadrovin
8hapt. ve vztau (3.28) se striktné rozlisuje proménnd reciprokého prostotu A a jeji podmnozina M,

bodu reciproké mfize, zde je ponechano jen jedno znaceni
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tfidy; v rdmci dané K-L tiidy jsou piimky indexovéany ¢islem N. Reciprokou mnozinou
je pak v tomto vykladu takovd mnozina bodu, ze kazdym z nich prochézi z kazdé K-L

ttidy alespon jedna primka. Pro L # 0 je smérnicovy tvar téchto pfimek

G, =23 (K 1) G+ 23 2y (3.83)

3 L3 3 La ’
zatimco pro L = 0, K # 0 jsou piimky dany jako

Go=NNez (3.84)

xr — Ka ) ) *

tedy soustavu piimky rovnobézné se (svislou) osou G, a navzijem vzdalenych o %;
ptipad K = L = 0 je degenerovany, vyhovi mu kazdy bod roviny. Protoze kazda
K-L ttida prochézi bodem (O,O)T recirpokého prostoru s parametrem N = 0 a k ni
nejblizs{ piimky maji parametr N = +1 (kromé degenerovaného piipadu zminéného
vyse), je podle vztahu pro vzdalenost mezi bodem a piimkou vzddlenost mezi sousednimi

ptimkami v K-L tiidé rovna

or

a .
VK2 + KL+ L?

vyraz pod odmocninou je vzdy nezaporny.

(3.85)

At uz je reciproké miiz nalezena z definice, nebo zkonstruovana piimo z pozadavki
kladenych na funkce, které s ni souvisi pies Fourieruv rozvoj, vidy vychézi, Ze je co
do hlavnich smért symetrie oproti pifmé pootocend o 5. Pfirozené je toto natoceni
nejsugestivnéjsi v geometrické metodeé.

Reciprokou mnozinu by bylo mozné uréit i jako Fourieruv obraz miize piimé, tj.
nekonecného Diracova hiebenu, v této praci bude tato operace provedena jen pro koneény
Diracuv hieben reprezentujici pravé cluster rydbergovské hmoty.

Lze uzaviit, ze transformace (3.64) vede ke spravné reciproké mnoziné a-periodickych

funkci s hexagondlni symetrii.

3.6 Modelova funkce pro a-periodické funkce hexagonalni

symetrie

Transformace (3.72) ¢tvercové symetrické funkce na hexagonalné symetrickou byla prove-
dena na exponencidlnim rozkladu a-periodické funkce. V souladu s rozborem sudych

funkei jedné proménné a v inspiraci s modelovou funkei (3.19) lze ale ocekévat, ze
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¢tvercové symetrické funkce bude mozné misto do exponenciel rozlozit ”kosinovo-kosi-

nove”. Zobecnénim (3.15a) do dvou rozméru a pro danou symetrii by mohlo byt

n(r) = Z C'@ cos G = Z Ch.1 cos <kél + lég) T, (3.86)
GeM, klez?

zatimco ze Ctvercové modelové funkce (3.58) a jejiho rozkladu lze o¢ekédvat rozklad typu

n(r) = Z Cy., cos kGH 7 cos 1GoT. (3.87)
klez?
Je zajimavé, ze diky sou¢tovym vzorcum (3.16a) a (3.16b) plati mezi obéma vyjadienimi

rovnost:

GeM, k,lez? a k,lez? a
k,l€Z2 a k,l€Z2 a
~ 2m (k l 2m (kx —1
_ chl <COS m (kx + y)+ 7 ( y))_
k€72
~ 2k 2ml ~ - -
= Z Cl cos TR cos <Y — Z Cg cos kG cos lGar (3.88)
a a R - i
k172 G(=kCG1+1G2)eMa
. . 27 (kég+1&y )7 omka  ;2wly , ,
Toto lze algebraicky povazovat za analog vztahu e* a =e'" o« e« . Vupravich

byla vyuzita soumérnost mnoziny Z? viéi zméné znaménka u jedné ze slozek a také
soumérnosti koeficientit: Cjy = CN'k’_l.
Pokud se aplikuje transformace (3.64) na modelovou funkci (3.58) ¢tvercové symetrie,

vychéazi

n(x,y) = | cos




- 2 - 2
= COS% -7 cos % T, (3.89)

kde vektory Gr a G, byly pievzaty z reciproké mnoziny M,'®. Uz vizuilné zaujme,
ze vyraz explicitné neobsahuje tfeti vyzna¢ny smér hexagondlni symetrie — napf. G =
—Gy — G5 — a tento varovny dojem potvrzuje i analyza ziskané funkce — je sice a-
periodicka ve vSech hlavnich smérech, ale ne ve vSech stejné. Funkce je ilustrovana

na Obr. 3.4.

2
sy

EH T f

vy
v v
L d

Ay
e

e, LT
/ 7} ] 4

Obr. 3.4: Funkce n(r) = (cos % . 7—")2 (cos % : F)Q. Je dand stejnou transformaci (3.64),
kterd z Ctvercové miize (nebo Diracova hiebenu) vytvoii hexagondlni, ale vysledkem
neni funkce hexagondlné symetricka, protoze kvili zjevnému ”zkoseni” neni invariantni
k pootoceni o tihel §. Vlevo nahofte je obecny perspektivni pohled, po sméru hodinovych
ruc¢icek pak ndhled nad pocdtkem a symbolické zndzornéni pomoci poloh maxim/uzlia
Diracova hiebenu s hexagonalni symetrii. Barevné grafy jsou nad oblasti (—2a, +2a) x

(—2a, +2a) definicniho oboru a byly vytvofeny v aplikaci Academo [23].

Tato funkce tedy neni uspokojivym modelem, protoze definici a-periodické hexagonalné
symetrické funkce nevyhovuje (neni invariantni vici rotaci o thel %). Ze transformace
pravé takto dopadne, mohlo byt ziejmé uz ze zamysleni nad ¢tvercové symetrickym

vzorem transformace, ktery by musel mit velmi specidlni pribéh, jednak tézko odhad-

Y modelova funkce je podle vzoru (3.19) natolik jednoduchd, ze se zde samoziejmé pies M, nescitd
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nutelny a jednak urcité nesymetricky vici otoceni o 5, na rozdil od (3.58). Zkoseni

funkce je do tfetiho, explicitné nezahrnutého sméru, nabizi se tedy funkci opravit na

R 2 R 2 - - 2
G G -G1 -G
n(r) = | cos 71 -7 cos 72 -7 cos % T, (3.90)

tedy funkci zesymetrizovat vuéi vSem témto tfem smérum. Vysledek (na Obr. 3.5)
vizualné uspokojivy je; ze se jednd o a-periodickou hexagondlné symetrickou funkei,

ukdaze analyza v nasledujici sekci.

.'.‘!'m
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i

‘ M\‘ | | MM Y
R | ‘..'qw f"n‘."\')!{";ill 4
y ‘I":': !

1{!!,!.'{@; ll‘:‘"lﬂii,‘,',i.. )

e

R P A P s
SN SN B _f” "\ PN
AY ,," N, JAN VAN / N/
/ \_/ NS N o, \ 7 | 7 . ' \\\‘“\\\\;
R Wal 3 R T A
8 o ¢ o o . W

5 2 5 2 5 4 2
Obr. 3.5: Funkce n(¥) = (cos% -77) (cos%-?) (cos#-f’) jakozto plnd
symetrizace funkce (3.89) vuéi smérum hexagondlni symetrie; definici a-periodické
hexagondlni symetrie vyhovuje, o ¢emz se da piesvédcit i vypoctem. Vlevo nahote
je obecny perspektivni pohled, po sméru hodinovych ruc¢icek pak ndhled nad poc¢atkem
a symbolické zndzornéni pomoci poloh maxim/uzli Diracova hiebenu s hexagondlni
symetrii. Barevné grafy jsou nad oblasti (—2a,+2a) x (—2a,+2a) definicniho oboru

a byly vytvofeny v aplikaci Academo [23].

3.7 Fourieruv rozklad modelové funkce

—

Je dulezité, Ze byly argumenty zvoleny tak, aby jejich soucit dal nulu — to zdhy umozni
funkci rozlozit do souéinu tii kosiniu cos %F cos %F cos #F a zaroven zduvodni,

proc rozklad tohoto typu v ptipadé exponenciel nevede ke spravnému vysledku, protoze
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€ 2Tl 3Tl 5 7 = ¢ = 1. Rovnost mezi (3.86) a (3.87) plati pro soucin dvou
kosinii, zatfmco Ije™i = LY pro libovolny pocet exponenciel. Soucin tii kosint

obecné jednoduchy rozklad mit nemusi, v tomto piipadé se ale vyplati vyse uvedend

volba — plati totz identita

A+ B B+C C+ A
4 cos cos cos

5 5 5 =cos A+ cos B+ cosC +cos(A+ B+ C). (3.91)

Protoze lze volit A, B, C' ve smyslu sméru hexagonalni symetrie tak, aby A+ B+C =0
(napf. zminénd trojice %f’, 2T a #f’), je uvedend identita pojitkem mezi souctem
a sou¢inem ti{ kosinu, coz je vzhledem k jinak obecné platnym (3.16a) a (3.16b) velmi

neobvyklé a jedna se o specidlni vlastnost pravé hexagondlni symetrie.
Trojice %F, %F a _G12_GQF neni spojend pouze tim, ze d4 v souctu nulu, ale také

tim, ze prvni slozky skaldrnich soucinu v argumentech jsou viéi sobé pootoceny o %’T

Pokud se oznaci R(3) matice (aktivni) rotace o thel %’r v roviné napf. proti sméru

hodinovych rucicek?’, bude

C_jl _él - é? 2 G;Q 2 C_jl

a také

G G . o (Gi
= cos <2r) cos R3) (27“) cos Ry <27‘> . (3.93)

Pro druhou uvedenou rovnost je vhodné zavést zkraceny zapis: Pro kazdou trojici vek-
toru éA, éB a éc spliujici éA + éB + C_j() =0a éA = R(g)éc = Ré)ég = Ré)é,q
necht

= cos <éA . F) cos (R(3) (éA) . F) cos (R?S) (éA) . F) . (3.94)
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Protoze je cos (—@A . 77) = cos (C_jA . F), je z druhého fadku (3.94) zFejmé, ze soucin tii
kosinu za podminek predchézejici definici je vzdy mozné zkratit na coss) (F’; G A) tak,
7e je G4 vidy z pevné daného (ale libovolného) sextantu roviny (popi. jeho hranice)?!.

Tento sextant 1ze definovat jako jakousi Sestinu reciproké mfize napt. takto:

T
. - 2 2y/3 3 1
M<6>z{o}u G2 23 [, i,—f 10, )" | k>0,1<0%  (3.95)
a 3 2 2
Tim je (az na G = 0) z roviny miize rozdélené podle sméru (_jl, Gy a —Gp — Go vynata
pravé Sestina (jen s jednou hranici).

Moznost zavedent znaceni coss) (F; é) a M(gﬁ) spole¢né s algebraickym tvarem mode-

lové funkce (3.90) vede k vysloveni nésledujici hypotézy??:

e Kazd4a a-periodicka funkce s hexagonalni symetrii lze rozlozit do Fourierovy fady

jako

n(r) = Z éé‘COS(g) (f’; 2) (3.96)

GeM®

Tato hypotéza v této prici nebude dokazovana, ale jeji platnost bude demonstrovana
primym odvozenim na dvojici funkei — na modelové funkei (3.90) a na kone¢ném Diracoveé
hiebenu s hexagonalni symetrii.

Rozklad modelové funkce (3.90) s pomoci identity (3.91) a vzorct (3.16) nenf slozity:

2197 na Ga = 0, ktery se bud muze vyélenit zvl4st mimo déleni do sextantt nebo naopak zafadit
do vsech
2Zhypotéza se zabyva jen algebraickym tvarem rozkladu, nikoliv napifklad podminkami konvergence
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2
. 2 — 2 ~ ~ —
G1~F> < Gg-F) (—GI—G2)'T
COS COS =

n(r) = (cos 5

= (1+cos@2-F) (1+cos (—C_jl —ég) -F) =

NN

(1 +cosél -F)

N | =

1 . . L
:§[l—l—cosGl-FCOSG2~FCOS<—G1—G2)-F
+cosél-F+COS@2-F+COS<—61—52)-F+

—|—COSél "FCOS@Q'F~FCOS@1'FCOS (—C_jl —ég) -F+Cosé2-Fcos (—él —ég) ~F] =
1 5 o 5 o = = R
:g[1—|—COSG1'TCOSGQ'TCOS<—Gl—Gg)'7“

~Ci -0,
ik -
2

7' COoS cos 1+

+4 cos -+ il
COS

+cos Gy - Feos Gy - 7+ cos Gy - 7 cos (—C_jl —ég) -7+ cos Ga - Fcos (—él —@2> -F] =

1 LGy LG
=3 [cos(3) (r;22> + 4 cos(3) <r; 2) +

—i—% (cos GoF + cos (2@1 + ég) f’) + % (cos G17 + cos (C_jl + 2@2) F’)] =

1 L Gy LGy
=3 [cos(g) (r;22> + 4 cos(3) <r; 2) +
2) )

—I—% (cos (@1 - @2) 74 cos (él + 2@2) 7+ cos (—2@1 - @2) F)] =

(cos (él + ég) 7+ cos (é1 — ég) F) +

N

QA

(cos élf’—l— cos égF+ cos (—él -

R
2
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G G -G, -G
—i—§ -4 cos %FCOS 72Fcos 12 2p_ —+
1 2,  Gi1+2G, —2G, -Gy, 1
+§'4cos 7 COS 7 COS 5 —3 =

8

e G
—1 4 cosgs) (r; 22> + 4 coss) (r; 2) +
G L Gi—Gy
+2 cos3) (r; 2> + 2cos(3) (r; 2)

neboli

e
n(r) = Z C@zkél+léz COs(3) (7"; 2) ,

GeMm®

1 3

C Cl-éri—()-@g = 1’

0-G140-G2 — T g’
C ! C _Ly k

210G, = g0 Crai (-G, = 3 Jina 0 (3.98)

Jesté by mélo byt ovéfeno, ze je (3.90) opravdu a-periodicka hexagonalné symetricka

funkce. Rez funkce pifmkou y = —v/3z, tj. podél jednoho ze sméri symetrie, je funkce

= T o
jedné promeénné p, dosadi-li se x = %p, Y= —@p, G = (?, —%) a G = (0, 1)T:
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n(p) = n(z, y)y:\/g$ = (cos gp)2 <cos g(—p))Q (cos 0)2 =

m™\4 3 1 2rp 1 47p
:(cos—p) = —+4+ —-cos— + —cos —.
a 8 2 a 8 a

To a-periodickd (a sudd) funkce jedné proménné rozhodné je. Invariantnost vuci rotaci

(3.99)

o 7§ je zfejma z konstrukce cos(s) (7_", C_j) pomoci matice R a z toho, ze je funkce kosinus

suda.

3.8 Velikost clusteru a pocet uzlti v ném

V kapitole vénujici se resersi o rydbergovské hmoté byla jmenovana hlavni posloupnost
magickych ¢isel, tj. po¢tu uzla v clusterech tvaru pravidelnych a uplnych Sestituhelnikt,
jako 7, 19, 37, 61, 91, ¢emuz odpovida formule

H#y =3V2 43V +1; (3.100)

ta bude nyni odvozena nékolika zptisoby. Symbol V' parametrizuje velikost clusteru podle
poctu Sestithelniku obklopujicich centralni uzel — pocet uzli na piimce podél jednoho

z hlavnich smért symetrie pak bude 2V + 1, maximalni §itka 2V a a velikost hrany Va.

e Pocet uzlu v clusteru lze urcit napiiklad séitanim piimo pires Sestithelniky, tj.

k jedinému stifedovému uzlu se piicitaji vzdy nasobky Sesti. Je tedy:

\% \%
1 2
#V:1+Z:l6v:1+6z_:lv:1+6-2V(1+V):3V +3V+1  (3.101)

e Scitat lze ale i "po fadcich”, tj. podél jednoho z hlavnich sméra — uprostied
clusteru je fada 2V + 1 uzlu a na obé strany jich pak aritmetickou fadou ubyva az
po V + 1. Vychaazi:

2V 2V+1
#v=2V+1+2 > v (:2 > v—(2V—i—1)> =3V24+3V+1  (3.102)
v=V+1 v=V+1

Uskupeni séitancu je zndzornéno na Obr. 3.6.

96



Obr. 3.6: Symbolické zndzornéni séitanci pii s¢itdni uzli ”"po fadcich”. Nejvétsi

(prostiedni) skupina mé 2V + 1 uzli, dvé nejmensi (krajni) pak V + 1.

e Pii s¢itdni ”po sloupcich” (kolmo vuéi jednomu z hlavnich sméru) staci secist pocty

uzlu ve dvou ¢étvercovych a dvou trojihelnikovitych uspoiddanich:

v
#y=(V+1)2+V2 42> v=3V2+3V+1 (3.103)

v=1
e A konecné lze vyscitavat pres K a L, tedy indexy boda mfizky pfimého pros-
toru. Potiz je, ze meze nejsou konstantni (jak by tomu bylo napiiklad u étvercové
miizky), protoze se okraj clusteru lomi a jeho Sest vrcholu protinaji sméry K =0
a L = 0 jen na c¢tyfech mistech. Vystihnout toto matematicky vSak neni obtizné,
pouziji-li se vhodné lomené ¢ary — necht je soufadnice K nezavisl4, tj. probiha
mnozinu {—V, ... + V'} a dolni a horn{ hranici je oznac¢ena jako Lgown & Lyp. Hranice

maji v fe¢i K a L jednoduché matematické vyjadreni pomoci absultnich hodnot:

1 1

1 1
Ldown = _iK -V+ ’§K‘ (3104b)
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Diky tomu konecné

v —gKHV-[3K]| +V
#Hv= > > 1= > (@V+1-|K|)=
K==V =—1K-V+|LiK]| K==V
1 +V
= > @V4+1+K)+ ) (QV+1-K)=
K=-V K=0

— @V )V + %V(—V VANV 1) - %V(V +1) =

1
:(2V+1)2—2§V(V+1):4V2+4V+1—V2—V:3V2+3V+1, (3.105)

¢imz je vysledek opét potvrzen. Piisné vzato se jednd o s¢itani ”po fadcich” jinym

zpusobem, konkrétné pomoci povolenych hodnot K a L pro dané V.

3.9 Indexovani (nad)rovin

V rozkladu a-periodickych funkei hexagonalni symetrie se vzdy vyskytuji G a 7 ve skalar-
nich soucinech, jsou tedy zaménné; a stejné jako k danému bodu piimé miize byla
nalezena tiida piimek/nadrovin v reciprokém prostoru (3.82), da se pro kazdy bod
mnoziny M, najit t¥ida navzdjem rovnobéznych piimek/nadrovin v pfimém prostoru.
Protoze z podminek periodicity (3.75) musf

1 2v3 3 1 1 -
. f-({k,l—ﬂc)-(x,y)T:%G-F:k:KJrlLEN, (3.106)

a 3

je rovnice kazdé z piimek danych zvolenym G déna jako

2 1
ka + \3/5 (z - 2k> y=Na,N € Z. (3.107)

- . T

Pro dané G € M,, tj. pro dand k a [, je G = 2% . 2y3 (@k,l - %k) normélovym
vektorem pfimek a ty jsou navzdjem odliSeny pouze posunem danym N € Z — piimka
s N = 0 prochézi pocatkem a dvé k ni nejblizsi maji N = +1. Vektoru G=0 odpovida
degenerovand tiida (podmince (3.107) vyhovi kazdy bod roviny). A koneéné vektory G

a wG generuji navzajem rovnobézné tiidy piimek.
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Piimky s danym k a l a s n = %1 jsou od pocatku, a tedy i od sousedni primky své

t¥idy, vzdaleny o

ds=dp = —2— (3.108)

coz je tedy oznaceni pro vzajemnou vzdalenost (sousednich) pifmek v ramci dané tiidy?3.
Vyraz pod odmocninou je pro nenulova k a [ vzdy kladny.

V krystalografii se k indexovéni t¥id (nad)rovin pouziva tzv. Millerovych indexu;
protoze jsou ale clustery rydbergovské hmoty ” velmi konecné”, nabizeji se jiné parametri-

zace:

e Prvni muze byt pro dand k a [ souradnice takového bodu na pifimce prochéazejici
pocatkem, ktery je k pocatku nejblize. Protoze piimce odpovidajici pocatkem

odpovida N = 0, vyplyvé podle (3.106), ze k, [ a K, L jsou v relaci

kK +1L =0, (3.109)

odkud vyplyva, ze uvedenym bodem bude

T
— l r k(13
— 1 - |z 1= A1
R a Dk’,l( 70) DkJ (27 2 ) 9 (3 O)

kde Dy je nejvetsi spolecny délitel ¢isel |k| a |I|, pokud jsou obé nenulovd, a pro
jedno z ¢isel rovnych nule je dodefinovéan jako Dy, ; = max {|k|, |I|}; piipad k =1 =0

se samoziejmé nevysetiuje.

e Druhou moznosti je urcit tu ptimku z dané tiidy, kterd je od pocatku nejdéle, ale
stéle protind cluster — zfejmé se tak bude dit v nékterém z vrcholu. Ty (usporadédny

proti sméru hodinovych rucicek) v feci K a L jsou:

(1) K=V,L=0 (4) K=-V,L=0
(2 K=0L=V (5) K=0,L=-V
B)K=-V,L=V 6) K=V,L=-V

Kazda pfimka muze protnout maximélné dva z téchto vrcholu. Z duvodu symetrie

clusteru se sta¢i omezit napf. na jeji ¢ast jeho okraje {K,L|K € {-V,...,+V},

23rozdil oproti reciproké miizi, kdy je ve jmenovateli u smiSeného élenu opaéné znaménko, je d4n jinym

uhlem, ktery sviraji bazické vektory
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L = Liown = —%K - V+ % |K]}, ktery obsahuje tfi vrcholy clusteru (—Va, O)T,
T T - .
(—%Va, —@Va) a <%aV, —@Va) . Dany G = kG1+1G> generuje tiidu piimek

ve tvaru

V3kz 4+ (2l — k)y 4+ ¢ = 0, (3.112)

kde ¢ se samoziejmé da zjistit dosazenim soufadnic konkrétniho bodu v pfimém
prostoru, kterym piimka prochézi. Pokud se toto provede pro t¥i vySe uvedené

vrcholy, vychéazi

V3kz + (21 — k)y + V3kVa =0 (3.113a)
V3kz 4+ (21 — k)y + V3lVa =0 (3.113b)
V3kz 4+ (2l — k)y + V31— k)Va =0 (3.113¢)
a definuje-li se
v=max{|k|, ||, |k =1}, (3.114)

jsou pifmkami?* nejdéle od stiedu a pFitom jesté cluster protinajici v nékterém

z vrcholu

V3kx + (20 — k)y £ V3vVa = 0. (3.115)
. . ., . @vVa . . .,
Vzdélenost obou z nich k pocatku je Nk ¢ehoz dvojnasobek

Do Dy = Y3V (3.116)

Ny R

je vlastné sifka clusteru v daném sméru. Pocet ptimek dané tiidy podle é, které

plochu clusteru mezi jeho okrajovymi vrcholy protnou, pak tedy je

D _/3uVa
(V) = SR g = YRRREE | gV 41 (3.117)

Mgy =
di, 3

VEk2—kl+1?

2isou urciteé dveé vzhledem k symetrii clusteru
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Posledni vysledek vyhovuje predpokladium, Ze pro nejmensi cluster by mél vychazet

roven tiem, ze by se mélo vzdy jednat o liché ¢islo a Zze s a-nédsobnym clusterem,

(aV) (V)
. . R . Moy 1 Nekial ™1
resp. reciprokym vektorem by mél skdlovat jako % = a., resp. 5 - =a
Mg — Mg, —

Vektory G anG generuji navzdjem rovnobézné tiidy piimek, ale druhd jmenovand
bude mit vzdjemnou vzdédlenost mezi nimi n-krat mensi. NejmenSi z téchto vektoru
generuje tiidu primek o nejvétsich vzajemnych vzdalenostech d; ostatni tiidy pak vuci
této maji vzdéalenosti mezi sousednimi piimkami %. V braggovském pohledu je reflexe
prvniho fadu na téchto rovindch ekvivalentni reflexi vyssiho (n-tého) rddu na zékladnich
— Braggova podminka konstruktivni interference 2dsina = nA se pouhym pieuspoia-
danim na 2% sinw = A dé snadno interpretovat jako reflexe na subrovinach o vzajemnych

vzdalenostech %. Prvni pohled je v krystalografii obvyklejsi a tento text se ho pfidrzi.

3.10 Omezeni na vlnové délky

Je-li tedy vzdjemna vzdélenost piimek/nadrovin v dané t¥ideé dy; = %25, pak jsou vlnové
délky dopadajictho zaieni, které mohou dat vzniknout interferené¢nimu obrazci, zfejmé

omezeny podminkou |sina| < 1. To podle (3.108) implikuje

A A
N 2dy, N ?a ’
VE2—kl+12

(3.118)

1> [|sina| =

[\
:\&‘V

odkud

VEE R+ 2< f% (3.119)

pro danou vinovou délku; nebo pro dana k a [ také

Ao V3o (3.120)

T VE2—kl+ 12

Umocnénim na druhou vychazi

a2

A2’
coz je kvadratickd nerovnice; pro dana a a A lze zvolit k jako nezndmou a [ jako parametr

k2 —kl+12<3 (3.121)

— podminka pies diskriminant

25k danym pifmkam/nadrovinam je Gy kolmy
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D= (-1)?—4 (P - 3iz> =3 ((2;)2 - P) >0 (3.122)

urci omezeni na l a v zavislosti na [ lze pak z nerovnice vyjadfit i omezeni na k. Celkové:

2a 2a

el 2= 12

L Si<+5 (3.123a)
RVE] 2a\* RVE] 20\
V2, ) 2 <k 44— = X2 —_— ) =1 12
3T ()\) Fsksty=3 <>\> : (3.123)

Néapadnd nesymetrie mnoziny povolenych k£ a [ je ddna tim, Ze jsou tyto odecitany
ve smérech Gy a éz, z nichz je druhy jmenovany je rovnobézny s kartézskou osou. Je
poucné uvést pro srovnani podobnou konstrukei (I nezdvislé, k zavislé na [) pro miizku
¢tvercové symetrie, kde

<1<+, (3.124a)

a? a?
_ ﬁ_l2§k§+ ﬁ—l? (3.124b)

Podle (3.120) je maximélni vinové délka, pro kterou teoreticky jesté muze dojit

>
> e

k netrividlni difrakei, Apax = V/3a (napt. pro k = 1 a1 = 0). Je nesmirné dilezitym
zjisténim, ze piipadny difrakéni obrazec by mohl vznikat i pro jinou ¢ast elektromag-
netického spektra nez rentgenové zateni, jak je v krystalografii jinak bézné — pravidelné
usporadani clustert mé miizkovou konstantu imeérnou kvadratu kvantového ¢isla a pro ty-
pickych n = 80 je podle (1.2) Apax = 1.7 pm, coz je v infracervené oblasti, a zobrazovani
vnitini struktury by tedy mohlo byt pfistupné i pro infracervené, viditelné a ultrafialové

zafeni.

3.11 Multiplicita

Vyznamnou roli hraje v difraktometrii veli¢ina multiplicita mg), kterd je definovand
jako pocet navzajem ruznych tiid rovin se stejnou mezirovinnou vzdalenosti; v piipadé

hexagondlni symetrie je touto veli¢inou uz odvozené

V3
2CL

o = Fa—a e

které ziejmé pro dany cluster (o neménné velikosti a neménné miizkové konstanté) zavisi

(3.125)

jen na vyrazu pod odmocninou ve jmenovateli
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N(k,1) = k> — ki + 2. (3.126)

Ulohu tedy lze preformulovat matematicky jako pocet ruznych kombinaci & a [, které
daji zvolené ¢islo N podle vyrazu vySe. Kromé degenerovaného ptipadu k = 0 = [ lze
otekavat, ze pocet moznosti pro dané N by mél byt ndsobkem Sesti (lze ocekavat, ze
pro nékterd N prislusné kombinace k a [ nebudou existovat vibec).

Bez hlubsi prechozi analyzy dda N = 1 praveé Sest k poc¢atku nejblizsich bodu reciproké

miizky — proti sméru hodinovych rucicek

k=1,1=0 (3.127a)
k=1,1=1 (3.127D)
k=0,0=1 (3.127¢)
k=-1,1=0 (3.127d)
k=-11=-1 (3.127¢)
k=01=-1 (3.127f)

Jim odpovidajici vektory reciproké miize G k.1 jsou spojeny rotaci o tihel §, tedy i dvojice

sousednich k£ a I by mély byt spojeny néjakou relaci — tou je

(k1) — (k — L k). (3.128)

Ipro N > 1 existuji podobné spojené Sestice. Je-li prvni dan jako (k,1), pak teti a paty
jsou (=l,k —1) a (I — k,—k) a tyto tfi v souctu po slozkéch daji (0,0), coz odpovidd
rozkladu (3.96), kde tii vektory v argumentech daji v souc¢tu vektor nulovy. Tim, ze
jsou (k, 1) usporddény do Sestic, kde jeden opakovanou transformaci (3.128) vygeneruje
ostatni, se pro zkoumani multiplicit sta¢i omezit na Sestinu roviny — napf. sextant (3.95)
— a vysledek nalezeny v ném nésobit Sesti.

Multiplicita rovné Sesti vychdzi kromé N = 11ipro N = 3 (v M(S(j) mu odpovida
k=1,1=-1)a N =4 (k=2,1=0), ale napiiklad pro N = 2 je nulova, protoze zidna
kombinace k,l € Z? vychézejici rovna dvéma jako vyraz k? — kl + [ neexistuje.

Prvni vyskyt multiplicity rovné dvanact nastava pro N = 7, kdy v sextantu k& >
0,1 < 0 takto vychédzeji kombinace k = 2,1 = —1a k =1,] = —2 (v sousednim segmentu
po sméru hodinovych rucicek pak k = 3,1 =1 a k = 3,1 = 2, které lze ziskat pouzitim
transformace (3.128) na predchozi dvojici FeSeni, ale nejsou s jeji pomoci prevoditelnd

navzajem, muze se tedy v tomto smyslu hovofit o nezavislych Fesenich.
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Prvni vyskyt multiplicity vyssi nez dvanéct, konkrétné osmnéct, vychazi pro N = 49
k=3,0=-5k=51=-3k=171=0v M~ kde lze hovoiit o tiech nezavislych
feSenich v kazdém ze sextanti.

Obecné nalezeni multiplicity vychéazi z feSeni kvadratické rovnice

k> —kl 41> - N? =0, (3.129)

kterd ma feseni

ky = % (z + /AN — 312) : (3.130)

N je pevné a [ je parametr. Protoze k a [ jsou celo¢iselnd, musi byt zjevné celociselna

i odmocnina, tj. musi existovat néjaké M € Zar tak, aby

4N? — 31 = M?, (3.131)
odkud

AN? — M?
2= — (3.132)

Protoze 12 > 0, musi M? < 4N, tedy M < VAN = 2/N; zarovein je ale M € ZS’, takze

Me {0 P\/NJ} (3.133)

kde |-| znaéi dolni celou ¢ést redlného éisla.

Algoritmus pro urc¢eni multiplicity je tedy ekvivalentni s algoritmem nalezeni rtiznych
feSeni rovnice k? — kil + 1> = N? pro pevné zvolené N2 a pro k > 0,1 < 0 a funguje
néasledovné: s danym N je pevné urcena i mnozina M € {0, vy P\/ N J }; pro kazdé toto
N2_M2

3

M se testuje, je-li vyraz 4 kvadratem néjakého celého ¢isla a pokud ano, je timto

¢islem ¢islo —I, kterému se pak snadno prifadi k = % (l + V4N — 3l2> = %(l + M) =

% <M — 4/ AN EM 2>. Neni tieba testovat, jestli & nevychézi jako poloc¢iselny zlomek,
protoze to by mohlo nastat jen pro [ a M s opa¢nou paritou, a to je vylouceno relaci
M? = 4N — 31?; také neni tieba vySetfovat [ = 0 a | > 0 zvlast; a kone¢né neni

tfeba testovat, jestli £ vychézi jako kladné ¢islo, pokud se mnozina testovanych M zuzi

na {{\/N—{— 1J ) een PWJ }, jak plyne z podminky k = % <M — \/4N_3MQ> > 0.

V3, V3,
26 mezi mezi(nad)rovinnou vzdalenost{ di; a N plati vztah dy = m = %
—kl+
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I kdyz pro maly cluster nehraji velké multiplicity pfili§ roli, existence a prvni vyskyty
vyse popsany algoritmus nechd provést v pocitaci, ukazuje se, ze nékteré multiplicity se
(alespon do meze N = 100000 testované numericky) nevyskytuji viubec, zatimco prvni

vyskyty Npin jsou faktorizovatelné do magickych a polomagickych &isel:

meg) = 6 Npin = 1

M) =12 | Nipin = 7

mg) = 18 | Nmin =49=17-7

m(g) = 24 | Nmin =91 =17-13

mg) = 30 | nevyskytuji se

m(gy = 36 | Nmin =637=7-7-13

mg) = 42 | nevyskytujf se

m(g)y = 48 | Nmin = 1729 =7-13-19
m(g) = 54 | Nmin = 8281 =7-7-13-13
mg) = 60 | nevyskytuji se

mg) = 66 | nevyskytujf se

m(g) = 72 | Nmin = 12103 =7-7-13-19
mg) = 78 | nevyskytuji se

m) = 84 | nevyskytuji se

m) = 90 | nevyskytuji se

m) = 96 | Nmin = 53599 =7-13-19- 31

3.12 Fourieruv obraz kone¢ného Diracova hiebenu s Sesti-

cetnou symetrii

V jednom rozméru platilo, ze Fourieriv obraz nekoneéného Diracova hiebenu je nekonec-
ny Diraciiv hieben v reciprokém prostoru (F (Y- cy 6 (z — aK)) = 2% >gem, 0 (A= G)),

a

zatimco Fourieruv obraz kone¢ného Diracova hifebenu mé za obraz nekonec¢nou %”—

periodickou funkci lokalizovanou kolem bodu reciproké mnoziny tim ostieji, ¢im vétsi
oblast v pfimém prostoru kone¢ny Diracuv hieben zabira.

O koneéném, hexagondlné-symetrickém Diracové hiebenu ve dvou rozmeérech, konkrét-
né sadé delta funkci rozmisténych v uzlech piimého prostoru clusteru rydbergovské

hmoty
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D= Y 6(F-a(Kex+Léw)) (3.134)
K,LeMCZ?

1ze mit podobné ocekavani?’; V znaéf velikost uvazovaného Diracova hiebenu, at koneéné-
ho (cluster), nebo nekoneéného. Protoze vzorem je a-periodickd funkce s hexagondlni
symetrii, nenulova jen v uzlech pifimé miiZze 7k 1, méla by obrazem byt %”—periodické
hexagondlné symetrickd funkce (jen pootocend oproti piimé miizi) v (reciproké) promén-
né A as maximy v uzlech reciproké miize ék,z. Byla vyslovena hypotéza, ze Fourieruv
roz-klad takové funkce bude mozny do soucinu t¥i kosina se specidlni vazbou mezi ar-
gumenty. Formulace této hypotézy byla pro hexagonalné symetrické funkce v piimém
prostoru, F [f)gf) (7_”)} ale bude funkce reciproké proménné A. Protoze jsou ale pifma
a reciprokd souradnice matematicky zdménné, stac¢i hypotézu preformulovat: Kazda %’r—

periodicka funkce s hexagondlni symetrii lze rozlozit do Fourierovy fady jako

n (K) = Z 6’;008(3) <K, ?) , (3.135)
Renr(®
kde je

m® = {0} U{R = Ke + Ler|K > 0,12 0}, (3.136)

tedy sextant pfimé miize, popf. néjakd jeho podmnozina pro cluster o koneéné ve-
likosti; vymezeni sextantu respektuje, ze na rozdil od reciprokého prostoru sviraji sméry
odpovidajicim celym ¢éislim (zde K a L) thel 5. Je tedy tfeba i nahradit transformaci
(3.128), kterd po sméru hodinovych ruci¢ek doplni odpovidajicich pét vrcholu z ostatnich

sextantl, konkrétné za

(K,L) = (=L, K + L). (3.137)

Protoze je Fourierova transformace linedrni (F[f1+ fa] = F[fi]+F[f2]), muze vypocet
zjednodusit vhodné usporadani séitancu. Napiiklad pro Diractv hieben clusteru o ve-
likosti V' = 2 je mozné nejprve urcit Fourieruv obraz Diracova hiebenu mengiho clusteru s
V' =1 a nasledné pri¢ist Fourieruv obraz dopliiku, tedy uzla, které ma vétsi cluster navic.
Tento postup lze zobecnit — ke stfednimu uzlu priddvat po Sestitihelnicich podle velikosti

(nejprve o Sesti uzlech, pak dvandcti, osmnacti apod. — stejné jako v prvni moznosti

2Typusoby, jak zvolit M, aby vznikl pravidelny Sestithelnikovy cluster, byly probrany v sekci 3.8; jak
bude zfejmé, rozbor bude pouzitelny i pro cluster tvaru nedplného Sestidhelniku, napt. s 55 uzly (coz je

polomagické ¢islo)
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s¢itani uzlu v sekci o poctu uzla v clusteru) a v rdmeci kazdého z téchto Sestitihelniku
uzly usporadat do Sestic spojenych transformaci (3.137).

Pro nejmensi cluster (V = 1) je

M, = {R = Kéyx + Lép| (K, L) =
= (0,0), (1,0), (0,1), (=1,1),(=1,0), (0, —1), (1, —1)} (3.138)

a jeho Fouriertuv obraz potom tedy:

P @=F| X o (r-H)| @= 3 i

ReM, ReM,

_ efiZWa(fé'K+é’L)-g+ efi27ra(é’L)-g+
+6—z’2m(—€K)~E+ 04 e—z‘27ra(é‘K)-E+
_i_efiZna(fé’L)-g_i_ 67i27ra(é'Kfé’L)'g:
— 1+ e—iQwa(—EK)~€+ 6—i27ra(€K)-5+
L emi2ma(€n)€ | o—i2ma(~Er)-€
+e—i27ra(—é'K+é'L)~5+ e—z'zm(éK—éL)-E:
=1+2 (cos?waé}( . E+ cos2ma (—€f,) - {+ cos2ma (€, — €x) E) =

omacy € 2ma(—€) €  2ma(eL—éEk)-€
= —1+ 8cos macK 5(:os ma(~€L) gCos ma(eL — Ek) 6:

2 2 2
o - A 7, — &) - A &) -A
=[A =2n¢] = —1+ 8cos QK2 s 2 (€1, — €) cos a(=er) =
2 2 2
= -1+ 8COS(3) <K7 6;(> (3139)
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Tento obraz mé tedy o¢ekavanou formu, bylo ovSem nutné uvazit, ze vektory piimé miize

2
155,

svirajici po dvojicich 1he a tedy spojené rotaci a vzajemnym vyruSenim v souctu
jsou €k, €, — €x a —€r.

Pro cluster o velikosti V' = 2 je Fourieruv obraz pfimé miize sou¢tem Fourierova
obrazu ptedchoziho clusteru a zbylého Sestitthelniku, tvofeném dvéma Sesticemi. Fourie-
ruv obraz jedné z této Sestice je ziejmé mozné ziskat prostou zaménou €x — 2€x
v druhém (nekonstantnim) ¢lenu predchoziho vysledku a obraz druhé Sestice lze nalézt
stejnym algebraickym postupem — vysledek bude opét struktury souéinu tii kosinu,

protoze Sestice je spojena transformaci (3.137). Vyjde tedy

F [f)gj)] (K) = —5 + 8cos(3) <K, gK) +

2
o 2¢ o € e
+8 cos(3) <A; ZK> + 8 cos(3) (A; eK—;eL> , (3.140)

kde absolutni ¢len rovny péti ma puvod v operaci —1 + 2 - 3.
Pro cluster obecné velikosti se postup bude drzet stejného schématu (vzdy jde rozdélit
na centralni uzel a Sestice spojené transformaci (3.137) vyjadfitelnych jako soucin tif

kosintt) a vysledkem bude

F {DS})} (K) =1+ V(V+1D)+8 Y cosg (K; ];’) , (3.141)
Renrl®

protoze V(V + 1) = # a kde M je sextant podle (3.136) nebo né&jaka jeho

podmnozina — pro cluster velikosti V' tvaru pravidelného Sestitthelniku je K = 1,...,V, L =
0,..V—-K.

Funkce ma tedy formu (Fourieruv rozklad) v souladu s vyslovenou hypotézou. Vy-

znam Fourierova obrazu kone¢ného Diracova hiebenu (clusteru) pro difrakéni spektrum

spoCiva v predstavé, ze difrakéni obraz je mapa reciproké miize, resp. Fourierovym

obrazem mfize ptimé.

3.13 Netrivialni difrakéni obrazec

Necht na vzorek, v némz se nachazeji clustery rydbergovské hmoty, dopadd monochro-
matické zareni o vlnovém vektoru k = %’ré’g, kde € je jednotkovy bezrozmérny vektor
ve sméru k, a to je vzorkem reflektovdno do obecného sméru &’; rozptyl je uvazovan

pouze pruzny, tj. |k|= |k’|. Uvahy v této sekci vychézi z obecného pravidla [22]
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uzivaného v difraktometrii, ze ke konstruktivni interferenci difraktovaného zareni dochéazi

jen ve smérech splnujicich

Kk (z AE) =G, (3.142)

kde G je libovolny vektor reciproké miize difrakéniho média (napt. clusteru). Vektor
k obvykle nejde prizpusobovat, protoze méa v laboratofi pevnou polohu (danou pozici
zdroje, monochromatoru, kolimatoru apod.).

Velmi nazornym zpusobem jak zjistit, je-li pro néjaké é, resp. néktery K podminka
(3.142) splnéna, je (graficks) konstrukee tzv. Ewaldsovy sféry [22]. Protoze |K/|= |k|, je
(3.142) interpretovatelnd jako rovnoramenny trojihelnik s kruznici o poloméru k = 27”
se stifedem ve vrcholu sevieném vektory kak' (tedy proti zékladné) a protinajici zbylé
dva vrcholy (u zékladny). Velikost zdkladny rovnoramenného trojihelnika ani tdhly
u vrchola nejsou predem dény, ale nabyvaji vSech takovych hodnot, pravé aby velikost
zékladny byla rovna velikosti nékterého vektoru v reciproké miizi a aby platila vektorova
relace (3.142) vzhledem k E, které je obvykle v prostoru pevné co do orientace; orientace
viech G pak musi odpovidat redlné orientaci periodicky uspofadaného difraktujiciho
média, nebot reciprokd miiz se nataéi spolu s pifmou miizi.

Pro nahodilou orientaci reciproké mrize a libovolné, ale pevné k = |/Z| je podminka
(3.142) splnéna leda velkou shodou okolnosti. Pro zaruceni toho, aby byl difrakéni
obrazec netrividlni (tedy aby nebyl v kazdém sméru K nulovy difrakéni signél) se musi
néktery z parametru experimentu spojité ménit [22] — bud se misto monochromatického
spektra pouzije spektrum siroké, nebo se se vzorkem otéci (tzv. metoda rotujictho/otéci-
vého krystalu) nebo se vzorek pripravi tak, aby byl slozen z obrovského mnozstvi
malych krystalki®®, jejichz obecné orientace mohou pokryt vsechny moznosti?® (tzv.
praskovd metoda). Posledné jmenované metodé uspofadani experimentu s clustery
rydbergovské hmoty patrné dobie odpovid4, protoze o nich se predpoklada, ze se bu-
dou vyskytovat volné v prostoru (ve vakuu) o obecné orientaci. Potizi ale je, jak uz
bylo FeCeno, ze reciproka miiz clusteru je degenerovdna z mnoziny izolovanych bodu
do soustavy rovnobéznych piimek (kolmych na rovinu clusteru) vlivem striktné rovinného
usporadani. Potom jsou ale spojité parametry systému hned dva — orientace clusteru
v prostoru a (po Castech) i reciprokd miiz —, takze difrakéni spektrum bude trividlni

opa¢énym zpusobem: misto aby zadny smér splnujici (3.142) obecné neexistoval, bude

28ale takovych, aby mély pavodni periodicitu
2samoziejmé pokud je k ostré hodnoté G uvézena uréita tolerance, napt. ve smyslu (3.35); orientace

mohou byt i ¢casové proménné
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naopak (3.142) splnéna pro vSechny sméry K , jak 1ze snadno nahlédnout.

Aby byl pocet spojitych parametru takovy, ze vznikne netrividlni difrakéni obrazec,
je nutné podminky, ve kterych se vzorek nachazi, upravit. Zrejmé zména povahy spektra
dopadajiciho zareni nic nezlepsi, protoze monochromatické zareni nevyhovuje a precho-
dem k Sirsimi spektru by se pfidal dokonce tieti spojity parametr. Nabizeji se jiné tii

moznosti:

e Clustery mohou byt ulpélé na vnitinich sténach oblasti, kde vznikaji, a budou mit
tedy pevnou orientaci vuci dopadajicimu svazku. Takova difrakce je pak v principu

podobnd skenovéni povrchu pevné litky [22].

e Clustery jsou volné v prostoru daleko od stén, ale jejich orientace je ngjak vynu-
covand — toho muze byt dosazeno napiiklad magnetickym polem, protoze podle
dosavadnich znalosti clustery rydbergovské hmoty ve vnéjsim magnetickém poli
orientuji svij magneticky dipdl (kolmy k jejich roviné) podle vnéjsiho pole, takze
pro dosazeni difrakéniho obrazce by stacila vhodné (a pevnd) vzajemnd orientace
magnetickych silocar a dopadajictho svazku. I tento postup by byl blizky skenovani

povrchu jako v ptedchozim bodé, pouze by se tak délo v prostoru.

e Asi nejzajimavéjsi moznosti, ve které neni vibec potieba, aby byla fizena poloha
nebo vzajemnd orientace clusteru a dopadajiciho zareni (a tedy je praskové metodé
nejpodobnéjsi), spociva ve vyuziti jiné vlastnosti rydbergovské hmoty souvisejici
s jejich magnetickymi dipdly — clustery maji totiz mit schopnost se fadit do vldken
— v nich jsou roviny clustert prakticky®? rovnobézné. Vysledkem je objekt, jehoz
periodické uspotradani uz je trojrozmérné a jehoz difrakéni spektrum by se kvalita-
tivné nemeélo nijak zv1ast lisit od praskové metody; teoreticky ale existuje zpiisob,
jak tento tfeti smér vyradit a zkoumat pouze dvourozmeérné usporadani v ramci
clustert. Podle reserse v prvni kapitole muze byt vzajemna vzdalenost mezi para-
lelnimi clustery (dpar.) ve vldkné mensi, nez kolik je mfizkovéa konstanta v roviné
clusteru (a), a v tomto sméru je tedy reciprokd miiz ¥idsi — zvoli-li se vlnova délka

zareni \ tak, aby

2dpar. < A < V3a, (3.143)

3%az na moznost, ze se vldkno miize pozvolna ohybat a kroutit, to by se ale mélo projevit jen
uréitym rozsitenim difrakénich piku tak, jak je zndmo u jinych systému, jejichz pravidelné uspofddani

je prechodné nebo na kratkych vzdalenostech, napi. v tekutinach
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bude pro dopadajici zafeni struktura v podélném sméru podél vliken v difrakénim
smyslu nedostupnd a efektivné (jako soucdst takového vldkna) pak bude mit dvou-
rozmérny cluster libovolné orientovany i v tf¥irozmérném prostoru reciprokou miiz
danou izolovanymi body misto nekoneénych piimek. ZmenSovanim vlnové délky
dopadajiciho zéfeni by pak v uréity okamzik mohlo dojit ke kvalitativnimu skoku?!
v podobé difrakéniho spektra tim, jak by pro zafeni byl pfistupny i treti smér —
tak by mohlo byt mozné podat experimentalni dolozeni, ze struktury v podobé

vldken rydbergovské hmoty existuji.

V praskové metodé je volnost na thel orientace trojihelniku vektoru podle (3.142)
vitéi sméru k a difraktované zarenf sleduje plasté tzv. Debye-Scherrerovych kuzelu [22];

vrcholovy uhel kuzele je

A Gl

- (3.144)

0~ = arcsin
G,

a je roven dvojnasobku tihlu proti zdkladné rovnoramenného trojihelniku (3.142). Ome-
zeni na C_jk’l vzhledem k A byly probrany v sekci Omezeni na vlnové délky.

Ve struktufe difrakéniho spektra by se méla potvrdit (nebo také vyvratit) domnénka,
ze se elektrony sdruzuji v blizkosti hranic Wigner-Seitzovych bunék, tim, ze by tomu
odpovidajici difrakéni piky byly silngjsi. Tento jev se vystihuje formfaktorem, ktery ale

jde za ramec této prace.

31y feci Millerovych indext by k (a, b, 0) piibyly i (a,bé),é# 0
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Kapitola 4

LCAO metoda pro nejmensi

cluster rydbergovské hmoty

Tato kapitola se bude zabyvat spektrem rydbergovské hmoty, hlavné pro nejmensi cluster
s V. =1 a s atomy vodiku v (sedmi) uzlech pifimé mfize. Analyza vychézi ze spektra

osamoceného atomu vodiku daného Rydbergovou formuli

R
Wn:—n—;o,neN, (4.1)
kde Ry = %aneCQ je Rydbergova konstanta atomu vodiku. Rydbergova formule

v tomto zakladnim ptiblizeni (energie atomu vodiku v klidu zévisi jen na hlavnim kvan-
tovém ¢isle n a je druhého fadu v konstanté jemné struktury «) je odvoditelnd v mnoha
modelech — od Bohrova modelu (z podminky kvantovdni momentu hybnosti, de Broglieho
vlny nebo z principu korespondence), pres (radidlni) Schrodingerovu rovnici sytému
po Diracovu rovnici atomu vodiku. Unikétnost atomu vodiku ve vSech jmenovanych
mode-lech spo¢ivéd v icasti pouze dvou objektu (elektronu a jidra s opaénym nébojem)
na tvorbé vazaného systému (”tloha dvou téles”), ktery je matematicky pievoditelny
na tlohu jednoho télesa v neménném vnéjsim potencidlu!. Neménnost tohoto ponecidlu
umoznuje v principu znézornit celé jeho spektrum do diagramu, ktery je kvalitativné
i kvantitativné univerzalni pro vSechny energie.

Pokud se na cluster rydbergovské hmoty pohlizi jako na molekulu, lze predpokladat,
ze jeho existence je podminéna (mimo jiné) tim, Ze je pro atomy tvorici cluster ener-

2

geticky vyhodnéjsi tvorit spoleény celek nez se vyskytovat kazdy jednotlivé”. Energie

kazdého z (izolovanych) atomu je zédpornd (konkrétné rovnd —i—%") a vazbova energie

L4 atomu vodiku samoziejmé coulombickém
2y souladu s regersi, diky sdilenf elektront
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zv14st také — v pifpadé clusteru rydbergovské hmoty se ale druh4 jmenovand energie musi
Fidit podminkou, ktera neni obvykla ani ve fyzice molekul, ani ve fyzice pevnych latek.
Tou podminkou je specificnost piimé miizky clusteru rydbergovské hmoty zvétsovat svou
velikost podle excitace atomi v uzlech®. Pro cluster s libovolnou pozorovanou velikosti V
zdroje uvadéji zavislost parametru mifzky® na hlavnim kvantovém &isle atomit v uzlech

jako

an = 2.9agn?, (4.2)

kde ag = %‘ =~ 5291772 - 10~ m je tzv. (klasicky) Bohriiv polomér zékladniho stavu
atomu vodiku. Tésnému hexagonalnimu uspotfadani v roviné by odpovidala vzajemna
vzdélenost jader v uzlech 2agn® — koneckoncii v Bohrové modelu jsou elektrony lokali-

2

zovany na kruznici o poloméru agn® a s rostoucim n by mél byt elektron stale lokali-

takika netecnd k vnéjsim vzruchum (napf. mechanickym tlakum) nebo stavum elek-
tronu uvnitf miize — to ¢ini z rydbergovské hmoty urcité zajimavy objekt ke zkoumani.
V tomto ohledu je rydbergovskd hmota lépe pripodobnitelna k elektronickym pfechodum
v molekuldch, kde se podle Born-Oppenheimerova ptiblizeni systém nachdzi pro kazdy
kvantovy stav obecné v jiném potencidlu jader (ktery je ovSem zase z&visly na kvan-
tovém stavu); u rydbergovské hmoty se situace zjednodusuje alespon v tom smyslu, ze
empiricky vztah a,, = 2.9agn? rovnou poskytuje rozlozeni jader a elektronii v clusteru —
v prvnim pfiblizeni, ale uspokojivé.

7Z reserSe vychazi rovnéz predpoklad, ze stavy jednotlivych atomu v clusteru by mély
byt stejné. Protoze by kazdy z elektront meél byt do uréité miry lokalizovany na kruznici
v roviné clusteru, mélo by se alespon po formélni strance jednat o (v principu) jed-
norozmérny pohyb. Je vhodné alespon ilustrativné demonstrovat vyznaénost zavislosti
prostorového rozmeéru clusteru na kvantovém stavu na néjakém jiném jednorozmérném

systému s parametrem proménnym podle kvantového stavu.

4.1 Model jamy s konecnou hloubkou a sitkou proménnou

podle kvantového stavu castice

Takovym vhodnym modelem je ¢astice o hmotnosti M v jednorozmérné potencidlové

jameé konecéné hloubky, tj. ¢astice fidici se jednorozmérnou Schrédingerovou rovnici

3jinymi slovy, se zménou kvantového stavu se zméni i parametry potencidli
4a tedy i vzéjemné vzdalenosti sousednich atomi
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i, (z)  2M

—qz Tz Wn = V(@) tn(z) =0, (4.3)
kde potencidl mé tvar
Vo <0 _L | L
V)=4 °° 2 € (-2.+3) (4.4)
0 jinak,

a kde je energie i vlnova funkce parametrizovana jedinym kvantovym ¢éislem n. Po-
zornost je samoziejmé vénovana pouze o vazanym TeSenim Vg < E < 0. Uloha je
pomérné béznou soucdsti vysokoskolskych kurzu, neni tedy tieba rozebirat jeji feseni

v plné obecnosti, pouze budou zopakovany dulezité poznatky:

e Protoze je potencidl symetricky a vlnova funkce jednorozmeérnd, musi byt vinova

funkce bud jen sud4, nebo jen lich4.

e Je vhodné zavést bezrozmérné y3 =

V) ML Vi 2 y
% — % . (Mcg) . <%> — potom maji

2
vSechna feSeni podobu W,, = V) ( — %g), kde y je feSenim algebraické rovnice

2
tany = 4/ z—g — 1 pro sudé vlnové funkce a —cotan y = , /z—z — 1 pro liché. Rovnice
0
jsou dusledkem pozadavku, aby vinova funkce byla v§ude spojitd véetné své prvni

derivace.

e Celkovy pocet feSeni je roven V%J + 1 a vzdy existuje alespon jedno Feseni (a to

je sudé). Spektrum W, tvoii kone¢nou rostouci posloupnost. Plati, ze ¢im vice je

e~/

Uvedeny rozbor vychazi z predpokladu, ze pti preskocich mezi energetickymi stavy
se vngjs{ parametry systému (zde Vh a L) neméni. Necht je tento piedpoklad nyni
zobecnén, aby byla ziskdna predstava o dusledcich takovéto upravy zadéni. Nejprve je
nutné vlastni stavy presnéji definovat: Pokud je na problém pohlizeno jako na oddélené
problémy (podle n) s ruznymi parametry, je ziejmé, ze kazda sada parametru L,, a Vo)

generuje sama o sobé obecné vice nez jedno feSeni, ale lze predpokladat, ze obsazen

cvvs

e~y

existuje. Situaci ilustruje 4.1. Je prehlednéjsi nechat Vy pevné a ménit s n jen L jako

Ly, — pak bude yo = Yoy = /3 - (;4‘2%) /%

Pokud by posloupnost L,,, ktera samoziejmé muze mit nekoneéné mnoho ¢lent, byla

zavedena jako rostouci, vyslo by z povahy potencidlové jamy energetické spektrum jako
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Ln Ln+1
— — 0—— pr—
(2)
WT(LS) Wn+1
(2)
Wﬂ W(]')
W(l) * n+1

Obr. 4.1: Dvé sousedni jamy ve smyslu posloupnosti L,, a spektra moznych energii v nich.
Sirsf jama (se &fikou L,,) mé t¥i vdzané stavy, nejnizsf z nich je WD Uzsi jadma (se sitkou
Ly+1) ma sice (shodou okolnosti) o jeden vézany stav méné, ale nejnizsi z nich (W(i)l)

n

v~/

soufadnici, jinak by se musely znézornit jedna pies druhou a to bylo nebylo pfehledné.

Dojde-li k excitaci ze stavu s energii qul), nemuze se tak stat na stavy s energiemi 7(12)

nebo WT(L?’), protoze podle definice konstruovaného problému je excitace doprovazena

. . . . . 1 2) . . :
zménou velikosti jadmy — a mezi stavy s energiemi WT(L Jr)l a WT(L Jr)l je rovnéz z definice

cvvs

Sipkou. Stavy, které se v konstrukci celého spektra ignoruji, jsou znazornény Sedivé.

Pokud je vhodné zvolena posloupnost L,, muze byt posloupnost energii W,, = 7(11)

rostouci i pro n € N.

klesajici, coz je v rozporu s pfirozenym chapanim n jako excitace. Pokud by byla zvo-

lena posloupnost klesajici jako %, byla pro nizka n posloupnost spravné rostouci, ale

pro vysokd by jednak nastaly vypocetni obtize a monotonie spektra by nebyla zarucena.
Asi nejvhodnéjsi z jednoduchych moznosti je volba, aby parametr L,, klesal od néjakého

L1 az k Lo, pFicemz aby platilo

2
LOO > (—V0) : AC% (45)

M c?

kde y je opét feSsenim rovnice
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yg(n) 1= { tany, ¢ (z) = ¢(—x) (4.6)

2 —cotan y, ¥(z) = —(—a).
Tento pozadavek bude ziejmy zahy. Miuze se zdat tézké ho ovéiit, nebot formalné

y zéavisi pres yo(,) na samotném L, také, ale podle definice stavu 1, s proménnymi

cvvs

energii, a velikost jamy klesa jako

L - L
Lp=Le +—2—"2 neN. (4.7)
n

Konsturkei feseni je na rozdil od pfipadu jamy s neménnymi parametry diskuto-

cvvs

energii, které urcité existuje. Schrodingerova rovnice zavisla na parametru L, ma vné
jamy podobu

d®p(z)  2M ” 1 2w,

T + ?ann(x) =0=¢"(z)+ r% : Ww(x) =0, (4.8)
jejimz integrabilnim feSenim je

— n . |z
Yn(x) = Ae™ TRl = gemV TR A (4.9)

I

uvnitf jamy se pak fesi rovnice

1 2(Wn— VW)

W)+ gy Sy ) =0 (4.10)

kterd vede na sudé reSeni ve formé

2m (Wn — Vo) @ ) . (4.11)

¢n(.’17):CCOS< TE

Protoze je feseni sudé, staci obé vétve navazovat jen v bodé xz = +% (v druhém
je pak splnéno automaticky). Tyto pozadavky tvoii soustavu dvou linearnich rovnic

s nulovymi pravymi stranami
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[_2Wn Lpn —
AeVud s = Ccos( 2(Wo = Vo) | La ) (4.12a)

Mec? 2A ¢

—2Wy Lo 2(W, — W, 2(Wn —Vo) Ly
62 eV S me — th&ZO)(7sin ( ( W ). QA{)) (4.12b)

v proménnych A a C a s koeficienty parametricky zavislymi na W,,, M, L, a V,, ktera

m3 feSeni, pokud je nulovy determinant matice soustavy, neboli kdyz

Pokud se argument zasubstituuje jako y a pouzije se uz definované yo(n)5, prechazi

podminka FeSitelnosti na

= GO ECE
tany = 4354,_1: e (4.14)
y

Pro velka L,, bude, podle rozboru dlohy s neproménnymi parametry, y prislusné defino-

vanému stavu v, blizko 7, kde tangentu lze odhadnout jako

1 s 1
= cotan y = —1- (y— =) = tany = . 4.15
tang cotan y v g any Ty (4.15)
Odmocnina se odhadne jesté snadnéji z pozadavku Lo, > (_%0) - Aoy jako
Mc2
(2;}/02) . % (=Vo) Ly,
2
C - C _12 2Mc AC‘ (416)
Yy )
Porovnanim obou odhadu se z podminky feSitelnosti stava rovnice
(_VO) Ln
1 Ln
_ _ 2Mc? Ac _ yO(n)’ (417)
7Y Yy Y
ze které se snadno vyjadri kofen
™ Yo(n)
Y= (4.18)
2 1+ yom)

Po navratu k substituci y = % . ﬁ, ze které plyne

®bylo definovano yo = yo(L), ale snadno se zobecni pii L — L, na Yo(n) = Yon) (Ln)
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W, = Vo (1 _ v ) : (4.19)

2
Yo(n)
a dosazenim ptiblizného fesenf y = 7 - #{?) a Ly, =Ly + % vychézi kone¢né
T, Yo(n)
wo—vo (12 [ 2w | )y 1_<7T.1>2 _
" Yo(n) 2 1+yowm
2 1
=V, |1- T 5| =
1 (_V) Ln 2
(14 52 ()
2
1
A 1_%. | (4.20)
1, (W) L -1
<1+\/2' e '/\C'(1+n))

kde pro zkraceni zapisu bylo zavedeno | = LLTIO > 0. Je snadné ovérit, ze posloupnost

T . yO(n)
2 1+4yon)
hrubé, ale pro vysoké zacinaji konvergovat k presnému feSeni, coz je v duchu toho, co

je rostouci. Odhady, které umoznily najit kofen y = , jsou sice pro nizka n
bude cilem najit pro cluster rydbergovské hmoty, ktery je zkoumén také pravé spise
pro vysoka kvantova ¢isla.

Matematicky mnohem jednodussim modelem nez jednorozmérnd jama koneéné hloub-
ky je jama s nekoneénou hloubkou®, kde je Schrédingerova rovnice uvnitt jamy identicka
rovnici stojaté vlny s uzly na hranicich oblasti fyzikalniho pohybu. Pokud m4 tato oblast
velikost L jako v pfipadé potencidlové jamy konecné hloubky, je lepsi zvolit pocatek
soufadnic tak, aby odpovidala intervalu x € (0, L), protoZe odpadd nutnost fesit zv14st

suda a licha feseni a normalizované vlnové funkce maji univerzalni tvar

Yn () = \@sin sz (4.21)

pron € N a spektrum energii (které ale samoziejmé na volbé poc¢atku souradnic nezavisi)

je

2+2. 2 2
m°h*n 1 Ao
Wy =—=-M*|—=) n’ 4.22
"TOML? 2 C<L>n (422)

Snekdy téz Particle In Box — PIB
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Pokud by platil stejny model jako pro piipad s jamou koneéné hloubky, tedy ze by
na kazdou excitaci jama reagovala zménou vlastni velikosti, napt. podle posloupnosti

L,= %, energetické spektrum tohoto systému by (po snadném dosazeni) bylo

1 Ac\?
W, = §MCQ (FLC> nt. (4.23)

Pro nekone¢né hlubokou jamu lze kromé jeji sitky pracovat i s nulovou hladinou (jejim

posunem); konkrétné zvoli-li L,, = Lin? (tedy stejné jako piedpoklddané skalovani u ryd-

bergovské hmoty), Vo) = —375‘ ali=may = W%, pak je spektrum systému
1 1 R
Wn = —iMCQO[Qﬁ = —ﬁ, (424)

tedy formalné identické spektru volného atomu vodiku. Konstrukt je sice velice umély,
aby takto vysel, ale protoze je vodikové spektrum stejné dobfe zndmo, neni duvod si
problém takto modelové nepfizptisobit a nezkoumat dalsi vlastnosti’. Pro ty déely by se
ale problém musel nejdiive prevést do dvou rozméru, kde préace s potencidlovymi jdmami
nardzi na prekazky, které jdou daleko za rdmec této prace. Pro urceni spektra clusteru
v duchu metodiky popsané vySe, tedy zmeénou parametru systému podle kvantového

stavu, byl tedy zvolen jiny postup.

4.2 Metoda LCAOQO; variac¢ni princip

Metoda LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) je hojné uzivana jak pro studium
molekul, tak pevnych latek. Spociva v hleddni vlnové funkce (stavu) systému slozeného
z vice atomu jako linedrni kombinace stavi izolovanych atomi, kde se optimalizuji ko-
eficienty linedrni kombinace podle fady pozadavku — napiiklad interakce pouze mezi
sousednimi atomy, minimalizace vysledné energie viuci volnym parametrium, splnéni
Pauliho vylucovaciho principu, rizné pozadavky symetrie apod.

Zaroven v kvantové mechanice existuje tzv. varia¢ni princip, ktery ik, ze mezi ener-
gil Egrouna zdkladniho stavu systému s hamiltonidnem H a libovolnou normalizovanou®

vlnovou funkci v plati vztah

Egrouna < (V[H[Y) ; (4.25)

rovnost nastava pravé pro vlastni funkci systému, kterda zakladnimu stavu odpovida

(tj. splaujici HY = Egouna?). V piipadé atomu vodiku jsou sice zndma piesnd feseni

Tjednalo by se o podobny piistup jako napf. u Kronig-Pennyho modelu
8a tedy samozfejmé i normalizovatelnou
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Schrodingerovy rovnice ), ,,, tato feSeni jsou ale pomérné komplikovana, obzvlasté
s rostoucim n. Pokud se ale pro néktery stav vy, ;,, vyjde z jeho konkrétniho priubéhu,
Ize se pokusit nahradit jej jinou podobnou funkci; ta ani nemusi formélné zaviset na vSech
kvantovych &islech n, [ a m, necht je tedy oznacena napiiklad @n a jako test ”vhodné

podobnosti” mezi ¥y, ;  a 1/;71 muze byt
(Un] H|thp) = W, (4.26)

4.3 Vodikové vlnové funkce 1, ,,_1 +(n—1)

Pfesnd vlnova funkce atomu vodiku 1, ; ,, zavisi na tiech kvantovych ¢islech n, [ a m?.

Ty po fadé zodpovidaji za energii stavu, tvar orbitalu a jeho orientaci. Stavy s { =0
jsou sféricky symetrické, zatimco stavy s lmax;n = n — 1 jsou pro rostouci n od sférické
symetrie stéle vzdéalenéjsi a kombinace | = n—1 a mmaxn, = £l = £(n—1) je pro vysoka
n stéle lokalizovanéjsi do ekvatoridlni roviny. A jsou to pravé tyto stavy, u kterych se
predpoklada, ze se budou vyskytovat v rydbergovské hmoté, kterd tvoii rovinné clustery.

Tato kapitola prozkoum&d metodou LCAO cluster rydbergovské hmoty o velikost
V =1 (tedy celkem sedm uzlu) tvoreného atomy vodiku, o nichz se bude predpokladat,
ze jejich izolované vlnové funkce jsou ve stavech v, ,, 1 4(n—1)-

Obecné normalizované feseni Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku ve sférickych
soutadnicich r € (0,400), 8 € (0,7), ¢ € (0,27) je [24]

2\ (n—1-0) 2\
¢n,z,m(r,07¢)=\/<m> 1O o, L <>Yl 0,¢), (4.27)

2n(n +1)! nag
kde
ym = <" d A\ g (4.28)
L' 7 sin™0 \dcosf > '

je (nenormalizovand) kulova funkce a
72141 _ oy, —(2041) dn-t- —y, n+l 4.99
i(y) =€y ai \¢ Y (4.29)

je tzv. zobecnény Laguerruv polynom. Pro vlnové funkcesl=n—1a |m|l=1l=n—-1

ihned plyne, zZe

9spin elektronu se zde ignoruje
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i(n—1 (n—1)—(n—1)
yrl = el e . < d ) sin?("=1 g =

n=1 = gnn=19 \dcosh
- ::;1_11)2 (d C(is 0) : sin?" 29 = ¢/ Deginn 1 g (4.30)
a
BT = ey e S () -
— Uyt 52; ( —yyn+%n—1))::
= e¥y2ntlemyynt(n=1) — 1 (4.31)

tedy dojde k vyznamnému zjednoduseni. Dosazenim do vlnové celkové funkce je tedy

1 2 2n+1 1
0,0)=1/— [ = e
wn,n71,|n71| (7”7 790) \/27rn (na(J) 22n((n _ 1)| )2 X

" le " mag sin 1 gein—1)e (4.32)

Je vhodné nékolik prvnich élenti této posloupnosti funkei vyjmenovat!:

P
e 90

1
e n=1=900= 7=
71"@0

1 T —i
on=2= = ————-re 200 -sinf-e ¥
Y211 ol

1

\/22:38-ma

_r .
° n:3:>¢372,2 = cr2e 3ag .gin? f - e 2%

__r . o
o n=4= 133 3¢ 00 . gin3 @ . ¢3¢

1
—_— .
/9 9
22 '32 -7r-a0

Funkce jako celek je normalizovand, ale na jedni¢ku jsou normalizované i diléi funkce,
které lze oznacit napi. jako R(r), ©(0) a ®(p):

mohou byt i notoricky znadmé
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_r 2 \" 2 1 _r
Ry(r) = Cpn—le ™ neg = () n=le™nag (4.33a)

nao
+o0
/ R 2(r)r2dr = 1 (4.33b)
0
Lo 1 2n)! . . _
©,(0)=C)’sin"" "0 = 7 (n 1)) o sin 6 (4.33¢)
/ 10,,|%(6) sin 6df = 1 (4.33d)
0
Bp(p) = CWein-De — L —in-1)¢ (4.33¢)

3
)
3

/ 7o) g = 1 (4336)

4.4 Aproximace vodikovych funkci v, ,,_1 +(,—1) funkci &n

Nabizi se tato aproximace — protoze se funkce v, ,_1 _(,—1) s rostoucim n stéle vice
lokalizuje do roviny a v ni do ur¢itého mezikruzi, lze ji nahradit funkci ¥, kterd bude
konstantni (jednotkova az na normaliza¢ni konstantu) v oblasti lokalizace a nulovd jinde.
K tomu je samoziejmé potieba oblast lokalizace nejprve néjak vhodné vymezit.

Je vhodné zacit s funkei ©,,(0), pro kterou je rozbor snadnéjsi. Jeji defini¢ni obor je

(0,7) a na ném nabyvé pro n > 2 maxima v bodé § = 7. Toto maximum je

71') B 1 (2n)!
2/ 2n(n—1)! n

Funkce ©,(0) okolo maxima 7 napadné pfipominaji Gaussovu kiivku (jak je ndzorné
vidét v Obr. 4.2), nabizf se je tedy k ni néjak piipodobnit. Derivace k funkci sin 16

omax — g, ( (4.34)

az do ¢tvrtého radu jsou

a\©
(d@) sin" 19 =sin" "1 0 (4.35a)
a\®
(dG) sin" 19 = (n —1)sin" 26 cos d (4.35b)
a\®@
(dQ) sin” 10 = (n — 1)sin" 30 ((n — 2) cos® 6 — sin*0) (4.35¢)
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a\®
< ) sin® 16 = (n—1)sin" 6 cos hx

dg
X ((n—2)(n—3) cos? @ — (3n — 5) sin? 9) (4.35d)
(4)
(5;) sin" 1 = (n—1) (sin”_5 0 ((n—4) cos? @ — sin? 0)) x
x ((n —2)(n —3) cos® 6 — (3n — 5) sin® §)
—(n—1)sin" *@cosh - 2sinbcosf ((n —2)(n —3)+ (3n —5)) (4.35¢)

a jejich vycisleni v bodé 5 pak

a\©
(d@ sin™ ! Olg—z= (4.36a)

a\®
<de> sin" ' gz =0 (4.36b)

a\®@ N

(d@) sin"™" Olp—z=—(n—1) (4.36¢)

a\®
d@) sin" 1 gz =0 (4.36d)

a\®

<de> sin" ! Olg—z= (3n — 5)(n — 1), (4.36¢)

a jeji Tayloruv rozvoj v daném bodé do ¢tvrtého fadu tedy je

Ty ginn—1 9,g(9) -1 ; ! (9 - E>2 + Bn=5)n-1) (9 — E)4. (4.37)

Vhodné zvolena Gaussova funkce

(0-3)? NARRBY
G(G)(e) — 6_%(‘9_%)2 = e % = € 2( ”_1> (438)

mé sviij rozvoj okolo % (také do ¢tvrtého fddu) dan jako

B n—1 ™2 (Bn-3)(n—-1) T\ 4
T4,e*"T‘1<9*%)2,g(9) R (9_ 5) * 24 (0_§> o (439

pricemz rozdil oproti vyse uvedenému Tayloru klesd s rostoucim n. Samoziejmé nelze

rict, ze se k sobé funkce limitné blizi, nebot co se spravi ve ¢tvrtém radu, se rozhodi
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Obr. 4.2: Funkce sin 6, sin® 6 a sin?® (v pofadi §iiek) v intervalu (0, 7). Vyssi mocniny

0

o

napadné pfipominaji Gaussovu funkci a stale vice se lokalizuji v ekvatoridlni roviné

0 = 5. Polositka kiivek se odecitd mezi pruseciky s piimkou v Sedivé barve.

v tadech dalsich, protoze obé fady konverguji k odlisnym funkcim. Analyza se ale snazi
o posouzeni lokalizovanosti funkce okolo 7, k ¢emuz rozvoje do c¢tvrtého fadu dobfe
poslouzi. Vizudlné je ziejmé, ze k rostouci lokalizovanosti s vyssimi n opravdu dochazi
a nabizi se ji odhadnout jako polositku Gaussovy kiivky G,(f) (0). Kazda Gaussova kiivka

(z—zq)

tvaru e 202 m4 polositku rovnu v8In2 - g, tedy v pfipadé zvoleného G%e) (0) bude

V8In2 In 2
AY) = FWHM ) = Sln2 /82 (4.40)
0T Uno1 n

kde se predpoklada, ze odhad pro vysoka n bude uspokojivy. Polovina z polositky je
1 8ln2 __ 2In2

2 n n

a tedy lze uzaviit, ze se funkce ©,,(0) nahradi!! funkef

5 1.0z — 2In2 w 2In2
On(0) =¢ (2 ZRERR Gy A (4.41)

0 jinak

kde ovSem jesté neni uvazena prislusnd normalizace.

neklesd, ale naopak roste, jak je patrno z nékolika zvolenych funkci pfi zndzornéni.
Absolutni lokalizovanost ale, jak se ukaze, nutna neni. Nejprve je tfeba urc¢it maximum
funkce (které je jako u ©,(0) pro dany definiéni obor jen jedno). Z vySetifeni prubéhu

funkce

"nejhrubsi je nahrazeni pro n = 1, nebot ©1(6) je dokonce konstantni funkce a polositku nems,

definovanou, aproximace ale dobfe funguje pro vyssi n, coz je podstatné
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R, (1)

o 2 \" 2 1 —r
C(r)rnfle nag — ( > \/> = .y leThag 4.42
‘ na) Vo™ o )

snadno plyne, ze pro kazdé n se maximum nachdzi v jiném misté, v kontrastu s funkcemi
©,,(6). Aby bylo v jejich posloupnosti mozné porovnat chovéani okolo maxima, je potteba
je transformovat tak, aby se vyskytovaly v jedné oblasti. Jak na to, napovi znalost
vlastnosti atomu vodiku v Bohrové modelu a rydbergovské hmoty, které svoje velikosti

gkéluji jako agn® — v piipadé obou dvou je vyraz roven polomérim (orbit elektront)'2.
T
. ‘ -« ;o o / 1 —
Zavede-li se tedy nova proménna p = o2 pirejde vyraz r"~ e ™% na

— _P”'O"Q
2)n 1 e~ nap — agfan(n—l)pn—le—np’ (443)

(paon

jehoz maxima jsou v bodech

PR = (4.44)
a maxima maji hodnoty
agn(n —1)\" !
Ru(pn™) <0 (e >> ; (4.45)

pokud se témito maximy podéli funkce v proménné p, vyjde

mp) = (25) e (4.46)
n—1

a vSechny se zobrazi do stejné oblasti a se stejnym rozsahem, coz usnadinuje porovnani —

situaci znazoriiuje 4.3. Z analyzy byla vypusténa normalizac¢ni konstanta, kterd na odhad-

nuti lokalizovanosti funkce nema vliv.

Taylortv rozvoj do druhého fadu'® bude

T (p)=1— 1 "’ n—1\" (4.47)
27(718111)’”71'0117167”%)7%_1 p)=1— 2 n—1 p— n ) .
ktery je do druhého Fadu shodny s rozvojem funkce
(o-5)’
o G R
GPp)=e ~w (4.48)

129Inov4 funkce podle Schrédingerovy rovnice v téchto bodech nem4 maxima, ale soustiedf se v jejich
blizkostech

n—1
Bfaktor (nefl) byl ponechan, aby mély vSechny funkce maximum rovné jedné a tedy i univerzalni

zacatek Taylorova rozvoje, ktery se pak sndze bude pfipodobiovat ke Gaussové kiivce
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RN

n—1
Obr. 4.3: Funkce (nef1> p"le™". Zobrazeny jsou (zleva doprava podle polohy

maxima) pron = 2, n = 5, n = 20 a n = 80. Podle n konverguje maximum funkce

2
p

k bodu p =1 a ¢leny také vice ptipominaji Gaussovu funkci. Podle prusecikii s Sedivou

piimkou se odecitaji polositky.

odkud snadno plyne

—1 V=1
AP = FWHM () = V8In2- /o= = VBInz. Y=, (4.49)
n mn n

tedy ve stejném duchu jako v piipadé ©,(f) lze odhadnout oblast lokalizace pomoci

polositky gaussovské funkce jako

n n

1 V=1 n-1 Vi1
pe <" —Vom2- Y P e Y ) (4.50)
mn mn

Absolutni lokalizovanost se tedy zhoruje, ale v poméru k agn? je pro rostouci n stale

lepsi, coz staci. Néavrat k pivodni proménné r = agn’p je snadny a vychazi Ag) =

V8In2 - nyvn — lag a

re (n(n — Dag — vV2In2-nv/n — lag,n(n — ag + vV2In2 - ny/n — 1a0> ,  (4.51)

coz lze pro vysoka n odhadnout jako
r € <n2a0 —vV2In2- n%ao,nzao +v2In2- n%ao) =

(r) (r)
= <7”n - An yI'n + An > ) (452)

2 2

takze se koneéné muze zavést funkce
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(r) (r)
- 1,r€(rn——A§ 7T‘n+A5 )

R,(r) = 3 , (4.53)
0 jinak
. (r)
opét zatim bez vySetfeni normalizovanosti. Necht je jesté oznaceno Ag = +V2In2-

nyvn — lag.

Konecné se funkce ®,(¢) nahradi konstantou v celém defini¢nim oboru, tedy

®,(p) =1,0€(0,27). (4.54)

4.5 Normalizace funkci ;Zn a test aproximace

~ v

nou funkei a ne jedna po druhé. Vysledna vinové funkce 1, je déna jako soucin (4.41),
(4.53), (4.54), tedy

(r) (r) (6) (6)

- C,(r,0 €<r — L2y +A">X<E—A",E+A¢>

U (r,0) = (r;0) n 2 In 2 2 2 072 2
0 jinak

kde C' je normalizacni konstanta, kterou lze snadno najit z podminky

A NO)

nt+ =% 5+=5 2m

r) / RC / |C|*r? sin Odpdfdr =
n s n 0

2 2

= 5% (r,0) by, (1,0 _ [
1= [ o= [

2

(6)

rn+20 T4 ln 2
2 2 .
= |C| / (n Todr / o) sin6do / 1dp =
rp—2n m_An’ 0
2 2 2
N (r) ®)
317t =% N
r T A8n"
=|CP |+ T lmcost]? T F 2w =
3 r _An E,AL
n 2 2 2

(r) M\ 3 ()
:2?”-\0]2- 2-37‘2An +2-<An> -2-sinzsinAn =

L) 2 2 2
2
(at) AO
=dr-|CP? AV 14 19,2 - sin 2" &
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[a~d

/8In2 NN
A — z in =t~ 2
n " < 5 = sin 5 5

(r)?
(&)

" " 12r2
21In2
odkud
1
|C|2: 3 2In2 =
21 - agn3(n —1)2-8In2- (1 + 3(nril))
1
~ 4.57
167 1In2 - ad - nd (4.57)
tj.
1
C= E— (4.58)
V16mIn2-ag - n2
Koneéné tedy je normalizovana funkce dana jako
&n,n—l,—(n—l) (Ta 0, (P) = &n (Ta 0) =
%57 (r,0) € My
= \/167rm-a02 n2 s (459)

0 jinak
kde

M, o= <a0n2 —v2In2- n%ao, a0n2 +v2In2- n%a0> X

T 2In2 = 2In2
— — 3 —, = 4.60
X<2 V n ’2+V n > ( )

Sada funkci aproximuje puvodni pfesné vinové funkce stdle presnéji s rostoucim n

a o vysoka n jde u clusteru rydbergovské hmoty predevsim. Uz zminénym testem, jak

posoudit vhodnost ndhrady vlnové funkee jinou, v tomto pifpadé ¥, je vyraz

(nl Hln) (4.61)
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ktery pro presné feSeni atomu vodiku vychazi W,, = —12—30 a pro jakékoliv jiné W,, > W,,.
Hamiltonian atomu vodiku ma ale kromé potencidlové ¢asti i ¢ast kinetickou iimérnou
druhé derivaci'® vlnové funkce, kterd je v piipadé po Gastech konstantni funkce 1,

nulova. Nastésti viridlovy teorém pro potencidl typu % pravi, ze

_ s _ s s _ - W -
(Gl Weltha) = —3 Wl Wolih) = (Bal W1} = (Gl 2100}, (462)

a lze tedy vypocitat

- ~ ~ Wy -~ ~ he, ~ 1 ~ 1 -
(Bl ) = (Gl 52 |n) = (il =G 1) = —5mePa- Ao (Gl -} =

2
1 400 w27 |1/~} ’2
=—-mcla-Ac - / / / 212 sin Odpdfdr =
2 o Jo Jo 7
(r) ()
1, , [Tt I8 2
= ——mc*a-Ac - |C|* (ry rdr- ) sin@do - ldp =
2 ro_Bn m_An’ 0
n 2 2 2
5:) (6)
L, o [P 520
= —gme a-Ao-|C) 5 = -[008.9]7r Lo 2T =
=% PR

1 A
= —§m02a “Ac-|CP2m-2r, Aﬁ;’) -2-sin —

81n2_

1
= —§m02a -Ac - |CPm - 2a9n* - V8In 2 - ntag-

1
= ——mcla-A¢-|C]*2r-8In2 a3 -n’ =

2
:—lmc2a-Ac- 1 27 -8In2-a2-nd =
2 1671In2 - af - nd 0
1 1 1 1
= —§m02a . AC . m = —imc2a2 . ﬁ’ (463)

coz se presnému rydbergovskému spektru rovnd dokonce identicky. To neni v rozporu
s variacnim principem, protoze bylo pouzito nékolikrat odhadu n — 1 = n pro vysoka n
a také viridlové véty. Rovnost ale nastava, 1ze tedy v daném ramci povazovat ndhradni

vlnovou funkci 1, za uspokojivou.

M presnéji Laplaceové operdtoru

129



Stejné presny vysledek by vysel i tehdy, pokud by byl potencidl W,(r) = —“Thc lineari-
zovan, tj. hyperbola v intervalu (aon2 —v2In 2n%a0, agn® +v21n Qn%ao) nahrazena
pifmkou, danou Taylorovym rozvojem hyperboly okolo bodu agn?
r — 2agn?

Tl,%,aorﬂ - (agn?)?

(4.64)

Vzhledem k tomu, Ze oblast, kde je v, nenulové, je s rostoucim n od zdroje coulom-
bického potencidlu stale dal, nabizi se zkusit potencial nahradit prostou konstantou

rovnou hodnoté potencidlu ve stfedu této oblasti, tj.

ahe a?mc?

Wy(r) == Twn? = (4.65)

Vysledek —i—? je opét zarucen.

4.6 LCAO pro cluster se sedmi atomy vodiku; Roothaanova

rovnice

Necht je nyni ddn atomdarné-vodikovy cluster rydbergovské hmoty o velikosti V = 1,
tj. sedm atomu vodiku v hexagonalnim uspofadani jednoho uprostied a Sesti okolo
tak, Ze jejich vzajemna vzdalenost je jen malo odlisna od 2agn?, coz odpovida tésnému
usporadani pii rovinnych kruhovych orbitach elektront o polomérech ptiblizné pravée
aon?®. Vsechny elektronické stavy véech atomi jsou stejné (n). Prostiedni atom je
v takto tésném kontaktu s ostatnimi Sesti, kazdy z Sesti obvodovych pak se tfemi —
prostiednim a dvéma ”obvodovymi” sousedy. Kazdy ze sedmi atomu zvlast necht m4
vlnovou funkei 1, nalezenou v predchozi sekei, a tedy i energii —IZ—?. Kazd4 z vlnovych
funkci je ale vyéislovana okolo ruzného pocatku soufadnic daném polohou vodikového
jadra — necht je tato poloha oznacena jako R},i = 0,1,...,6, kde prostfedni atom je
indexovan nulou a obvodové dalsimi ¢isly; déle diléi vinové funkce kazdého z atomu
nesou oznaceni in(n)w.

Hamiltonidn, vlnové funkce a energie pro izolované atomy bez interakce s ostatnimi
se bude znacit vlnovkou, pro systém jako celek pak bude platit symbolika bez vinovek.
Necht je zvolen néjaky (i-ty) atom. Jeho hamiltonidn zvlast (pokud by byl izolovany
od ostatnich) je

156d sebe navzéjem se lisf jen posunutim: 1/~Ji(n) = J)n (é,)
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H; = —%chA%A — mCQOZAC|F—1R?i| = —mc*AZ <1A + % |F—1R?Z|> . (4.66)
kde A znamend Laplacetuv operator. Takovy hamiltonian tedy v klidové soustavé atomu
vodiku urcuje pohyb elektronu v poli jadra o poloze R;-, ktery neni ovlivnén zadnymi
dalsimi jadry. ReSenim staciondrni Schrédingerovy rovnice E[ﬂ;i(n) = Nnd;i(n) jsou
samoziejmé rydbergovské energie —R#“’.

Pokud bude dany elektron vystaven pusobeni viech jader, pfejde vyse uvedeny hamil-

tonian na

6
1
H=—mA2 | A+ -2 § 4.67

C( Ao i F_Rk‘> o0

tento hamiltonidn je univerzalni pro vSechny elektrony — jejich vzajemna coulombické
interakce neni uvazovana a jinym zpusobem nejsou indexovany, tedy uvedeny operator
muze pusobit na vsechny (" H,, = H”).

Vysledna vinové funkce systému se pfedpoklada ve formé linedarni kombinace dil¢ich

vlnovych funkei, tedy

6

VYn = Z cithi(n)» (4.68)

i=0
kde ¢; jsou koeficienty tohoto rozvoje. Je nazornéjsi v tomto piipadé pouzivat bra-ketovy

formalismus, tedy

6
[n) = cilPign)) - (4.69)
i=0

Pokud na tuto vlnovou funkci zapusobi uvedeny celkovy hamiltonidn a pokud se fesi

rovnice H |i,) = W, |[ty), kde W), je tedy celkova energie systému, plyne

6 R 1 6
Hv, = H (Zcz|¢z(n)>> = _mCQA%'< A—i_E Z |77_R’k|) (ch |wzn )

1=0

6
1 @
:—mc2A2 A—l—f — | + : Ci |Vi(n)
¢ ( Ac |[F-Ril)  Ac 2 \r—Rk\ Z i

k=0,#1 =1
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6 6
- 1 -
= | H, — mc®A2 A — i |[Vin =

=0, =1
6 « 6 1
G - mc2A2 -— = |@Ez’(n)> =
; Ao kzo,:ﬁ |7 — R
6 « 6 1
2 2 7
g Ac k;;éz |7~ By
6 _ 6 ~
=W, <Z ci |¢¢(n))> = ciWa [thitny) » (4.70)
=0 =0

kde posledni fadek predstavuje pravou stranu Schrédingerovy rovnice, nikoliv pokra¢ovani

uprav z radku piedchozich. Tato rovnice lze anulovat na

6 6
- 1 -
0= Ci w, — W, —ch-AQ-i- —— | |Yin 4.71
; ( ) " Ac k:%#w—zm i) (4.71)

a skalarné ji zleva vyndsobit bra-vektorem (&j(n)\ pro kazdé j =0,1,...,6 — potom

6 6
0= Z & <1/~J](n)| (Wn - Wn) AC AC Z ! |7;Z~)z(n)> . (4'72)

i=0 k=0,k#i ‘7" Ry

Oznaci-li se cely maticovy element jako Mj;, potom lze definovat matici M (v tomto
piipadé o rozmeéru sedm krat sedm), jejiz prvky jsou pravé Mj;. Prostym dosazenim

(substituci) pak vyplyva

ZMjiCi == O, (473)

coz je sedm rovnic pro ruznd j, které lze ziejmé dsporné napsat v maticovém tvaru,

L T
zavede-li se ¢ = (cp,c1, ..., C6) " :

Me=0 (4.74)

Jednd se tedy o soustavu linearnich rovnic pro koeficienty ¢; s nulovou pravou stranou,
a tedy ma feseni praveé tehdy, kdyz je determinant matice M nulovy, coz tlohu transfor-
muje na hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektort. Pozor — vysledné energie soustavy

W, nejsou vlastnimi ¢isly matice M — ty je z nich teprve potieba vyjadrit.
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Rekapitulace: fesi se Schrodingerova rovnice H |¢y,) = W), |1,) za podminek [iy,) =

6 7 oL 5T . 6 7
> im0 Ci|Yin)) @ Hi [Yiny) = W [tbn), kde symbolicky H = ijo H;—6 (—chAZC . %A),
tedy kazdy H; je piitomen v celkovém H, ten vSak neni jejich souctem. Bez jakychkoli
jinych priblizeni se tloha d& prevést na soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty c¢;, kde

prvky matice soustavy jsou dany jako

6
M;; = <q/~}j(n)‘ (Wn - Wn) —mc* - A% L Z % Wi(n)) ) (4.75)
Ac keorzi |7 — Bkl
kde W, je energie celého systému, ktera je cilem feSeni a ktera zavisi na ostatnich
vyrazech v Mj; a také na vlastnich ¢islech matice. Vyslednd rovnice v tomto pfistupu
je nékdy oznacovana jako Roothaanova [25].

Rozvoj determinantu matice N-tého fadu obecné vede na polynomidlni rovnici /N-
tého stupné, kterou v plné obecnosti v zavislosti na parametrech byva nesnadné — ne-li
nemozné — fesit. Je samoziejmé vhodné pred samotnym Fesenim tilohy na vlastni vektory
a vlastni ¢isla aplikovat na prvky matice M pozadavky symetrie nebo aproximaci, aby
se M co nejvice zjednodusila — nékteré jeji prvky budou nulové, fada nenulovych bude
navzajem shodnd. Z konstrukce Mj; plyne, Ze matice je symetrickd, tedy M;; = M;;,
a interakce se uvazuje jen mezi sousednimi atomy, coz lze formalné (i kdyz trochu nekon-
venéné!®) vzhledem ke konstrukei @n pro ¢leny s coulombickym potencidlem definovat
tak, Ze pro dané n je coulombick4 interakce ve vzdalenosti vétsi nez agn® ++/21n2- n%ao
povazovéana za nulovou.

Konkrétné pro prvek My je:

6
Mo, = <1/~10(n)| (Wn - Wn) —me* - A = Z % Ml(")) -

6
. _ _ _ 1 _
= (Wn - Wn) <¢O(n)|¢1(n)> + <¢O(n)| —me? - A%‘ ’ Ai ’ Z = B |¢1(")> =

Ac

_ L 6 s 1 s
= (Wn - Wn) (o) [U1(m)) —me® - AG - = > (o () [¥1(n)) (4.76)

16 hostup miZe pripominat pseudopotencisly
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Skalarni soucin <Q;O(n)|1;1(n)> = Jps &;qﬂndv, tzv. prekryvovy integral, je obecné kom-
plikované vypocitat, protoze i kdyz se jedna o funkce stejného prubéhu, jsou vuci sobé
navzajem prostorové posunuté. Protoze jsou ale 1, zkonstruovény jako po Edstech kon-
stantni, a to bud nulové, nebo nenulové, je tento skaldrni souéin roven objemu priniku
oblast{ s nenulovou hodnotou - nechf je oznacen Sp1, obecné tedy S;;. S piihlédnutim

k imluvé o dosahu coulombické interakce se podobné da vypocitat i maticovy element

<7/~Jz‘(n)| (ﬁ) |7Z)j(n)> = I;; (tzv. coulombicky integrél). Tedy

6
~ (07
MO]_ = (Wn — Wn> SO]_ — m62 . A%‘ e Z I(]k:17 (477)
Ac k=0, k#1

kde podle podminky dosahu coulombické interakce je Sp1 nenulové a z maticovych ele-

mentt I;; se ponechaji jen ty, které odpovidaji sousednim atomim — vyjde

~ Q
M01 = <Wn — Wn> S()l — mc2 . A%« . E . (1001 =+ 1011 + 1061) . (4.78)
V integralech Ipg; se pocita objem piekryvu tii prostorovych ttvaru, ale lze ukézat, ze
pro dva z nich k pfekryvu nedochézi vibec, lze tedy uzaviit
- 9 9 W
M()1 = (Wn — Wn) S()l — mc" - AC : E[ggl. (479)

Podobné lze vypocitat zbylych 48 prvku (respektive zbylych 20 nezavislych vzhledem
k symetrii matice). Ukazuje se, ze — kromé nulovych — existuji je tfi formy opakujicich

se prvki, vedle M;; jesté

Mgy = <Wn — Wn) Soo — me? - AZ - % - 61001 (4.80)
a

My = (Wn - Wn> S —me? - AZ - % - 31oo1- (4.81)
Protoze se opakuji stale stejné maticové elementy a protoze z definice S; = 1, lze

zavést (pro prvky nenulové v pouzitém piistupu) znaceni bez indext jako S = S j;
a I a dosadit ze libovolné povolené kombinace, tedy napt. pravé jako S = Sp; a I =
Ipo1. Pokud by byl dosah coulombické interakce (nebo jind zjednodusujici podminka)
definovan jinak, zménily by prvky nejen obecné svoji formu, ale zaroven by byly odlisné
prvky Mo; a Mis. Pro jesté uspornéjsi znaceni necht w = w, = Wn - W, aY =
—mc? - A% . %I. Shrnuti:
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A= My =w+6Y (482&)
C=Myp=wS+Y (482C)
V tomto Usporném zapisu je maticova rovnice soustay tvaru
Co
C1
C2

s | =0 (4.83)

Cq

QaQaQaa
o oo QWA
oo Qwaad
o QW aQoq
o Q Qo oQ
W Qoo o Q
Qo oo QQ

C5

c C 0 0 C

Ce

Sice velmi pracné, ale technicky bez potizi by Sel nalézt determinant matice M — Al
(I znaéi jednotkovou matici), coz rovnici prevede na polynomidlni sedmého stupné
v proménné A, kterou lze obecné v zavislosti na parametrech A, B a C vyfesit jen
pii velké shodé nahod. Nastésti symetrie tilohy umoznuje najit vlastni vektory jinak, a
to dokonce bez vypoctu vlastnich ¢isel. Stoji za povSimnuti, Ze matice obsahuje blok
o velikost Sest krat Sest, ktery je po tadcich stejny az na posun prvku. Pokud se
tento blok maticové vyndsobi vektorem (ci,co,c3,c4,c5,¢6)T = (1,1,1,1,1,1)T, vyjde
na kazdém fadku stejna rovnice B + 2C = 0. A pokud se vektor rozsifi o nultou pozici
na (cg,1,1,1,1,1,1)T a aplikuje na celou soustavu, soustava sedmi rovnic se zredukuje

na dvé a vyjde

Acy+6C =0 (4.84a)
Ccp+ B+2C =0, (6x) (4.84Db)
odkud okamzité plyne, ze cg = —% =_B EQC; pro urceni energie je samotnd hodnota

co'” nepodstatna, dilezitéjsl je vatah mezi koeficienty A, B a C, ktery ze soustavy plyne:

_6C  B+20
A~ C

Dosazenim za koeficienty podle definice vyplyva

= 602 = AB + 2AC (4.85)

6 (wS +Y)? = (w+6Y) (w+3Y) + 2 (w+6Y) (wS +Y), (4.86)

p ) , . o . 6
"kterd by navic musela byt zohlednéna i o normalizaéni podminku Y7 |c;|*=1
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coz vede na kvadratickou rovnici pro w:

(1428 —65%) w? + 11V w + 24Y> = 0; (4.87)

diskriminant rovnice je

D =121Y? — 96(1 + 25 — 65*)Y? = (25 — 1925 + 5765%) Y (4.88)

a koteny tedy

o TV £ V251925 + 57652 Y —114 V25 — 1925 + 5765 (4.89)
= 2(1+25 — 657) - 2(1+2S - 652) '

Pro typické S < 1 lze vysledek odhadnout jako

Y 192 _
(\/575*) (1425 - 65%) ' =

2
QX. _ . _% @ 2 _ 2\ ~
23 ( 11+£5 (1 555+ 255))(1 25 4 657) =
(-3-45) ¥
~ 4.90
{<—8+1§8s>-y. )

Ted uz je velmi snadné vyjadiit W, ze substituce:

W, +3Y + 89y W, +3Y
—{ oY N{ i (4.91)

S| W +8Y + By Wy, + 8Y

Vysledek je v obou piipadech mensi nez W, protoze Y je zdporné (a S malé), tedy
se jedna o vazebny stav. Interpretace dvojiho vysledku pfijde zdhy. Hodnota cg je

pro urceni energie irelevantni, ale budiz uvedeno, zZe je pfi zavedeni xy = A_TB rovna

X — 1 F v/ x? —2x — 7 (bez uvéazeni normalizace).
Je vhodné ukézat jesté jeden piipad, jednodussi — tak jako se zkusmo spravné trefil
vektor ¢ = (¢p,1,1,1,1,1, 1)T, nabizi se zkusit také vektor ¢ = (cp,1,—1,1,—1,1, —1)T.

Soustava rovnic se pak redukuje na
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AC()ZO
Ceco+B—-20=0
Ccy+2C —-—B=0,

odkud snadno plyne ¢p = 0 a B = 2C'". Navratem k substituci vychazi

Y Y
(w+3Y):2(wS+Y):>w:2S_1 =193 == -Y (1+29)

odkud

=Wy —w=W, — (=Y (14+28) =W, +Y (14+25) =W, +Y

(4.92a)
(4.92D)
(4.92¢)

(4.93)

(4.94)

Porovnani téchto namétkou vybranych vysledki musi samoziejmé zohlednit, ze W, i Y’

jsou zaporné:

Wn+Y >W,+3Y >W, +8Y

(4.95)

Pokusit se najit vsechny (linedrné nezavislé) vlastni vektory je mozné podle symetrie

systému. Blok matice Sest krat diskutovany uz vyse vlastné predstavuje vlivy okrajovych

atomu clusteru. Lze predpoklddat, ze zadny z nich neni vyznaény, a tedy by se jejich

pusobeni méla vzijemné vyvazovat. Protoze je symetrie SestiGetnd, nabizi se zkusit

stiidani koeficienti ¢; po dvou, po tfech a po Sesti. Kombinace, které vyhovuji, jsou:

Cl —CQ =C3 =C4 = Cy5 = Cg
€1 =g = c3, ¢4 =5 = cg (+ rotace)
€l =C3=Cp, C2=1C4=Cg
1 = cg =cy, c3 = c5 = cg (+ rotace)
c1 = co = c5, 3 =c4 = cg (+ rotace)
+ rotace

€1 = C2, C3 = (4, Ce

C1 = C4, C2 = C5, ce (+ rotace

Cl = C4, C2 = C3, C6

5 = ¢ ( )
c3 = cg ( )
€1 = c3, ¢ = cy4, c5 = cg (+ rotace)
cs =c6 (+ )
c1=c4, C2 =06, c3 =05 (+ )
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Uz podle intuice nepovedou k feseni moznosti (3.96d) a (3.96e), (3.96h), protoze vlivy
(véhy) jednotlivych atomu jsou velmi nerovnomeérné, coz vypocet potvrzuje. Vypoctem
jsou dale vylouceny moznosti (3.96b), (3.96f) a (3.96j).

e Moznost (3.96a) doplnénd o ¢y # 0 vede na uz vypoéitanou podminku

W, +3Y
Wn=9 - - ;
W, +8Y

Protoze existuji dvé ruzna cg vyhovujici této moznosti, existuji také dva linedarné

(4.97)

nezavislé dva vlastni vektory.

e 7 moznosti (3.96¢) vyplyvé rovnéz uz vypocitané

W, =W, +Y; (4.98)
vlastni vektor je pro tuto moznost jen jeden.

e Moznost (3.96g) vede na dva linedrné nezavislé vlastni vektory, ze kterych vyplyva

podminka B = C'® — ta vede na energii

- 2 - -
Wa=Wa b 1=V =W, +2(1+ S)Y =W, +2Y, (4.99)

ktera je tedy dvojndsobnd (dvakrat degenerovand).

e Moznost (3.961) vede rovnéz na dvakrat degenerovanou energii

- 4 - -
W = Wt 1V = W 4(1 = S)Y =W, +4Y (4.100)

vyplyvajici z relace B = —C.

Dva vybrané pripady ilustruje 4.4.

Protoze tloha musi mit pravé sedm linedrné nezavislych vektoru a k nim musi
prisluset sedm vlastnich ¢isel (nékterd mohou byt pochopitelné stejnd), lze vyslovit,
ze metoda LCAQO pro cluster rydbergovské hmoty o velikosti V' = 1 vede na usporadané

molekuldrni spektrum

Wn+Y > W, +2Y (2x) > W, +3Y > W, +4Y (2x) > W,, +8Y; (4.101)

18, obou stejné — jedn4 se o vektory piislusné vicendsobnému vlastnimu &islu matice M
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Obr. 4.4: Symbolické znazornéni hleddni vlastnich vektort podle symetrie. V levé ¢asti
je pripad ¢1 = ¢4, ¢a = ¢5, c3 = cg, tj. (7), ktery vlastnim vektorem je, zatimco vpravo

je c1 = ¢4, ca = cg, 3 = ¢35, tj. (10), ktery naopak vlastnim vektorem neni.

pro pfipomenuti je uspofadani disledkem toho, Ze je Y zdporné'. Na téchto hladinéch
se s prihlédnutim k degeneracim rozmisti sedm elektronu systému, a to se zohlednénim
jednak Pauliho vylucovaciho principu a jednak s uvézenim, ze se pro dany (a vSem
spoleény) atomérni stav n uvazuje jen jeden kolektivni molekularni stav, a to ten o nej-
nizé mozné energii?®. Shrnut{ vlastnich vektorti matice soustavy a jim odpovidajicich

relaci mezi maticovymi elementy a energii:

)
i
[\

(0,—1,41,0,—1,+1,0) B=C Wy + 125 2 W, +2Y
(0,—1,0,+1,—1,0,+1)" B=C Wy + 125V 2 W, +2Y
(0,—1,—1,0, +1,+1,0)T B=-C Wy + 12V 2 W, +4Y
(0, +10 ,—1,0,+1)" B=-C Wy + 125V 2 W, +4Y
(0,41,0,—1,—1,0,41)" B=2C Wy + 155 Y 2 W, +V
(co,+1,+1, +1, +1,+1,+1)7" | 6C? —24C — AB =0 | Wy, + 155V 2 W, +3Y
(co, +1,+1,+1,+1,+1,+1)" | 6C? —24C — AB =0 | Wy, + 155V = W,, +8Y

Vyslednd energie n-tého molekulového orbitalu podle LCAO metody tedy konecné je

W, —2. (Wn+8Y)+4. (Wn+4y)+1' (Wn+3Y) = TW,, + 35Y =

= TW, +35Y =7 (Wn + 5Y) . (4.102)

19Y¥,, je zaporné také, ale to se v usporadani neprojevi
2 . .. . . . - ~ - o
Yexcitaci je uvazovéna jen spoleénou zménou n viech atomi
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4.7 Geometricky odhad prekryvovych a coulombickych in-

tegrali pomoci 1,

Pro dokoné¢eni analyzy této kapitoly zbyva vypocitat maticové elementy S (= Sp1) a
Y (= Yoo1) — druhy jmenovany explicitné figuruje ve vyrazu pro celkovou energii n-tého
stavu clusteru a vypocet prvniho poslouzi k ovéreni, ze jeho zanedbani vuci jedniCce
pro vysoka n bylo opravnéné.

Vzhledem ke konstrukei 1, bude tato tloha do znaéné miry dlohou geometrickou
a pozornost bude vénovana predev§im stavum pro vysokd n, které jsou u rydbergovské
hmoty ty podstatné a u nichz se o¢ekava, ze odchylky zplusobené ruznymi aproximacemi,
které byly pii odvozovani ucinény, budou malé — integraly S i Y budou vyjddfeny
v nejvyssi mocniné n. Necht jsou tedy ddny dva atomy s vinovymi funkcemi podle
1;,1 umisténé se svymi (rovnobéznymi) ekvatoridlnimi rovinami v roviné z-y. Pokud by
vzajemnd vzddalenost jejich stredu byla vic nez 2 (7, + #), je ziejmé, ze by prunik
oblasti, kde jsou vlnové funkce obou atomiu nenulové, byla prazdnd mnozina, tedy i oba

(r)
maticové elementy by byly nulové. Naopak pro vzdalenosti mensi nez 2 <rn — Ag ) sice

prunik existuje, ale uz neni souvislou mnozinou, navic se pak polohy atomu vzdaluji
predstavé tésného usporddani. Lze tedy ocekavat, ze vzdjemna vzdalenost jader bude
v tomto modelu nékde v intervalu <2rn — Ag), 2r, + Aﬁ?). V idedlnim piipadé by se
vyjadfily maticové elementy jako funkce této vzdélenosti a podle ni by se celkové ener-
gie minimalizovala. Tento krok ale vzhledem k mnozstvi vSech pftiblizeni, kterda uz byla
provedena (a ktera jesté prijdou), neni pfilis smysluplny a rovnou bude pocitano s pevné
danou vzadjemnou vzdalenosti rovnou 27, jako Ansatzem?!.

Necht je zavedena pravotociva kartézska soustava souradnic tak, ze v jadru jed-
noho z atomu je pocatek soufadnic, osa x mifi smérem k druhému jadru a osa z je
kolmé na spoleénou ekvatoridlni rovinu. Jadra atomi tedy maji soufadnice (0,0,0)T
a (2r,,0,0)T.

Pfi vzajemné vzdalenosti 2r,, jsou prunikem oblasti podle (4.55) dva kulové vrchliky
bez hornich a dolnich ¢dsti (ve sméru osy z) ofizlych podle hranice kuzelové plochy,
kterd je ptirozené ddna omezenim azimutalniho dhlu na <g — %, 5 Aéf)

Gtvarem jsou na Obr. 4.5 a Obr. 4.6. Vysledny utvar je slozité pojmenovat a by bylo

) ; Tezy timto

zbytetné vypocitavat jeho objem presné; je ziejmé, ze se skldda ze dvou identickych
polovin, symetrickych vuéi roviné x = r,. Neni slozité si povSimnout, ze kazd4 z polovin

je kvalitativné (co do tvaru) nezavisla na n a ze s rostoucim n spociva kvalitativni zména

2'tato vzdélenost sice neodpovidd experimentdlnimu 2.9r,, ale vejde se do intervalu teoreticky

ptipustnych pro rydbergovskou hmotu a drzi se rdmce zde konstruovaného jednoduchého modelu
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jejiho tvaru v narovnavani konvexnich ¢asti po jeho obvodu. To umoziuje jejich objem
pomérné hezky odhadnout pomoci ttvaru s podstavou tvaru kruhové tsece — znazornéni
je na Obr. 4.7.

AY

Obr. 4.5: Rez prinikem orbitaltt ¢, dvou atomi rovinou z = 0. Jédra se nachdzi
v bodech (0,0)" a (2r,,0)". Oblast primiku je vybarvena Sedou barvou a ma podél
osy x maximalni §itku Ag). V této roviné je oblast vymezena pouze povrchy kouli

(r)
o polomérech r,, + Ag se stfedy v obou jadrech.

Rovnice kulovych ploch ohrani¢ujicich vrchliky jsou

AN 2
2?2k = |+ ; , (4.103a)
AN 2
(x—2r) 2 + 92+ 22 = r, + ; (4.103b)
a zminéné kuzelové plochy jsou déany rovnicemi
INOAE
2% = | tan T” (z® +v%), (4.104a)

INOAE
2?2 = | tan ; <(a: —2r,)% + y2) , (4.104Db)
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Az

Obr. 4.6: Rez prunikem orbitali Jn dvou atomu, tentokrat rovinou y = 0. Kromé

. , . (r) . ., . .
povrchu kouli o polomérech r,, + Ag se stiedy v jadrech atomu ((0,0)" a (2r,,0)T) je
oblast vymezena také hranici kuzelové plochy (pfimkami prochézejicimi jadry atomi).

Oblast pruniku je opét vybarvena sedé.

A9 o AD AP

kde samoziejmé lze v souladu s (4.56) odhadnout tan =5— = sin =5— = =z-. Oba
vrchliky vytinaji na roviné x = r,, kruznici
INOAS
v+t =t =] - (4.105)

zatimco kuzelové plochy hyperbolu

ONE o)\ ?
22— (A; ) y? = <A; ) e (4.106)

z-ové soutadnice spole¢nych bodu kruznice (4.105) a hyperboly (4.106) jsou

(6) (r)
z=4+ (A; ) (rn + AQ" ) : (4.107)

coz jsou rohy velkého obdélnika z Obr. 4.7. Spoleéné body ploch vrchliki a kuzelt

v roviné y = 0 (¢tyfi z Sesti vrcholu Sedivé oblasti v Obr. 4.6) maji pak z-ové soufadnice
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Obr. 4.7: Vypocet piekryvového integrdlu S = <1/~10(n)\1;1(n)>, tj. objemu pruniku
oblasti, kde jsou vlnové funkce nenulové. Znéazornéna je jeji polovina blize jadru
v bodé (2rn,0,O)T. Teleso je vyobrazeno pro vysoké n, u kterych jsou objemy kon-
vexnich ¢asti po obvodu zanedbatelné a obrazek ani vypocet je nezahrnuje. Objem
télesa je odhadnut zespoda nepriihlednym ¢ernym télesem a shora celym velkym. Velky
obdélnik v levé ¢asti obrazku lezi v roviné x = 2r,; jeho vrcholy maji z-ové souradnice
priblizné :I:Ag) (1 + %fl), zatimco vrcholy ¢erného obdélniku jsou na soufadnicich

) — tloustka tdtvaru se tedy da odhadnout jako Ag). Podstavou

~ Ay A
z = 52 (1- 5%
télesa neni pulkruh, ale kruhova tse¢ — jedna se o stejnou kruhovou tse¢ jako polovina

. . p (r) y .. P i
Sedé oblasti na Obr. 4.5, vyska tsece je tedy Ag a polomér kruznice, z niz vyse¢ vznika,

%
o

je samoziejmé r, +

(0) (r)
2= (A; ) (rn — AQ") , (4.108)

a ty jsou pak vrcholy ¢erného obdélnika v Obr. 4.7. Pokud se vSechny rozméry budou
aproximovat podle ¢lenu s nejvyssi mocninou n, lze sitku dtvaru z Obr. 4.7 odhadnout

jednoduse jako

AO)
H=2 ; = A (4.109)

Plocha vysky h kruhové tsece kruhu o poloméru r je dana jako
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—h
o = r? arccos (T . ) — (r—=h)V2hr —h? =

2
= r? | arccos (1 — h) — (1 — h) 2ﬁ — (h> =r?f (h) ; (4.110)
T T r T r

L , , I
pro kruhovou use¢ z Obr. 4.7, tedy podstavu utvaru, je % = %;}n = %,

cozZ je
mald veli¢ina pro vysokd n. Pro malé % lze funkce f (%) z (4.110) odhadnout pomoci

3
Puiseuxovy fady jako f (%) i % 2 (%) 2 a plocha tusece pak bude

3
Ugrzg\@ <h>2 - g\fg.h%,«%, (4.111)
T

A'Ezr> AE«:‘)

tedy konkrétné s h = =2— ar =r, +

. (Anﬂ)g (rn)? (4.112)

3
"\ 3
Vy=oH = %ﬂ (A;L ) (rn)? A7, =
NINCRYING
=3 (An rn> AD (4.113)

tedy objem celého télesa

4 3 [21n2
= 3 <2v21n2a0n%a0n2> *.2 ne_
n
= 16?:@-(21112)3 ad-nt. (4.114)
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Piekryvovy maticovy element S je pak roven tomuto objemu nasobenému kvadriatem

normaliza¢ni konstanty podle (4.57). Tedy:

2 %A,(f) (Tn)% (AW) 2 Al
I=lev = 22 ADAD T 3w\ T

22
- 3‘[ (2In2)7 -n~4 (4.115)
T

Integral tedy s kvantovym cislem n klesa, coz alespon ¢asteéné ospravedlnuje jeho
zanedbani vuci jednic¢ce pi vypoctu spektra clusteru (4.102).
Stejny objem jako (4.114) a zéroven stejnou §iitku H = A%e)rn a délku 2h = A" m4

kvadr, jehoz tfeti strana ma velikost

l

T H-2h 3
Tento kvédr, vycentrovany vuéi sttedu oblasti pruniku orbitalu, je tedy (v poradi os z,

4 1 (Ag)rn>§ = 4\3& -( 1112)i -ap - ni. (4.116)

y a z) kartézsky souéin

b= (AL ) (s - a0’

< (= 5mAD, +5raA0). (1117)

Kvadr predstavuje linedrni piiblizenf oblasti, pfes kterou se mé integrovat??. Podobné
linearizovany je i potencial podle (4.64), lze tedy vzhledem k H, h < r, zapsat dokonce
jesté vyhodnéji pro M psat

Q
—~
S =
Q
—

r) 9(;)

1
(r) ‘F:(rn,o,o)T+ o ’F:(rn,o,o)T(x_rn)"' dy |”=(rn,0,0)T'y+ D2 ’F:(rn,o,o)T'Z:

12

(1 T Y z _
= ) =00 78l 007 (@ = 0) = gl 007V T 5 limra00F =

1 1( ) 2r, — x
= — — — |\ — T =
rn T2 "

4.118
e (4118)

22y puvodnim dtvarem mé stejny objem a dva z rozmért
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Odhad coulombického integralu podle ¢lenu s nejvyssi mocninou n tedy koneéné je

5 1 5
Y =-mc® Ac-a- T = —me® - Ac - o (o)l () [1(n)) =

|7 — Rl
) - 1 - - 9 ~ 2rp, —x | ~
= —mc” - Ac - - (Yo - (V1)) = —me” - Ao - o+ (Yo 2 [Y1n)) =
2 1 y Y
=-—mc”-Ac-a- o (Yomy|2rn — z[Y1(n)) =
2 L b
=-—mc”-Ac-a- 2 <¢o(n)|27“n - $|¢1(n)> =

1
:—mCQ-AC‘a‘2-|C]2-/ (2r, —x)dV =
Tn M

A(r)

1 4 3 KR
= —m® Ap-a-— O = (AD)y )2 (©) — —
=—mc’ Ao -« = |C| 3 <An rn> A, /Ag) (2r, —x)dz =

n

(r)
4 NS
:—mc2-AC-a-§]C|2A£f) . /_M(an—x)dx—

2

NG
4 Al (2r, —z)?| °
= —me? - Ar-a-—|C2AO n_ | _\Tn _
mc* - Ao -« 3\C| " - 5 o)
T
: 81 A® (r)E (AM)?
=-—mc* Ao -a-=|C|"A), (Tn)2<A > =
3
©) , 1 (A0)\3
2 g An” (rn)? (A >
=-mc”-Ac-a- - =
3 QWT%A%T)AZ
4 (A
= —me2-A -
me A a3 3
=-—mc® Ac-a %-(21112)%-—71_%—
3 c
:—Tnc2 2@(21H2)i n_% =
3T
= R - 8?:/§ (2In2)3 -1 (4.119)
T



4.8 Spektrum energii clusteru

Konecéné Ize napsat hlavni vysledek této kapitoly

40 -2

- - 1 1
Wn:7Wn+35Y:7(Wn+5Y) — “7Rw <2+ - (2In2)7 - 9> -
n 3 n4
1 40 - /2 11 1 K
— TRy (1 22— | = 7TRe- = (1+ ), 4.120
n2<+ 3 (2In2) n}t> n2<+ni> ( )

kde bylo oznaceno xk = 403'—;/5 -(2In 2)i 2 6.513. Vysledkem je tedy soucet energetickych
hladin sedmi atomu neinteragujicich s ostatnimi plus zdporné korekce z metody LCAO,
v nejvyssim fadu imeérna n=1. Pron — +oo jde vyraz k ioniza¢ni hrané W,, = 0.

Velmi spekulativni, ale také velmi zajimavou, je interpretace rovinného clusteru ry-
dbergovské nikoliv jako velké molekuly, ale jako velkého atomu — uspotradani uzla, tedy
jader, by se nezménilo (jinak by mohl nastat rozpor s mérenimi rotaénich spekter), ale
kazdy z elektronu by neobihal kolem svého jadra, nybrz viechny kolem spoleé¢ného stiedu
clusteru. Jednalo by se tedy o atom, jehoz kladny ndboj neni soustiedén v jednom malém
jadru, ale v nékolika?? rozmisténych s hexagonalni symetrif v roviné.

Pokud by v tomto modelu bylo (napiiklad experimentalné zmétrené) spektrum podob-
né vysledku LCAO metody, tedy W,, = —7TR - n% (1 + n%), nabizela by se moznost
pouzit misto metody LCAO metodu tzv. Quantum Defect Theory, tj. hledat vysledek

(v prvnim pfiblizeni) ve formeé

1
n n
V tom piipadé by vztah mezi , 5 a d, byl dan jako
5y —g nti, (4.122)

jak plyne z rozvoje.

Tento piistup lze obh&jit koincidenci mezi magickymi ¢isly clusteru a protonovymi
¢isly prvka, pro néz jsou dnes clustery rydbergovské hmoty (pfedevsim) pozorovany —
pro vodik, draslik a cesium: magickda nebo polomagickd ¢isla nejmensich clustert, tedy
1, 19 a 55 jsou shodnd s protonovymi &isly vyjmenovanych prvki; navic jsou alkalické,

které maji jeden valenéni elektron, pro ktery by mélo byt stejné prirozené pohybovat se

23pocet rovnd se nékterému z magickych &isel
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okolo jediného jadra a okolo clusteru jader jakozto mysleného jadra s urc¢itym efektivnim
nabojem a dalsimi korekcemi, jednou z nichz je pravée §,.

Vysoce linearizovany postup pouzity pro vypocet coulombickych a prekryvovych in-
tegrali je hrubé piiblizeni?*, pfesto viak ukazuje, ze stav clusteru je pro vysokd n vazany,
tedy vyhodnéjsi nez samostatna existence sedmi atomu. Naopak pro nizkd n, kdy ma
nominalné dominovat S viiéi jednicce, je korekce imérna n=2, tedy stejné jako pivodni
vodikové spektrum, a navic kladna, coz odpovida odpuzovani jader — to je ale v souladu
se zjiSténim z reSerSe, ze clustery vznikaji az od urcitého kvantového stavu n pocinaje.
Jestli je v hrubém piiblizeni tento kvalitativni zavér jen ndhodny, se d& tézko soudit
— vice by prozradily pfesnéjsi podoby vinovych funkci, presnéjsi vypocty integralu vys-
tupujicich v LCAO, antisymetrizace celkové vlnové funkce atd. Je zajimavé, ze pokud
by se kvadrova oblast integrace Y nahradila napiiklad dvojici jehlantu, vy$la by stejnd
mocninna zévislost n 1.

Obr. 4.8 znazornuje v roviné clusteru vyskyt elektronu v pouzitém modelu.

Obr. 4.8: Vyskyt elektronti v roviné clusteru v pouzitém modelu. Sedivou barvou
jsou orbitaly atomi v, Gernou pak jejich pruniky, tedy mista vzajemného ovliviiovan,
pro kterda byl odhadnut ptekryvovy a coulombicky integral. Uspoiddani elektroni se

zjevné lisf od grafénu, byt ten je také rovinny a ma hexagondlni symetrii.

248 bylo pro vysokd n zanedbano viéi jednicce, piestoze pro n = 80 je S = 0.1
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Kapitola 5

Antivodik v experimentu AEGIS;
trajektorie pohybu antivodiku v

kriznych polich

Tato kapitola se vraci k autorovu podilu na experimentu AEGIS v CERNu — podédva
strucény piehled o experimentu jako takovém a pfiblizuje vyzkum, kterym autor k ex-
perimentu ptispél v bakalarském a magisterském studiu a hlavné v prvni poloviné dok-
toratu; uvadéna fakta se vztahuji k dobé, kdy se autor problematikou zabyval, a vzhle-
dem k pfipadnym tdpravam v samotném experimentu nemusi byt aktualni. V ramci
této dizertace navazuje text kapitoly predevsim na zjisténi z kapitoly 2. Antivodikem se
rozumi vazany stav jednoho pozitronu a jednoho antiprotonu. Protoze formalni prechod
od atomu vodiku k antivodiku lze provést (napiiklad) pouhou zménou znamének kvan-
tovych ¢isel, tato kapitola mezi témito Casticemi striktné nerozlisuje. Kifiznymi poli se
rozumi soucasny vyskyt elektrického a magnetického pole libovolné vzijemné orientace.
Uvazovany jsou piedevsim atomy antivodiku s vysokym kvantovym ¢islem n — tedy

rydbergovské, v duchu celé této dizertace.

5.1 Experiment AEGIS a gravitacni méreni

Experiment AEGIS byl vybudovéan v CERNu u Zenevy na Antiprotonovém deceleratoru
s umyslem provést v ivodni fazi svého provozu historicky prvni ptimé méreni gravita¢niho
zrychleni antihmoty' s piesnosti jednoho procenta. Méfeni se mélo uskuteénit na ato-

mech antivodiku jakozto (anti)édsticich, které jsou hmotné, elektricky neutrdlni a v prin-

!pfesnéji: gravitaéniho zrychlenf antihmoty v gravitaénim/tthovém poli Zemé
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cipu stabilni, které lze relativné snadno pfipravit a se kterymi lze manipulovat i pti
nizkych rychlostech?.

Teoretické predpovédi takového méreni nejsou jednoznacéné — ¢ast odborné verejnosti
se priklani k tvrzeni, ze trajektorie volného padu bude stejnd jako u bézné hmoty, jini
ocekavaji gravitaéni repulzi mezi hmotou a antihmotou® nebo projev gravivektorovych
a graviskaldrnich interakci*, které se maji u bézné hmoty vzéjemné vyrusovat; rozhod-
nout musi experiment. Uvedend gravita¢ni repulze nemusi byt v rozporu s obecnou
relativitou: V linearizované gravitaci, tedy pokud se metricky tenzor jen malo lis
od plochého prostorocasu jako g,, = 7w + huy, a pro nizké rychlosti pohybu testo-

vacich ¢astic® by se rovnice geodetiky pohybu testovaci ¢éstice zjednodusila na

A2zP 3 dzt dz¥  10hgy [ dt\>
_ § : 14 > 220 22 5.1
dr2 Pt "odr dr 2 Oz, <d7’> ’ (5-1)

kde hgp mé puvod ve zdroji gravitace a souvisi s klasickym gravitaénim potencidlem
prepoctenym na jednotku hmotnosti testovaci ¢astice qz jako hgg = —2¢. Aplikace CPT
(nebo PT) inverze na rovnici (5.1), tedy ve smyslu mozného mikroskopického vykladu

antihmoty da

dr2 — 2 oz,

Pohyb anticédstice v gravitaénim poli stejného zdroje v tomto pristupu tedy vede na opac-

A2z 10hgy [ dt\?
()" 5

né gravitaéni zrychleni, nez s jakym se pohybuje ¢astice z bézné hmotyS. Podrobnéjsi

odvozeni lze nalézt v [1]; vypocet vychézi z rozboru napt. v [26].

2to vée jsou podminky pro uskuteénéni méfeni; je vhodné zkraje pFipomenout, Ze elektrickd neu-
tralita neznamend netecnost k elektrickym nebo magnetickym polim, se kterymi muze ¢astice interagovat
prostfednictvim svych dipdlu, jak bylo demonstrovano napf. v kapitole 2

3y pifpadé antivodiku v tfhovém poli Zemé tedy ”pad vzhiru”
4majicich piivod v Kaluzové-Kleinové teorii sjednoceni gravitace a elektromagnetismu — v tom pifpadé
se predpovidé, ze by antihmota na Zemi sice padala dolu, ale s 0 néco vétsim zrychlenim nez pro béznou

hmotu
5coz oboji by byl piipad méfeni v experimentu AEGIS
Snaopak prostéd C-inverze, kterou by podle CPT-teorému méla byt hmota a antihmota jednoznacné

odlisena, ke zméné rovnice geodetiky nevede
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5.2 Elektricka a magneticka pole v experimentu AEGIS

Koncept samotného méfeni byl na poc¢atku zamyslen podle filozofie zachytit antiprotony
z Antiprotonového decelerdtoru, nechat je pii nizké teploté rekombinovat s pozitronii’
a Cerstvé vzniklé rydbergovské antivodiky elektromagneticky urychlit do oblasti mimo
dosah elektrickych a magnetickych poli, kde by dominantni silou na antivodiky pusobici
byla sila gravita¢ni, a v této oblasti zkoumat trajektorii (obecné) sikmého vrhu — schéma
s popiskem je v Obr. 5.1. To v8e prirozené v oblasti vysokého vakua. Moznost urychleni
antiatomu pomoci elektrického nebo magnetického pole je pro experiment klicova — tak
jako lze pomoci elektrickych a magnetickych poli manipulovat s nabitymi ¢asticemi, lze
s jejich pomoci pusobit i na neutralni atomy, pokud maji napt. permanentni dipélové
momenty.

V piipadé nabitych ¢éstic je toto pusobeni popsino Lorentzovou silou

F:q(ﬁ+ﬁx§> (5.3)

umeérnou naboji ¢astice a vlastnim hodnotam elektrické intenzity Ea magnetické indukce
ticky predpoklada a co je experimentalné jasné prokazano, je, ze sila na atomy pusobici
je timérné prostorovym derivacim poli E a B, neboli souhrnné jejich gradientiim®.

Pro samotné vrzeni atomtu antivodiku z oblasti jejich piipravy ndbojovou vyménou
do oblasti gravita¢niho méfeni se v experimentu zamyslelo pouzit vhodné usporadané
elektrody, které by privedenim napéti na né generovaly elektrostatické pole s gradientem
pravé ve sméru zamysleného vrhu. Nelze ovSem Fict, ze tyto elektrody urychleni vykonaji
samy, protoze v oblasti, kde se nachézeji, je trvalo pfitomno i silné magnetické pole
kvuli manipulaci s antiprotony — vzdjemné pusobeni elektrickych a magnetickych poli
na atom zaroven podle experimentu dokonce ani neni linedrni, coz znacné znesnadnuje
vibec navrh vhodnych elektrod a rozbor vyslednych sil’. Jisté (jak podle teorie, tak
podle experimentu) je jen to, ze pokud jsou v dané oblasti pole elektrické intenzity

E a magnetické indukce B libovolné orientovand, libovolné silné, ale homogenni (tedy

"tzv. reakce nébojové vymény, v AEGISu konkrétné: p~ + Ps* — H* 4+ e~, popf. se zdaraznénim
okamzitych (rydbergovskych) kvantovych stavii reaktantt a produktii p~ + Ps(nps) — H(ng) + e~

8lapidérné feceno, tak jako se od ndboje pfechdzi k dipélam jakozto dalsimu élenu multipélového
rozvoje, prechdzi se analogicky od nultych k prvnim derivacim poli E a B, na nichz bude zaviset sila

pusobici na atomy v téchto polich
9situaci by fesilo, kdyby samo magnetické pole urychlovalo antivodiky spravnym smérem (a elek-

trického pole by tedy nebylo viibec tfeba); autor tuto moznost také provéroval
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acceleration
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positron entrance and
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Obr. 5.1: Schéma nejdulezitéjsich soucdsti experimentu AEGIS. Oblast tvorby an-
tivodiku je vyznacena Cernou barvou v levé poloviné obrazku (spoleéné s ¢asti vyve-
denou v modré barvé se pak zéroven jednd o antiprotonovou (Malmberg-Penningovu)
past); antiprotony z Antiprotonového decelerdtoru prichazi do pasti, resp. oblasti tvorby
antivodiku zleva, pozitronia potom zespodu od oranzového obdélnicku; maly fialovy
elipsoid v Cerné oblasti tvorby antivodiku zpodobiiuje oblak pravé vytvorenych atomu
antivodiku, vétsi v oblasti zluté pak tentyz oblak jiz uvedeny do pohybu (starkovskymi)
urychlovacimi elektrodami smérem doprava k oblasti gravitaéniho méfeni; obé polohy
oblaku v obrazku pfiblizné inciduji i s umisténim urychlovacich elektrod zodpovédnych
za transfer antiatomu do oblasti gravita¢niho méfeni; celd levd polovina obrazku
se nachazi uvniti silného magnetického pole nutného pro zachyt antiprotoni z An-
tiprotonového deceleratoru; naopak prava polovina je vlivu tohoto magnetického
a urychlovaciho elektrického pole odstinéna — jedna se o oblast gravita¢niho méfeni; ¢erny
obdélnik zcela vpravo predstavuje detektor vertikalni souradnice dopadajicich atomu an-
tivodiku; a koneéné svétlejsi obdélniky mezi detektorem a levou polovinou obrazku jsou
miizky zodpovidajici za generovani interferencniho, resp. stinového obrazce na detek-
toru. Pfiblizné v mistech styku levé a pravé poloviny obriazku maji elektrické i mag-
netické pole silné gradienty — vlevo jsou obé pole silna, vpravo zanedbatelnd. Pievzato
z [27].
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Vyznam hodny zvlastniho — jiz vySe pouzitého — oznaceni maji v experimentu dvé
oblasti:

e oblast tvorby antivodiku, kde se nejprve akumuluji antiprotony, kde reakci nabojové
vymény antivodik vznika a kde se nachéazeji elektrody, jejichz sepnutim se cerstve

vyrobenym antiatomum mé udélit piislusny impulz,

e a vzdalend oblast gravita¢niho méfeni, kam je ucelem antivodiky presunout, aby
zde — odstinény vlivu elektrickych a magnetickych poli v prvni oblasti — prodélaly

samotny gravita¢ni vrh.

Béhem svého zivota v téchto dvou oblastech a mezi nimi pociti antiatomy hned dvakrat
zédsadni zménu v elektrickych nebo magnetickych polich — prvni pii sepnuti elektrod
a druhou kdesi mezi obéma oblastmi, kde se atom dostava z vlivu silnych elektrickych
a magnetickych poli do mist, kde jsou odstinéna, pfes — piirozené — velké gradienty
zminénych poli. Prvni zména je ¢isté ¢asova a je povazovana za dostatecné nahlou, aby
se explicitni ¢asové zavislosti'? nevénoval zfetel; druhd zména je oviem zasadni, protoze
prostorovym gradienttim poli je uréitym zpusobem umérns sila, kterd na atomy pusobi
a kterd tedy zdsadnim zptisobem ovlivituje jejich pohyb!!. Autorovi dizertace tehdy
pripadla tloha se touto problematikou zabyvat — idealné najit pohybovou rovnici atomu
vodiku v elektrickych a magnetickych polich zaroven piitomnych!? a studovat podle ni
trajektorie atomu v realiich experimentu AEGIS.

Magnetické pole ma v experimentu AEGIS valcovou symetrii, je tedy plné popsané
dvéma slozkami B, (r, z) a B,(r, z) ve dvou vélcovych soutadnicich r a z; jedna se o stej-
nou symetrii, jako maji elektrickd pole v (2.82). Podobna symetrie se pfedpokldda

i pro elektrické pole urychlovacich elektrod a tato kapitola se ji drzi'3.

Pohyb atomu
v prostoru je omezen sténami omezujicimi oblast vysokého vakua — polomér tohoto
fyzického valce je priblizné 5 centimetru. Tento vdlec mé osu polozenou horizontalné,
tedy ve sméru zamysleného transferu antiatomt z oblasti ptipravy do oblasti gravitaéniho
méfeni, a je v Obr. 5.1 vykreslen po fadé ve zluté, modré, ¢erné a znovu zluté barveé.
Prubéh magnetického pole, které je pevné dané a v ramci experimentu byla k dispozici
jeho polni mapa, je v rozsahu r € (0,5) [cm] a z € (—300,+300) [cm] na Obr. 5.2;
z = 0 cm odpovida oblasti tvorby antivodiku, v blizkosti z = 300 cm se pak nachazi

detektor.

109

nabéhu”

"pfechod mezi oblastmi lze formalné chdpat jako operaci transformace pocateénich podminek
pii vzniku antiatomu na pocatec¢ni podminky vrhu v oblasti, kde se uvazuje jen sila gravitaéni

12tedy analogon jiz zminéné Lorentzovy sily (5.3) platné pro nabité éstice

13y5echna uvazovand elektrickd pole budou ve vélcovych soufadnicich popsand potencidlem & = &(r, z)

153



& h A d b Lo

Obr. 5.2: Vykresleni polni mapy magnetického pole experimentu AEGIS podle interniho
dokumentu. Levo-pravy smér v rozsahu (—300, +300) [cm] odpovida vélcové ose z, druhy
rozmér zékladny je radidlni vélcova soutadnice r € (0,5) cm a na svislé ose je magneticka

indukce v tesldch; horni polovina predstavuje B, (r, z), spodni pak B,(r, z).

5.3 Spektrum vodiku ve vnéjsich polich

Jeden z moznych popisi atomu vodiku je hamiltonidnem

ﬁ = ﬁcoul. + ﬁﬁne + f{elmg.y (54)

kde po radé coulombicky hamiltonidn I:Icoul.a hamiltonian jemné struktury ﬁﬁne a hamil-
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tonian interakce s vnéjsimi elektrickymi a magnetickymi poli ﬁelmg, jsou (v soustavé SI)

po fadé dany jako

P 2
B D € 5 (1 ale
H = — = _ A 5.9
coul. 2me 47T60f MeC <2 + r ) ) ( a)
>4 242 A 242
- D e“h - e“h .
Hegpe = — L-S+-—==46(F) =
fine 8m2c? * dmegm2crs * 8egmc? ")
1 A > o
= mec? (—8A4CA2 +20r.94 ?A%é(?)) , (5.5b)
r
. 12 R R 232
Heimg. = Qin B (L3 + 25’3) + 88 #2sin? 0 — eF (Zsiny + £cos7) . (5.5¢)

€ €

Hamiltonian ﬁcoul, predstavuje neporuseny popis atomu bez korekci vyjadienych dalsimi
¢leny v (5.5)1*; Schrédingerova rovnice H Uy, = Wathy, pro H = H_,1. vede na spektrum
energii vyjadiené Rydbergovou formuli

R 1 4,1

Wy =——=—-mec’a”—

n? 2 n?’ (56)

kde « je konstanta jemné struktury, m.c? je klidova energie elektronu, n hlavni{ kvantové
2

¢islo atomu vodiku a R = % = %mec%ﬂ je Rydbergova konstanta vycislend ovsem
pro hmotnost elektronu — korekce (5.6) na konetnou hmotnost jadra prostrednictvim
redukované hmotnosti atomu u je W,, = —n—RQ . mie

Tzv. jemna struktura je zohlednéna hamiltonidnem Hine: po fadé obsahuje prvni
kinematickou relativistickou korekci, korekci na interakci mezi orbitdlnim a spinovym
momentem hybnosti elektronu'® a korekci na fluktuace v elektronové orbité (tzv. Dar-
winuv ¢len). Celkova oprava k energiim (5.6), pokud se ﬁﬁne uvazuje jako porucha

k Heoyl, je Uménrs o

a v této praci se neuvazuje; Hine je uvadén jen pro uplnost, aby
bylo zfejmé, ze obsahuje jiny ¢len zavisly na L a S nez fAIelmg..

Konecné I:Ielmg_ se také obvykle uvazuje jako porucha k Iflcoul,; jeho formulace v jazyku
B = |B| a E = |E| predpoklads takovou volbu soustavy soufadnic, ze vektor magnet-
ické indukce B je rovnobézny s osou z a vektor elektrické intenzity E le# v roviné
x-z; v je pak thel sevieny vektory B a E. Posledni élen v (5.5¢) popisuje interakei

atomu s elektrickym polem; prvni ¢len (tzv. paramagneticky) urc¢uje vliv magnetického

1y (5.5a) oviem muze byt bez pFiddvani dalsich ¢lent zahrnuta korekce na koneénou hmotnost jédra
prostiednictvim redukované hmotnosti atomu

55
15samy operdtory L a S jsou v tomto zdpisu bezrozmérné
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pole na atom vodiku; druhy ¢len (tzv. diamagneticky) je dalsi zpusob interakce vodiku
s magnetickym polem, je vSak slabsf nez paramagneticky'® a v této préci se zanedbava.
Pii zanedbani diamagnetického ¢lenu je pak hamiltonian interakce vodiku s vnéjsimi
elektrickymi a magnetickymi poli dan jako

Helmg. =

eh A -

B (Lg + 283) —eE (Zsiny + Z cos7) (5.7)
2me
a pii neuvazeni spinu elektronu (tzv. naivni hamiltonidn) se jesté vice zjednodusi na

. eh

Helmg. = 5 BLs — eE (Zsiny + Zcos~) (5.8)

e

Aplikace poruchového poctu na atom vodiku s neporusenym hamiltonidnem ﬁcoul,
a poruchou ffelmg_ pri E= 0, tedy ptitomnosti jen magnetického pole, vede na (normdlni)
Zeemanuv jev — §tépeni hladin (5.6) podle magnetického kvantového ¢isla m € {—(n —
1),...,n — 1} na 2n — 1 podhladin:
R eh

Wy =%
" n2+2me

Bm (5.9)

Totéz pro B=0 (jen elektrické pole) dé Starkovo stépeni kazdé energetické hladiny
(5.6) také na 2n — 1 podhladin, tentokrét ale podle tzv. parabolického kvantového ¢isla
pe{—-(n—1),...,n—1} [20]:

R 3
W, = — 3 + ieaonEp (5.10)

Podobnost mezi (5.9) a (5.10) je vic nez ndpadnd — korekéni energie jsou pfimo imérné
absolutni hodnoté vnéjsitho pole a kvantovému ¢islu probihajicimu stejnou mnozinu.
Nabizi se domnénka, Ze v kiiznych polich by rozstépeni mohlo byt dano jako superpozice
(5.9) a (5.10), tedy

R eh
Wn = 2 + 2me

to je ale v rozporu s experimentem, podle kterého rozstépené spektrum explicitné zavisi

3
Bm + ieaonEp, (5.11)

na uhlu v mezi vektory E a B'7. V kvantové mechanice se tloha nalezenf poruseného
spektra atomu vodiku v kiiznych polich zd& byt analyticky nefesSitelnd. Tato potiz
bezprostiedné souvisi s tim, ze elektrickd a magnetickd porucha v (5.5¢) spolu explicitné
nekomutuji — prejde-li se z adaptované soustavy soufadnic v (5.5¢) k obecné, prejde
(5.5¢) na

18%kromé pifpadu nulového obritdlniho momentu elektronu
176 tom se lze presvedéit i numerickym vypoctem [1]
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N eh

Hotmg, = 5 BL — ¢ER. (5.12)

Me

Komutator obou poruch v (5.12) je, jak bylo ukdzdno v [1], ddn jako

62

{ °h gr, _eﬁﬁ] — i (BxB) R (5.13)
Me 2me
tedy jen v pripadé, ze je jedno z poli nulové, nebo pokud jsou obé pole rovnobézna, plati
odhad (5.11)!8. Nesoumétitelnost obou poruch navic také znamen4, ze kvantova éisla m
a p jsou dobfe definovand jen pro pritomnost jednoho z poli — kvantové ¢islo m je dobie
definované jen pro samotné magnetické pole; je-li elektrické pole nenulové (bez ohledu
na to, je-li nenulové i magnetické pole), potom kvantové &islo m neni dobte definované.
Naopak pro kvantové éislo p — to se projevuje mimo jiné i tim, ze pro nalezeni Starkova
spektra je potieba prejit k vhodnéjsi bazi nez vy,i,.

Resen{ piekvapivé nabizf tzv. ”stard kvantova teorie” ', tedy formalismus historicky
pouzivany pied formulaci Schrédingerovy rovnice. Spektrum energii systému se v ni

nejcastéji hledalo z tzv. periodickych kvantovacich podminek

?{pz‘dqz' =n;h (5.14)

pro kanonicky sdruzené soufadnice ¢; a hybnosti p;; integruje se pro jednu periodu
pohybu systému pii konstantni celkové energii. Jak je ukdzdno v [19], podle (5.14)
je presné fesitelnd loha atomu vodiku s poruchou (5.12), a to pro nulové elektrické
pole (vysledkem je Zeemanovo Stépeni stejné jako (5.9)), pro nulové magnetické pole
(vedouci na Starkovo stépeni identické (5.10)), ale také tloha vodiku v kiiznych polich,
tedy soucasné netrividlni pritomnosti obou poli.

Protoze je piistup diky (5.14) v podstaté nadstavbou klasické mechaniky, maji
i vysledky klasickou interpretaci — u Zeemanova $tépeni (Larmorovu) precesi vektoru
(permanentniho) magnetického dipdlu fi,, okolo sméru B, piicemz %m v (5.9) je
prumét tohoto dipélu do sméru B (tedy osy kuzele opisovaného precesi). V piipadé
elektrického pole je rovnéz interpretovana precese okolo sméru E , asice (Laplace-)Runge-
Lenzova vektoru A. Koneéné u atomu vodiku pritomného v kiiznych polich vede vypocet
rovnéz k precesi, konkrétné k dvojici nezavislych precesi dvou ruznych linedrnich kom-

binaci vektoru fi,, a A kolem dvou linedrnich kombinaci smértt E a B — vysledek je:

18y [1] je uveden jesté jeden specidlni piipad, pro néjz se porusené spektrum podobné (5.11) d4 dopfedu
uhodnout
1901d Quantum Theory
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R |3 - eh
W, = ) + §aoenE + S

. 3 L el 4
Blna+ ‘—2aoenE+ 26 Blnp (5.15)

e

Ze se jednd opravdu o dvojici precesi, je rozebréno v [1]. Nova kvantovd ¢isla n, a np
nabyvaji hodnot z mnoziny {—"T_l, vy —i—”T_l}, tj. jdou po jednicce, v ptipadé lichych n
nabyvaji hodnot celych ¢isel a v pfipadé suchych n potom poloviénich zlomka. Degen-
erace n-té hladiny je pak n?, jak udévé i modernf kvantové mechanika pro atom vodiku
bez uvéazeni spinu. Jak z (5.15) plynou Starkuv a Zeemanuv jev je ziejmé; v obou
ptipadech je sice ptislusné kvantové ¢islo déno jako soucet n4 a np, coz ale neimplikuje,
ze by si rovnd byla i ¢isla m a p, jak dolozi rozbor (5.13). Explicitni zdvislost tohoto
spektra na thlu v vyplyne po rozepsani absolutnich hodnot, jak lze nalézt v [1]; tamtéz
autor navrhoval za¢lenéni vlivu spinu elektronu prostym aditivnim ¢lenem k (5.9), prob-
lematika ale jesté nebyla dukladnéji prozkoumana — tato prace se drzi bezspinového
popisu. Autor vlozil duvéru ve vztah (5.15) jako vychozi bod postulovani dynamiky

atomu v kfiznych polich.

5.4 Pohybova rovnice atomu vodiku v kfiznych polich

Dosud prezentovany rozbor se tykal spektra atomu, tedy jeho vnitiniho, ¢asové ne-
proménného?? uspotadéni v jeho vlastni tézistové soustavé (standardné se dokonce jaké-
koliv vnéjsi pole v objemu atomu predpokladd jako homogenni), coz zdénlivé nijak ne-
netickém poli pusobi a které by mély byt imérny prostorovym derivacim téchto vnéjsich
poli.

Dynamiku ééstice s permanentnim dipélem ve vnéjsim poli, at elektrickém nebo
magnetickém, je bézné obsahem i ivodnich kurzu elektromagnetismu. Protoze je takova
¢astice prostrednictvim svého dipdlu v prostoru orientovand, nejednd se pfisné vzato
o hmotny bod a ma vice nez tii stupné volnosti. Magneticky dipdl v magnetickém poli

[28] se pohybuje podle silové a momentové rovnice
MR=F = (ﬁm : 6) B, (5.16a)

-

L=M=f,x B, (5.16b)

kde L je moment hybnosti dipélové céastice a M jeji hmotnost. Obé rovnice lze vysle-

dovat napiiklad z rozboru sil pusobicich na elementarni proudovou smycku jakozto model

29pokud jsou neproménné i vnéjsi pole
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ucinek pole na dipdl ve smyslu translace, tedy podobné jako (5.3), ale nepodavé o po-
hybu uplnou informaci, nybrz tvoii s druhou z rovnic soustavu — prvni rovnice zavisi
na okamzité orientaci vektoru ji,,, kterou uréuje druhd z rovnic; ta ale zavisi na vektoru
magnetické indukce v daném misté, ktery se pii pohybu dipélu prostorem podle prvni
rovnice miize ménit?!.

Soustavu (5.16) ovsem lze aplikaci nékterych duvodnych pfedpokladi. Prvnim je
predpoklad, ze okamzité precese dand rovnici (5.16b) je v porovnani s pohybem dip6lové
Castice prostorem natolik rychla, ze se pfi casovém vystiedovani ucinky slozek mag-
netického vektoru v roviné kolmé k ose precese efektivné vyrusi a magneticky moment
zustane reprezentovan jen svym prumétem fi,, 3)22 do sméru B. Druhym ptedpokladem
je, ze osa Larmorovy precese sleduje lokalni smér magetické indukce pii pohybu ¢astice
prostorem okamzité, tedy nevykazuje svého druhu setrva¢nost v nataceni, dokmity a dalsi
jevy, které obecné vylouéit nelze. V [1] se jako podminky splnéni vyse uvedenych dvou
predpokladu uvadi, aby pohyb dipdlu prostorem byl nerelativisticky a aby samo mag-
netické pole nebylo vysokofrekvenéni. Jedna se o stejné tvahy jako v kapitole 2 pfi ob-
hajobé zavedeni potenciédlni energie (2.10) pro piipad permanentniho elektrického dipélu
(pouze s podrobnéjsi demonstraci na piipadu Larmorovy precese magnetického dipdlu),
kde byla aproximace nazvéana kvazistaticka, reps. adiabatickd. Za techto predpokladu je
efektivné momentova rovnice vyloucena, ¢astice mé tii stupné volnosti a jeji dynamika

je plné popséna silovou rovnici

MR =F = —VW,, (5.17)
kde

Wy = tim(s) [BOR)| = tim() B(R) (5.18)

je efektivni potencidlni energie Castice v magnetickém poli, stejné jako je ji (2.10)
pro elektricky dipdl v poli elektrickém.

V klasické fyzice je tihel mezi vektory i, a B-a tedy i prumét p,,(py — pti Larmorové
precesi dan pocatetnimi okolnostmi pohybu; v kvantové mechanice muze nabyvat jen
diskrétnich hodnot — protoze se iloha preformulovala do fe¢i prumétu vektoru magne-
tického dip6lu, neni uz slozité identifikovat (5.18) se Zeemanovym §tépenim (5.9). Po-

tencidlni energie (5.18) je tedy v piipadé magnetického pole pojitkem mezi mikrostruk-

2Ltfm spis se méni, pokud m4a magnetické pole v prostoru gradienty, které podle (5.16a) &astici rozpo-
hybuji
22znaceni analogické vztahtim (2.10) a (2.11) — a pfidruzenému textu — v kapitole 2
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turou atomu a makroskopickymi silovymi t¢inky na néj jako celek pohybujici se v pros-
toru. Stejné tomu bylo u elektrického dipélu v elektrickém poli (probréno v kapitole 2
této préace) a ke stejnému zavéru vedla i analyza situace atomu v kifznych polich v [1].

Lze shrnout, ze ivaha postulovani dynamiky vodiku nebo antivodiku spoc¢iva v nale-
zeni vztahu mezi permanentnimi dipdly atomu a jeho projekcemi, energii elektronu
atomu poruseného vnéjsimi poli (tedy rozstépenym spektrem atomu), potencidlni ener-
gif celého atomu v téchto polich (vyjadienou v projekcich dipélia) a silovymi téinky
téchto poli na atom jako celek?®. V rozboru je implicitné obhéjen i zddnlivy paradox,
ze pro urceni spektra atomu staci brat vnéjsi pole v misté atomu lokalné homogenni,
zatimco sila, kterd na atom pusobi, explicitné zavisi na prvnich derivacich téchto poli.
Vztah pro potencidlni energii (5.15) byl prevzat z [19] na zdkladé identifikace prumétu
dipélu v ném. Pohybové rovnice atomu antivodiku jako bodové ¢astice v kiiznych polich

je koneéné dana jako??

eh

2me

B (R) B(R)

np
(5.19)

Matematicky jde o obycejnou vektorovou autonomni diferencialni rovnici druého radu.

A - R 3 [
MR = -V <_n2 + iaoenE(R) +

3 -
na+ ‘—QagenE(R) +

2me

Kromeé [1] je zavedeni této dynamiky shrnuto i v [18].

5.5 Rozmérovy ramec experimentu

e V této sekci budou zminéna vybrané uvazované parametry experimentu vychazejici
z [27] a [1].

e Magnetické pole experimentu AEGIS, vykreslené podle polni mapy na Obr. 5.2,

ma maximaln{ indukei 3 T.

e Elektrickd pole pro urychleni atomu maji horni limit intenzity 100 kV /m. Pii téchto
vnéjsich podminkéch jsou pro sousedni kvantova ¢isla atomu vodiku n vyloucena

kiizeni rozstépenych hladin.

e Excitace nebo ionizace atomu polem se zcela zanedbédvaji pro n < 25.

232 predpokladu divodné eliminace jinak nutné momentové rovnice

24po vykladové strance mé ponechani i vynechan{ ¢lenu fn%, ktery se derivaci samoziejmé vynuluje,
svoje vyhody i nevyhody; je vhodné upozornit, ze R je stidle Rydbergova konstanta, nikoliv absolutni
hodnota R
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e Kvantova ¢isla n pfipravovaného antivodiku budou odvisla od kvantovych stavi
pozitronii, ze kterych se piipravuji. Plati, ze ¢im vySsi je stav pozitronii, tim vyssi
bude nejen stied rozdéleni stava antivodiku, ale i jeho site. VyS8si kvantovy stav
— zhruba Feceno — prodluzuje dobu zivotu daného stavu, zvySuje U¢inny pruiez
reakce ndbojové vymeény a znamend i potencidlné®® vétsi citlivost na vnéjsi pole.
Puvodné se jako idedlni kvantovy stav pocitalo s n = 35, pozdéji se zacaly brat

v uvahu i stavy nizsi (stéle ale rydbergovské).
e Teplota v oblasti piipravé antivodiku by méla byt drzena na 0,1 K.

e Piivedeni napéti na urychlovaci elektrody v fd4du nanosekund zarucuje pomérné
presné uréeni celkové doby letu?® antiatomi k detektoru. Cely pohyb se sklada
z prechodu atomu gradienty po obecné komplikované trajektorii a az potom gravitac-
niho vrhu — poc¢ateéni podminky druhého jmenovaného nejsou piimo méritelné, ale
je nutné je extrahovat z celkové doby letu, predpoklddaného rozdéleni kvantovych
stavu antivodiku, detailni znalosti pouzitych poli a pohybovych zdkont antiatomu

v nich?”.
e Rychlosti antivodiku po urychleni by se idedlné mély vejit mezi 100 a 1000 m/s.

e Kinematika pripravy antivodiku (tedy pfenos hybnosti z antiprotonu na antivodiky)
a jeho piipadné deexcitace byla Fesena v [1], v této praci k nim neni piiklddén

vyznam?®.

5.6 Autoruv prinos k experimentu v dobé doktoratu

Autor dizertace se aplikaci pohybové rovnice podle (5.19), kterou sestavil v rdmci své
diplomové prace, zabyval v prvni poloviné doktoratu. Detailni pochopeni procest urych-
lenf antiatomt v kiiznych polich?® a ptechod silnych gradientti mize mit pro samotny
experiment zdsadni vyznam. Autor svoje usili koncentroval prevazné do nésledujicich

oblasti:

2podle ostatnich kvantovych ¢isel, jejichz mnozina je ale od n odvisla

26time-of-flight

2Tautor postuluje (5.19)

28 ména rychlosti atomu antivodiku od zpétného rézt pii vyzafeni deexcitaéntho fotonu je sice sama
o sobé zanedbatelnd, pfi dusledné praci s deexcitacemi je ale potieba vzit v potaz, ze dojde ke zméndm

kvantovych ¢isel a tim skokové i sily, kterd na atom pusobi
29%kdy nominalné jen jedno z polf je urychlovaci, ale jejich soucasné ptisobenf na atom nen{ linedrn{
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e nalezeni libovolného netrividlniho pole (nebo poli), v nichz by se pro tlohu po-
hybu atomu podle (5.19) dalo najit piesné feseni (jako testovaci feseni spravnosti

numerickych algoritm)

e sestaveni simula¢niho programu pro numerické reseni pohybu antivodiku v realiich
experimentu AEGIS

e nalezeni presného fesSeni Poissonovy rovnice pro elektrostatické pole, které by
mélo vélcovou symetrii a prostorové gradienty (také) ve sméru osy této symetrie
— pro studium urychlovacich schopnosti izolovaného elektrického pole vzhledem

k atomum

e provéfeni moznosti, jestli samo magnetické pole nema pro nékteré kvantové stavy

antivodiku urychlovaci schopnost (a tedy elektrické pole by nebylo viibec potteba)

e volba vhodného testovaciho elektrického pole s urychlovaci schopnosti z tfetiho
bodu vyc¢tu, porovnavani trajektorii antivodiku v tomto poli samotném, v samot-
ném daném magnetickém poli experimenetu AEGIS a v obou (kiiznych) polich
zéroven a dolozeni, ze obé pole zarovein umozni s antivodikem manipulovat zamys-

lenym zpusobem, na konstruktivnim piikladu

Prvni bod je naplni kapitoly 2 této dizertace, tedy keplerovsky pohyb ¢éstic s per-
manentnim elektrickym dipélem v prostoru mezi koaxidlnimi valcovymi elektrodami.
Pro atom vodiku samoziejmé stac¢i dosazovat pruméty dipdlu podle Starkova Stépeni
jako ey = %aoenp. Ostatnim bodum se budou vénovat nasledujici sekce. Autorovy
zaveéry prispély k pochopeni problematiky, byly prezentovany kolaboraci experimentu
a zohlednény v kolektivnich publikacich kolaborace, napt. [29] nebo [30], kde je autor

dizertace uveden jako spoluautor.

5.7 Simulaéni program a vysledky vybranych simulaci

Autor vedl skupinu, kterd napsala program pro simulaci pohybu atomu antivodiku v ex-
perimentu AEGIS. Tento program je ndstroj pro numerickou integraci rovnice (5.19)
pfi zadanych E(R) a B(R), konkrétné metodou Runge-Kutta. Protoze se obé pole
predpokladaji s vélcovou symetrii, zaddvaji se obé pole na dvourozmérné (r-z) miizi
— tzv. poli mapé; v piipadé magnetického pole se tedy jednd o dvojici funkei B, (r, z)

a B.(r, 2)%° vyéislenou v koneéném poctu diskrétnich uzlii; podobné pro pole elektrické.

30yykreslenou pro piipad magnetického pole experimentu AEGIS na obr. 5.2
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Mozny zpusob, jak se pro obecny polohovy vektor ur¢i hodnoty poli z takové diskrétni
mfiize, je probran v druhé ¢asti kapitoly 2 této dizertace — navod je aplikovatelny i na vice-
rozmérnou funkef vice proménnych, coz E(R) i B(R) obecné jsou, navic zohlediiuje i nut-
nost, aby interpolovana?! funkce byla spojitd véetné prvnich prostorovych derivaci>2.
Simulator pferusi béh, pokud se ¢éstice dostane do mist, kde konéf vakuové oblast33. Au-
tor odvodil, sestavil a otestoval dil¢i procedury v jazyce PASCAL, jejich prevod do jazyka
C++ a zkompletovani do formy pristupnéjsi pro dalsi uzivatele bylo na ostatnich ¢lenech
skupiny; autor by obzvlasté rad jmenoval studenta Rastislava Cermaka. Pohyb atomu
v cylindrickém elektrickém poli (2.21c), pfesné odvozeny v kapitole 2, poslouzil jako
dobry diléi test spravnosti pribéhu a vysledku simulaci; pro uzaviené trajektorie se
vysledky simulaci od ptesnych lisily zanedbatelné i po mnoha periodach obéhu. Prace
na simula¢nim programu zavrsila autoruv podil na experimentu AEGIS; program byl

pouzit pii psani nékolika studentskych praci [31, 32].

5.8 Elektrické pole s gradienty podél valcové symetrie

Autor tesil ulohu nalezeni takového presného feseni Poissonovy rovnice ve vélcovych
soufadnicich3

2 2
e 100 e, (5.20)

_|_ — . RN
or?2 r Or + 022
aby Teseni vykazovalo prostorové derivace ve sméru (vélcové) osy z. Nejintuitivnéjsim
by bylo takové, které by se misto presné valcového tvaru volné rozeviralo do trychtyte

— zajimavym se ukazal byt potencidl posklddany z partikularnich feseni (2.82) jako

P(r,z) = ( oo > : ( st (Pout — Pin) + q>in> ; (5.21)

Zid. — Zoo In Tout

Tin

druhd zévorka je identickd (2.21c) a prvni obsahuje dva volné parametry zig. a 2o
s rozmeérem délky.

Ze se jednd o presné feseni, ma hned dvé vyhody — jednak numerické feseni po-
hybu ¢astic v tomto poli neni v principu zatizeno piibliznou znalosti pole a jednak
z presného tvaru (5.21) lze snadno odvodit rovnice ekvipotencidl ®(r,z) = Pyopnst. jako
7= 1(2; Pronst.):

315

vysplinovang”

32jinak hrozi, ze feSeni bude nefyzikalni, jak se v kapitole 2 také diskutovalo

337 ndraz na sténu”

31tedy (2.15) pro piipad g—i = 0, ale obecné %—f nulové neni, na rozdil od (2.16)
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In Fout

Tin _ (Zd. "% g 7«1)4)
r = rineq>out,q>in ( Z—Zoo konst. in

(5.22)

Tyto kiivky zéroven piedstavuji tvary elektrod3®, které by piislusné pole generovaly.

S

/[

4
§

I 2 4 6 8 10 12 14

Obr. 5.3: Schématické zobrazeni elektrického pole (5.21) pomoci ekvipotencidl (5.22)
v roviné r-z. Vodorovnd osa je osa z, svislou osou je pak radialni r > 0. Zelené
jsou pro srovnéni vyznaceny dvé piesné valcové elektrody feSeni (2.21c), ¢ervené pak
ty ekvipotencidly feseni (5.21), které maji parametry spolecné s (2.21c¢) — protinaji se
na z = zq., které je zde rovno 0. Pro vykresleni bylo (bez specifikace jednotek) voleno:
Dot = 2, Piy = —2, rour = 5, rin = 0, 5; pro posledni parametr je voleno z,, = 3. Reseni

(5.21) mé pravé jednu (v obrdzku rovnéz zobrazenou) ekvipotencidlu piesné vélcovou,

Pin
konkrétné ® = 0, kterd nastava pro r = rin (TO‘“> Fin=Pout de tedy @.

Tin

Podle potencislu (5.21) jsou slozky elektrické intenzity uréeny jako3

o® 1 In =
E. = _é - _Z‘d —z . <ln 7‘7;)1[11](; (CI)Out - (I)in) + (I)in> ’ (5.23&)
id. 0 E
0P Z — Zco Doyt — Pin 1
g 92 __ . - 5.23b
" ot Zid. = Zoo  Infet g7 ( )

Tin

353 jim pFislusnd napéti

36je vhodné poznamenat, ze v tomto testovacim poli z podstaty neni mozné zkoumat pfechody atomi
pres gradienty elektrického pole do oblasti, kde pole vymizi; pfechodu pies tyto gradienty v piipadé
magnetického pole se ale simulace v néasledujici sekci dusledné vénuji
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a samoziejmeé trividlné E, = 0. Absolutni hodnota je pak ddna jako

d By 1) 1 In ;= ?
z— Z — @D T
_ oo out — in - + . Trmt ((I)out _ (I)in) + (I)in =
Zid. — Zoo In T T Zid. — Zoo In S
1 Dout — Pin (2 — 20 ) 2 ( r iy Tout > 2
=+ . . +(In— + -In . (5.24
Zid. — oo In % r Tin Dout — Pin Tin ( )

Po dosazeni do (5.19), tedy dalsim derivovéni a zkomplexnéni vyrazu, nevzbuzuje toto
pole piislib nalezeni néjakého presného feseni. Nadéjny by mohl byt pohyb podél valcové
ekvipotencidly popsané v Obr. 5.3 — pro ni (popi. v jeji tésné blizkosti) je totiz druhd
zavorka pod odmocninou nulova, a tedy
— Doy — P 1
=4 - %0 Tout T Z (5.25)

Zid. — Zoo In Tout r

Tin

Pohybové rovnice pak tedy podle (5.19) jsou

Z — Zco Dot — Pin 1

Mi =+ : : L 5.26
AP VR (5:260)
. 1 q)out - ‘I)in 1
Mz = . . - 5.26b
S R MY T (5.26b)
Pii oznaceni A = ua(f) . Zidizoo : (I)ﬁ‘:%-r;ji“ a Z = z — Zoo plechdzi (5.26) na
. Az
r = :lZTT, (527&)
. A
r
Porovnanim obou rovnic vyplyva f(r) = ir = —2% = g(), takze obé strany bilance musf

byt rovny konstanté, a to uz jednoduché diferencialni rovnice jsou. Zadné feSeni soustavy

in

<~/ ’ . , s . 3 P. —P
se ale nedrzi v blizkosti valcové ekvipotencidly na r = rj, <7;?—‘”> in—eut pro kterou bylo
mn

(5.24) zjednoduseno na (5.25), feSeni tedy nelze povazovat za platnd. Analyza je ale

el v g . SR . : -+ __ konst.
uzitecnd v tom, Ze lze ocekdvat pohyb podobného typu jako i = =2

, COZ V roviné
kolmé na osu z obecné vede na neuzaviené trajektorie, jak simulace v nezjednoduseném
(5.24) také potvrzuji.
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5.9 Vysledky simulaci

V simulaénim programu popsaném v sekci 5.7 byly zkoumény pohybové tendence atomu
vodiku, resp. antivodiku. Jako pole, ve kterych se pohybovaly, byly voleny magnet-
ické pole experimentu AEGIS, predstavené v Obr. 5.2, a elektrické pole podle (5.21)

s nasledujicimi parametry:

Doyt = +200 V, Pyt = —200 V, 7out = 0,05 m, 7oy = 0,005 m, 2ig. = 0,200 =4 m

(5.28)
Pole s témito parametry v rozhodné oblasti podle (5.21) vyhovuje limitu 100 kV/m
a elektrody, které jej budi, se vejdou do vakuové oblasti popsané v sekci 5.2. Numerické
simulace, a to ani ve velkém poc¢tu nemohou podat vycerpavajici zpravu o moznostech
pohybu ¢astic v polich; autor hledal specidlni druhy trajektorii. Utelem simulact prezen-
tovanych v této dizertaci konkrétné bylo prokézat, ze pole (5.21) urychluje atomy ve sméru
osy z a ze v kiiznych polich je mozny urychleny pohyb antivodiku ve smyslu potieby ex-
perimentu AEGIS, uvedené dfive v této kapitole; a také provérit moznost pozadovaného
urychleni antiatomu samotnym polem magnetickych. Ptiklady uspésnych simulaci jsou
shrnuty v obrdzcich. V simulacich, kde bylo piftomno magnetické pole (af uz samo, nebo
s elektrickym), byly uvazovény jen ty trajektorie ¢astic, které alespon jednou piejdou
pies jeho velky prostorovy gradient. Casovy krok byl volen 10 ns.

Spoleénd legenda k néasledujicim obrazkum: v kazdé z kolazi je vrchni tretina 3D graf
trajektorie v osdch x (ven z nékresny), y (svisld), z (vodorovnd), pro prehlednost skaly
neodpovidaji; prostfedni tfetina je prumeét trajektorie do roviny x-z; ve spodni tfetiné
vlevo je prumét trajektorie do roviny z-y; a vpravo pak zavislost slozky rychlosti ¢dstice
rovnobézné s osou z (tedy v,) na ¢ase; z-y-z a z-z grafy maji v levé ¢asti bod, kde
se atom nachédzi na pocatku simulace, pravy okraj z = 3 m potom odpovidd umisténi
detektoru, kam je imysl pomoci poli atom dostat; pokud je pouzito elektrické pole, mysli
se (5.21) s (5.28); pokud je pouzito magnetické pole, mysli se to prevzaté z [27] na Obr.
5.2; hodnoty zp = 0, yo = 0,015811 m, zp = 0.5 m, vy = 0 m/s jsou spolecné viem
simulacim, vy(g) a v;() (a jim odpovidajici teplota) spolecné s kvantovymi stavy jsou

uvedeny u jednotlivych obrazku.
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Obr. 5.4: Simulace pouze s magnetickym polem pro n = 19, ny = 4, np = 4, vy ) =
80 m/s, v, gy = 2000 m/s (7" = 161, 6 K) — stejné jako v Obr. 5.5 a 5.6. Atom k detektoru

nedoleti, je strzen na sténu oblasti povoleného pohybu.
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Obr. 5.5:
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Simulace pouze s elektrickym polem pro n = 19, na = 4, np = 4, vy =

80 m/s, v,(g) = 2000 m/s (T = 161, 6 K) — stejné jako v Obr. 5.4 a 5.6. Atom k detektoru

doleti po deformované spirale, elektrické pole zvysuje rychlost atomu témér rovnomeérné,

ale ne o moc.
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Obr. 5.6: Simulace s obéma poli pro n =19, ny = 4, np = 4, v,y = 80 m/s, Vo(0) =
2000 m/s (T = 161,6 K) — stejné jako v Obr. 5.4 a 5.5. Atom k detektoru doleti
po deformované spirdle s mensim mnozstvim period nez na Obr. 5.5, rychlost atomu

nejprve klesne, pak se zvysuje jen mélo.

169



oooooo

855

-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003

Obr. 5.7: Simulace pouze s elektrickym polem pro n = 19, na = 4, np = 4, vy =
78 m/s, v, = 850 m/s (T' = 29,4 K) — stejné jako v Obr. 5.8. Atom k detektoru doleti
po spirdle, podobné jako v Obr. 5.5.
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Obr. 5.8: Simulace s obéma poli pro n =19, ng = 4, np = 4, vy ) = 78 m/s, Vy0) =
850 m/s (T = 29,4 K) — stejné jako v Obr. 5.7. Atom k detektoru doleti podobné jako
v Obr. 5.6 a 5.9.
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Obr. 5.9: Simulace s obéma poli pro n = 30, na = 5,5, np = 5,5, vy = 78 m/s,
v(0) = 850 m/s (T' = 29,4 K). Atom k detektoru doleti podobné jako v Obr. 5.6 a 5.9.
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Obr. 5.10: Simulace pouze s magnetickym polem pro n = 19, ny =4, np = 4, vy =
3m/s, vy = 300 m/s (T'= 3,6 K) — stejné jako v Obr. 5.4. Atom k detektoru nedolet{
— v misté vysokého gradientu magnetického pole (okolo z = 1,2 m) se smér jeho pohybu

otoc¢i a velmi blizko poc¢atku pohybu z = 0.5 m vyleti z povolené oblasti.
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Namatkou volené podminky simulaci dokonce ani ve vysokém poc¢tu nemohou podat

vycerpavajici zpravu o fyzikdlnich moznostech, urcité obecné trendy ale vyslovit lze.

Simulace vedou autora k nasledujicim interpretacim a zavértim:

Pokud je pritomno pouze elektrické pole s gradienty podél osy z, je mozné pti vhodné
konstelaci poc¢atecnich podminek dosdhnout spiralovitého urychleného pohybu podél
osy z; potatecni podminky musi spolukompenzovat vlivy gradienti kolmych k ose

zZ.

Za stejnych pocateénich podminek, kdy se ¢astice pohybuje v elektrickém poli
podél osy z a v povoleném rozsahu, se v magnetickém poli obvykle pohybu podél
osy z nedocili. V roviné z-y je trajektorie neuzaviend, jak bylo pfedpovézeno podle
(5.27)

Za stejnych pocatecnich podminek a v obou polich zaroven trajektorie kvalitativné
pripomind piipad v samotném elektrickém poli, magnetické pole ale vyrazné oslabi
akceleraéni schopnost pole elektrického — prechod pres gradient magnetického pole

ty testované ¢astice, které se udrzi na spirale, zpomaluje.

Zmeénou kvantovych ¢isel (pokud pfipousti urychleni) se dosdhne kvalitativné stej-

ného vysledku, jen je potfeba hledat v jiném oboru pocatecnich podminek.

V samotném magnetickém poli nebyl nalezen zpusob, jak by atom mohl po spiréle
cestovat bez omezeni podél osy z. Trend se zdé byt takovy, ze takové atomy, které
se v magnetickém poli v oblasti s nizkymi gradienty po kfivce podobné spirale

rozpohybuji, jsou pak vraceny zpét v oblastech s velkymi gradienty.

Pouze pro vzécny piipad presné radidlniho pohybu (takovych poc¢ateénich podmi-
nek) byly za uré¢itych okolnosti v magnetickém poli pozorovany urychlené pohyby
atomi podél osy z. Pouziti vhodného elektrického pole spolu s pevnym magne-

tickym se zdd byt nevyhnutelné.

Posune-li se poc¢atecni zp na nulovou soutradnici, kde pravé bylo zamysleno umistit
oblast tvorby antivodiku a kde podle Obr. 5.2 ma pole silné gradienty (a atom je
tedy vnimé uz na samém pocatku pohybu), je rozdéleni pohybtu podle poc¢atecnich
podminek velmi chaotické a mozné konstelace vhodnych pocateénich podminek

jsou velmi vzacné, existuji-li.

Dulezitd je otdzka antiprotonii, potazmo antivodikii — pokud je spirdlovity po-
hyb nutnou podminku transportu podél osy z, pak by pii ptili§ nizkych teplotdch

nemuselo byt mozné zamyslenych pohybt dosdhnout.
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e V praxi, tedy v samotném experimentu je samoziejmé volnost na pouziti jinych
elektrickych poli nez (5.21). Jejich vhodny navrh by mohl vést k trajektoriim, kdy
je antivodik vice urychlen a méné negativné ovlivnén magnetickym polem. Co se
ale zda byt fundamentalni jako vlastnost kfiznych poli s valcovou symetrii, je, ze
atom bude vykondvat pohyb po nepravidelné spirale, tedy bez obecné piedvida-
telného navézani pohybu v kiiznych polich na gravitaéni vrh. Tento zavér by
pro navrh experimentu mohl mit zdsadni dopad — pokud by pohyb v roviné kolmé
k ose z nebylo mozné regulovat, mohlo by se pouziti napiiklad filtri rychlosti

ukézat jako nevyhnutelné.
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Kapitola 6

Zaver

Shrnuti autorovych ptvodnich vysledku

Autor vypracoval resersi o rydbergovské hmoté na zakladé zvolenych ¢lanku.

Ve vlastnim badani vychézel autor nejprve z modelu pro pohyb ¢astice s perma-
nentnim elektrickym dipdélem v elektrostatickém poli, ktery zkonstruoval v ramci své
diplomové prace [1] a o kterém referoval [18]; model (bodové) castici piedepisuje po-
tencidlni energii. Autor ukdzal, ze v elektrickém poli, které je presnym feSenim Pois-
sonovy rovnice v oblasti mezi souosymi valcovymi elektrodami, a ve vhodné zvolené
soufadné soustavé je potenciadlni energie ¢astice keplerovského typu.

Pro feseni problému!, kdy je trajektorii ¢astice uzaviend (kruhova nebo elipticka)
orbita, a tedy kdy je mozné ¢éstici v oblasti mezi elektrodami danym elektrostatickym
polem zachytit na v principu neomezené dlouhou dobu, autor vymyslel tispornou parame-
trizaci pomoci bezrozmérnych veli¢in a v jejich Fe¢i problém piesné vyfesil. Reseni
srovnal s ivahami, jejichz platnost se zddla zfejma bez nutnosti problém matematicky
fesit, a zabyval se také problematikou vpraveni ¢astice do takové pasti.

Pro feseni pohybu dipélové ¢éastice v poli zadaném podle tzv. mapy autor odivodnil
nutnost mapu lokéalné interpolovat tak, aby interpolace byla spojita az do prvni derivace
vcetné, a jednu moznou interpolaci této podmince vyhovuji zkonstruoval.

Resen{ problému zachyceni a zminénou interpolaéni metodu autor zvefejnil [33].

Autor vyslovil hypotézu, do jaké (netradiéni) algebraické podoby by méla jit rozlozit
kazdé a-periodickd funkce s hexagondlni symetrii, a tento rozklad prokazal u dvou zvo-
lenych funkci, véetné koneé¢ného Diracova hiebenu. Motivaci byla jen ¢dstecna uspoko-

jivost popisu hexagondlni symetrie pomoci dvou nezavislych sméru, jejiz nespolehlivost

1téz akceptance pasti nebo kritéria zachycenf
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demonstroval na transformaci funkce se ¢tvercovou symetrii na hexagonalni podle trans-
formace miizi.

Autor zkonstruoval reciprokou miiz pro dvourozmérny (dvourozmérné uspoiadany)
objekt v tiirozmérném prostoru z krystalografické definice a (nezdvisle) z pozadavku
symetrie a periodicity.

Posloupnost magickych ¢isel poc¢tu atomu v clusteru rydbergovské hmoty odvodil
autor nékolika nezavislymi zpiisoby.

Autor se zabyval multiplicitou, pro jejiz vypocet sestavil algoritmus. Ve vystupech
objevil motiv soucinu opakujicich se magickych ¢isel.

Autor upozornil na uskali studia difrakéniho spektra clusteru rydbergovské hmoty
a navrhl, jak toto spektrum experimentalné méfit tak, aby bylo jednak netrividlni a jed-
nak ziskatelné i méné energetickym zarenim, nez je rentgenové.

Autor sestavil a vyfesil model ¢astice v potencidlové jameé konec¢né hloubky, jejiz sitka
se méni s kvantovym stavem c¢astice.

Presné vodikové vlnové funkce pro vysoké momenty hybnosti autor nahradil zjedno-
duSenymi funkcemi, které normalizoval a otestoval, nakolik vodikovému hamiltonanu
vyhovuji.

Autor sestavil Roothaanovu maticovou rovnici pro LCAO pftiblizeni nejmensgiho clus-
teru rydbergovské hmoty a tu podle ivah o symetrii pfesné vyfesil v zavislosti na mati-
covych elementech. Ty odhadl podle aproximovanych vodikovych vinovych funkci a v prv-
nim ptiblizeni vypocital energetické spektrum tohoto clusteru.

Autor nagel presné partikularni feSeni Poissonovy rovnice ve valcovych souradnicich
s gradienty ve sméru osy valcové symetrie jako modelové pole pro studium moznosti
urychlovani atomu antivodiku v kiiznych polich.

V podminkach experimentu AEGIS a podle pohybové rovnice pro atom antivodiku
v kifznych polich (s magnetickym polem pievzatym od experimentu a elektrickym polem
uvedenym v predchozim odstavci), kterou autor zavedl uz v rdamci své diplomové prace,
studoval autor pohyby antivodiku pomoci simula¢niho programu, kterého je spoluau-
torem. Autor vyslovil domnénky o zakonitostech pohybu antiatomu v experimentalni
aparature.

Autoruv podil v experimentu AEGIS piedloZeny v této dizertaci je publikovany v
[29, 30].
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Dosazené vysledky

Prvni ¢ast prace vychézi z modelu c¢éstice s permanentnim elektrickym dipdlem
e, ktery autor zkonstruoval ve své diplomové praci [1] a je o ném pojednéno i v
¢lanku [18]. V tomto modelu je eliminovdna momentovéd rovnice a Céstice s elek-
trickym dipélem je tedy efektivné bodové, tedy jeji pohyb ve vnéjsim poli se fidi druhym
Newtonovym zakonem jako M R = —ﬁwp, kde W), je potencidlni energie elektrického
dipélu ve vnéjsim poli, kterd na lokalni elektrické intenzité a projekei pe(g) dipdlu do

tohoto sméru zavisi jako

Wy = te(p) ‘E (E) ‘ . (Z.1)

Projekce pe(p) je napiifklad u atomu vodiku kvantovana jako %eagnp [19, 20], kde e je

elementarni naboj, ag je Bohriuv polomér, n hlavni kvantové ¢islo a p tzv. parabolické
kvantové ¢islo, jak plyne z analyzy Starkova jevu [1, 20].

Dvé souosé valcové elektrody o polomeérech 1y, a roy a potencidlech @i, a ®qy budi

0P 1. 0% 2®

. . . 2
v prostoru mezi sebou podle Poissonovy rovnice 0 = ‘?97%) + % “or Tz T %22

pole

T

In -
o(r) = % (Pout — Pin) + Pin, (Z.2)

Tout
Tin
které zavisi jen na radidlni soutadnici valcové soustavy. Z duvodu vysoké symetrie —

g—i =0a %—f = 0 — je jedind nenulova slozka elektrické intenzity ta radidlni,

B 00 P 1 23

or In Tout r

Tin

a potencialni energie dipélové ¢éstice v ném je

<I>out - (I)in
111 Tout
Tin

1
Wp = tie() g (Z.4)

kterd urcité pro nékteré projekce ji. gy ma keplerovskou formu —%, k > 0, kde soufadnice
r je ovéem cylindrickd. Aby bylo mozné keplerovsky pohyb fadné vySetiit (aby se za-
chovaval moment hybnosti nebo — ekvivalentné — aby vektory vy, 7y a F lezely v jedné
roviné), stac¢i pohyb vySetfovat v soustavé, kde se nedéje pohyb podél valcové osy
(Yo(z) = 0). Potom standardni vySetieni trajektorie [21] vede na rovnici kuzelosecky.
Autor si kladl otazku, kdy je trajektorii kruznice nebo elipsa, kterd se celd vejde
do prostoru mezi elektrodami (7, < Tmin < Tmax < Tout, Kd€ Tmin & Tmax jsou apsidy
trajektorie), tedy kdy je v prostoru mezi elektrodami mozné ¢astici s permanentnim

elektrickym dipdélem zachytit na v principu neomezené dlouhou dobu. Problém ziejmé
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zavisi na deviti a vice parametrech — hmotnosti ¢astice M, jeji pocatecéni rychlosti vo(xy)Q,
pocatecni radidlni soufadnici g, po¢ate¢nim sméru pohybu gy = / (Fg, 170(xy))7 paramet-

rech pasti rin, Tout, Pin, Tout & kvantovém stavu, tedy He(E)- Zavedou-li se bezrozmérné

= 7.
P= (Z.5a)
R=out (2.5b)
To
’Wp0’
= 7.5
7o WkO ) ( C)

kde Wyo > 0 je pocédtecni kinetickd energie ¢éstice a Wyo < 0% je potencidlni energie
Castice na pocatku pohybu, redukuje se iloha z deviti parametru na ctyii — p, R, ng
a sin By. V jejich fedi je ¢ast diagramu sin By-19 odpovidajici dspésnému zachyceni dana

prunikem tii oblasti

02 P
Ny < —— sin” fo — —, Z.6a
p(1—p) 1—p (2.62)
1 .92 R
_— —_— 7.6b
sin By < 1. (Z.6¢)

Oblast vzdy obsahuje bod sin 8y = 1,19 = 2, kterd odpovidd kruhové orbité, coz sou-
hlasi s intuitivhim pfedpokladem, Ze pro rout — 7in,Tous > Tin Prostor na kruhovou
orbitu pfi vhodnych pocatecnich podminkach zbyvat musi. Zaroven se ukazuje jako
komplikované privést do pasti ¢astici zvnéjsku skrze povrch elektrody, protoze ¢astice by
na jiném misté musela na elektrodu narazit; pokud by dipdlové ¢astice v prostoru pasti
pifmo vznikaly?, napiiklad ndbojovou vyménou nebo kondenzaci, tato potiz by odpadla.

Protoze sila na ¢astici s permanentnim elektrickym dipdlem ve vnéjsim elektro-
statickém poli zavisi na prostorovych derivacich slozek vektoru E (ﬁ), nestaci pole,
je-li zadano tzv. mapou, tedy ve vybranych izolovanych bodech, interpolovat mezi
témito body linedrné, protoze pak neni zarucena spojitd ndvaznost derivaci a v nu-
merickych simulacich se objevuji perturbace vedouci k nefyzikdlnim vysledkiim. Pokud
je pro jednoduchost pole dano jednou slozkou zavislou na jedné proménné, tj. E =
E(X), a zaddno mapou v ekvidistantnich bodech X, 1ze spojitosti prvni derivace

ve vSech bodech dosdhnout, pfedepise-li se v bodé X, interpolujici kfivce derivace rovna

2y soustavé, kde Vo(z) =0
3jen zdporné mohou vést na uzavienou orbitu
4pak by pocateéni podminky jejich pohybu byly poéateeni doslova
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E’n+1 _En—l
2AX

bodé stejnéd pocitana pro interval (X, _1,X,) i (X, Xn+1) a v bodé X,, navazuje spo-

, kde AX je vzdalenost mezi uzly polni mapy. Potom je derivace v tomto

jité. Interpolace uvniti intervalu respektujici tyto derivace na okrajich a spojitd uvnitf
ngj i v prvni derivaci pak bude pfirozené spojitd i na okrajich. V prvni a posledni
¢tvrtiné intervalu se muze interpolace provést useky piimek o smérnicich %
a prochdazejicich body (X, En)T — pak je hned pro polovinu bodd mozné vyhnout se
slozité interpolaci naptiklad polynomem vys$Siho stupné, ktery samoziejmé musi tseky

primek navazovat v prostifedni poloviné intervalu. Interpolace je pak dana jako

arX +b,X € <Xn,Xn + %)
E(X) =14 aX3+bX?+cX +d, X € (X, + 85, X1 — &%) (2.7)
arX +br, X € (Xnt1 — 2%, Xpny1)

kde
ar = % (Z.8a)
by = B, — % (Xpo1 + AX) (Z.8b)
o= (5()3 (Epsz — 3Ens1 + 3By — Ep_1) (Z.8¢)
b= 2(A1X)2 (3En+2 — TEp41 +5E, — Ep_1) +
+ A;)?} (12X 1 + 19AX) (En_1 — 3B + 3En 11 — Bnsa) (7.84)
- Enng;( E, 4(AlX)2 (4Xp_1 + TAX) (Ep_1 — 5Ep + TEny1 — 3Eny2) +

+4(A1X)3 (4X 1+ TAX) (12Xn_1 + 1TAX) (Bt — 3Eni1 + 3En — En1)  (Z.8¢)

d= Ept1+ (Xp-1 +2AX) %4—

+32(A1X)2 (4X,_1 + TAX)? (38Eny2 — TEpi1 + 5B, — Ey_1) +

+16(A1X)3 (4X,_1 4+ 5AX) (4X,_1 + TAX)* (Ep_i — 3Ep + 3Eny1 — Eyio)  (Z2.8f)
ap = Zrt2 =K (.85)
br = Epi1 — % (Xp_1 +2AX). (Z.8h)
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Rozsifeni na funkce vice proménnych 1ze dosahnout podobné jako v algoritmech ” Particle
in Cell”.

Suda funkce jedné proménné s periodou a lze rozlozit do Fourierovy fady

n(z) = Z Cg cos Gz, (Z.9a)
GeM,
~ 2 Jr% / / /
Ca = / n(x") cos Gx'dx’, (Z.9b)
aJo

kde M, = {G = %ﬂk‘| ke Z} je tzv. reciprokd mnozina/miiz spoleénd vsem funkcim
s periodou a. Lze otekdvat, ze sudou funkci s periodou a bude hustota elektront v ho-
mogennim linedrnim krystalu, at koneé¢ném?® nebo nekoneéném. Modelovou funkef miize

byt napfiklad

n(x) = (cos %)2 . (Z.10)

Rozmisténi jader v koneéném linedrnim krystalu muze popisovat koneény Diractv hieben

R +P
D)= > 6(z—Na), (Z.11)
N=-P

jehoz Fourierovou transformaci je

N : sin Lyan
F [D(x)} (A) (e—wA)P : (SZTCLQA). (2.12)
2
Kvadrat
F2(A) = sin? (N + %) aA, (Z.13)

sin? %aA

coz je 2f—periodickét funkce, pak ma fyzikalni vyznam pii difrakci zareni na tomto krys-

talu.

Cluster rydbergovské hmoty je kone¢né dvourozmérné uspoirddani atomu s periodou
a a s hexagondlni symetrii. Podobnou symetrii, pokud je rozlozeni atomu homogenni, by
méla mit i hustota elektront. Zobecnénim sudé funkce v ptipadé homogenniho linedrniho
krystalu je a-periodickd hexagonalné symetrickd funkce: mé periodu a ve smérech

svirajicich dhly 2% a je invariantni vii¢i rotaci o tihel § okolo pocatku.

5v tom pifpadé periodickou alespon na néjaké oblasti
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Rovinna hexagondlni symetrie je v lectem neintuitivni pravé kvuli kontrastu, ze

nezavislé sméry jsou dva, ale vyzna¢né sméry symetrie jsou tii. Tento kontrast je dobie

T x—@y
() () an

ktera ze ¢tvercové reciproké miize

ilustrovan na transformaci

2
a

M, = {é = == (k& +18,) |k,1 € ZQ} (Z.15)

vytvor{ spravnou reciprokou miiz k funkeim s hexagonalni symetrii

T

= 2 2v/3 3 1

M, = G:—-—f k i,—f —i—l(O,l)T k,leZ?}, (Z.16)
a 3 2 2

ale touto transformaci z funkce se ¢tvercovou symetrii funkce se symetrii hexagonalni

nevznikne, protoze tieti vyznac¢ny smér neni explicitné zahrnut. Jsou-li dva vyznacné

smeéry Gi a Gy zvoleny tak, Ze sviraji ihel 2{ a jsou spojeny rotacf® R(3) prave o tento
N T - - =

uhel (tedy napt. G; = (@, —%) a Go = (0, 1)T), pak lze treti zvolit jako —G1 — Ga;

soucet vsech ti{ je tedy nulovy vektor a (modelovym) piikladem a-periodické funkce

se spravnou hexagondlni symetrii je

. 2 . 2 . 2
n(r) = (cos % : f‘) (cos % : F) (cos % : F) : (2.17)

Pii inspiraci sudymi funkcemi jedné proménné s periodou a lze ocekavat, ze i a-
periodické funkce s hexagondlni symetrii lze vyjadiit také jen pomoci kosinu; stejné

oc¢ekavani vzbuzuje i identita

Z C = cos Gi = Z C’é cos kG177 cos [Gof” (Z.18)
GeM, G(kGy+1Ga k122 )eM,
Vzhledem k algebraickému tvaru modelové funkce (Z.17) lze navic ocekavat, ze kosiny

se v rozkladu budou vyskytovat v (pomérné neobvyklém) trojitém soucinu.

Smatici rotace
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Definuje-li se

COS(3) (F; 6A> = cos ((_jA . F) cos (R(g) (éA) . F) cos (R%?)) (@A) . F) , (Z.19)

MO = {5}U{é:k@1+léz\k>0,l§0}, (2.20)

tedy sextant reciproké roviny a nulovy vektor, je vyslovena hypotéza, ze kazdéd a-

periodicka funkce s hexagondlni symetrii se da rozlozit jako

. .G

n(r) = Z Cg cos3) (r, 2) . (Z.21)
GeMm®

Hypotéza nebyla v praci dokazovana, ale dolozena na presném rozkladu dvou vybranych

funkei — modelové funkce (Z.17) a Fourierova obrazu kone¢ného a-periodického Diracova

hifebenu s hexagonalni symetrii. V piipadé prvné jmenované je

52\ 2 5 2\ 2 G- Gy) -7\
. ( G1-r> < GQ-r> 1—Ga) -7
n(r) = | cos —— cos ———— cos =

2 2 2

1 3 LG\ 1 .G 1 _ Gy — Gy
= —5 o8 (r; 2) + 5 cos(a) (7“; 22> + 7 cos(g) <'r; 2) . (2.22)
zatimco pro druhy (s prohozenim roli 7 a 67) vychazi
F [D“”)} (K) =—1+V(V+1)+8 Y cosg | & U (2.23)
v (3) D) )
Rentl®
kde
N = {5} U {ﬁ — Kéx + L& |K > 0,L > 0} . (Z.24)
Pocet uzlu v clusteru tvaru uplného pravidelného Sestithelniku je
#y =3V2 43V +1. (Z.25)

"jsou matematicky zdménné a také plati, ze reciprokd mifz k reciproké je opét piim4,
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Pro piimku v roviné clusteru, kterd prochazi jeho stfedem a je kolma k vektoru
reciproké mfiize C_})M, je bod piimé mfiize na ni lezici a nejblize k pocdtku (ale od néj

riizny) dén jako®

T
_, l r k(13
_ 1 - (XY= 7.26
R a Dk-’l( 70) Dk7l (27 2 > Y ( )

kde Dy je nejvetsi spolecny délitel ¢isel |k| a |I|, pokud jsou nenulovd, popf. Djy; =
max {|kl, |I|}, pokud je jedno z nich nulové®. Bod miize pro rovinné titvary malé velikosti
slouzit jako alternativni indexace reflexnich nadrovin k tzv. Millerovym indextim. Pocet

piimek kolmych k C_J’kyl, které protnou Sestitthelnik clusteru o velikosti V, je

206,V + 1, (Z.27)

kde vi; = max {|k|,|l|, |k —|}. Difrakéni spektrum na clusteru o periodé a se zafenim

o vlnové délce A\ vznika jen pro omezenou mnozinu k a [:

2a 2a

— < < 4— 2

L SIS+ (Z.28a)
I V3 [(2a\2 [ V3 [(2a)”
LoV ) <<y X2 22) 2 7.28b
+5 5 <A) B<h<dg - <A> I (Z.28b)

Algoritmus v pocitaci odhali, ze nékteré multiplicity m g se (alespon do testované
meze) viibec nevyskytujf, zatimco prvni vyskyt pithodnych nastava pro takové k2 — kI +

12, které jsou souciny magickych a polomagickych é&isel:

D

3

Npin = 953599 =7-13-19- 31

me) =6 | Nmin =1 mg) = 48 | Npin = 1729 =7-13 - 19
m(e) =12 | Nmin =7 mg) =54 | Nipin = 8281 =7-7-13-13
m(gy = 18 | Nmin =49 =17-7 m) = 60 | nevyskytujf se
mg) = 24 | Numin =91 =713 m(e) = 66 | nevyskytujf se
m) = 30 | nevyskytuji se M) = 72 | Npin = 12103 =7-7-13-19
mee) = 36 | Npin =637=7-7-13 me) = 78 | nevyskytuji se
me) = 42 | nevyskytuji se m) = 84 | nevyskytuji se

m) = 90 | nevyskytuji se

(6) =9

8takové body jsou dva: Ra—-R
9pro k =1 = 0 se bod nejblize k pocatku nedefinuje
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Multiplicita m g je pocet navzdjem raznych t¥id rovnobéznych (nad)rovin, které majf
V3
stejnou vzdalenost mezi sousednimi v dané tridé — ta je rovna d ;) = ﬁ Mul-

tiplicita je tedy rovna poétu viech kombinaci k a [, které daji stejné éislo k2 — kI + 12 —
ziejmé kromé k = [ = 0 bude ndsobkem Sesti a staéi ji tedy vySetfovat jen v (Z.20).
Clustery obecné orientace volné se vznasejici v prostoru budou mit trividlni difrakéni
obrazec: difrakce se bude dit do libovolného sméru, protoze kromé 1hla jejich natoceni
je spojita i jejich reciproka mrizka — pro dvourozmérny utvar v tf¥irozmérném prostoru se
jednd o soubor piimek kolmych k roviné utvaru. Pokud se ale clustery spoji do vlaken,
jejichz vzdjemna vzddlenost dp,,. bude mensi nez miizkova konstanta a v roviné clusteru,
pak zareni vlnové délky A\ € <2dpar., \/§a> zobrazi i v tfirozmérném prostoru strukturu
dvourozmérného uspotradani. Zareni by odpovidalo infrac¢ervenému nebo viditelnému
oboru spektra. Pri zméné vinové délky by mohlo dojit ke kvalitativnimu skoku v podobé

spektra, coz by mohlo piitomnost vldken odhalit.

......

s kvantovym ¢islem n ¢astice o hmotnosti M v ni zachycené jako

Ly —L

Lp =L+ 1= (Z.29)
n
pro L1 > Ly > /(,27‘/0) - Ac - 5, pak jsou energie ¢dstice v prvnim piiblizen{
Mc2
2

1

Wo=Vp|1-2. ; (Z.30)

4 Ly _ 2
1 (_V) Loo [e’s) 1
<1+ 5 MC% Ac<1+Ln>>

model je demonstraci systému, jehoz parametry se vyrazné méni spolu s kvantovym
stavem, tak jak je tomu u rydbergovské hmoty.

Vodikové vlnové funkce pro ! =n —1 a m = £(n — 1) maji jednoduchou formu:

Unn—1,n-1 (1 0,9) = Bn(r)On(0)Pn (), (2.31)

o 2 \" 2 1 -
Ru(r) = CUypn—le neg = ( > \/> Sl Z.32a
=7 nar) Voo™ Ty 520)
1 )

— (0) on—1pg _ ) (2n!.-n—1
0,(0)=C,/sin"" "0 = (1)1 \/ — -sin 0, (Z.32b)

) 1
B, () = C@)e-iln-Dp _

Ty, (Z.32¢)
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Pro vysoka n se prvni dvé funkce v (Z.32) daji pékné odhadnout Gaussovymi funkcemi

s polositkami Ag) =2-v/2In2-aq- n%, respektive Aff) =2.,/2102 4 tFet{ polozit rovnd

n
konstanté. Celd vlnova funkce se pak da nahradit funkci, ktera je konstantni v oblasti

pruniku pologitek, tedy

(r) (r) (0) (0)
~ C r 0 c <T _ An r + An > X <E _ An s + An >

’[/]n (’I"’ 9) — Y ( ) ) n 2 »'n 2 2 2 192 2
kde z normalizace plyne

1 1
22 AVAD  Torind af

|C2= (Z.34)
Funkce maji sice nulovy gradient, ale s vyuzitim viralového (4| Wi|iy) = (&n|%|1ﬁn>
v nejvyssi mocniné n vychazi

, 1 Re

ol HIG = —tmeta?. L _
(Ol H|in) = —5me*a® - — = (2.35)

2
tedy nadhradu ¥y, 1 +(n-1) = ¥y, 1ze povazovat za uspokojivou.

Kazdy z atomii zvl4st m4 energii W,, ale cely cluster interagujicich atomt m4 spek-
trum jiné — W,,. Pfedpoklada-li se ve vodikovém clusteru o sedmi atomech pouze inte-
rakce mezi sousednimi atomy a vysledna vlnova funkce jako linedrni kombinace dil¢ich
atomovych orbitala (LCAO), tj. ¢, = Z?:o CHZNJi(n), je vzdjemnd interakce vyjddiena

maticovou (Roothaanovou) rovnici

ACcCcCcCcCcC co
C BCO0OO0O0C o1
C CBC OO0 0 e
C 0 C BC 00 es | =0, (Z.36)
cC 00 CBC O ca
C 00 0CBC cs
cCCo000C B c6

kde A = (Wn—Wn)—l—GY, B = (Wn—Wn)Jr?)Y, C = (Wn—Wn>S+Yakde

2

S = <7750(n)w~}1(n)> je tzv. prekryvovy integral sousednich atomu a ¥ = —mec” - alA¢ -

<7/~10(n)|%‘¢1(n)> je tzv. coulombicky integral (sousednich atomu).
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Z vlastnosti Sesteretné symetrie jde uloha (Z.36) v fe¢i A, B a C vyfesit piesné —

energie W, jsou feSenimi rovnic

B=C, (Z.37a)
B=-C, (Z.37h)

B =2C, (2.37¢)

6C? —2AC — AB =0, (Z.37d)

a odhadne-li se S < 1, jsou hodnoty molekularniho spektra clusteru W, pro dané n

(véetné vyznacenych degeneraci) po radé

Wo+Y > W, +2Y (2x) > W, +3Y > W, +4Y (2x) > W, +8Y (Z.38)

a celkovd vysledna energie clusteru

W, =T (Wn + 5Y> . (2.39)

Coulombicky integral Y se da diky konstrukei 1;” geometricky odhadnout a v nejvyssi
mocniné n je zdporny a umérny n_%, coz potvrzuje cluster jako vazany stav.

V experimentu AEGIS v CERNu by se méla soucasné nachéazet elektrickd a mag-
netickd pole vélcové symetrie. Zatimco pohyb v téchto kiiznych polich je pro nabitou

¢astici ddn pomoci Lorentzovy sily, pro neutralni atom vodiku nebo antivodiku je situace

vvvvvv

ME = %W, (2.40),
kde
R |3 o eh 5 3 5, ¢h =
Wp = —E + iaoenE + 2m€B na+ —5(10671E + eB ngp (Z41)

je zaroven potencialni energie atomu v kiiznych polich a také spektrum daného atomu
s vnéjsimi poli jako poruchami. Spektrum mé puvod v aparitu tzv. staré kvantové
teorie [19] a je klasicky interpretovatelné jako dvojice nezévislych precesnich pohybu
dvou dipdli; (Z.41) je zobecnénim (Z.1). Kvantovéa &fsla ng a np nédlezf (kazdé zv14st
nezavisle na druhém) mnozindm {—”T_l, e "T_l}, kde se postupuje po jedné — tedy
pres cela ¢isla pro licha n a pres poloviéni zlomky pro n sudéd. Tato ¢isla nemaji zadnou

piimou souvislost s kvantovymi ¢isly p a m dobfe definovanymi jen pro piipady, ze je
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jedno z poli nulové, nebo kdyz jsou pole v daném misté rovnobéznd — v téchto piipadech

jsou elektrické a magnetické poruchy soumértitelné, jak plyne [1] z komutdtoru

62

{ h Br. _eﬁﬁ] _

2me

o <E X B) R. (Z.42)

Soucasné pusobeni elektrického a magnetického pole na atom je nelinearni. V exper-
imentu AEGIS slouzi magnetické pole k zachytu antiprotoni a elektrické pole by mélo
vznikajici antivodiky urychlovat podél osy valcové symetrie. Vhodnym modelovym elek-

trickym polem tohoto schopnym muze byt

_ In -
CI)(T’ z) _ < Z — Zoo > . (1 Trint ((I)out — (I)in) + q)in> R (Z43)
n Tout

Zid. — “oo

Tin
coz je presné partikuldrni feSeni Poissonovy rovnice. P#i vhodné kombinaci poc¢atecnich
podminek pohybu a kvantového stavu atomu skutecné toto pole urychluje atomy podél
osy véalcové symetrie za jejich sou¢asného obéhu vélcové osy, vysledkem ¢ehoz je nepravi-
delnd spirala, jak ukazuji simulace pohybu podle (Z.40) a (Z.41). Kvalitativné podobné
jsou trajektorie, pfidé-li se k tomuto poli i magnetické pole experimentu AEGIS, jak
plyne rovnéz ze simulaci. Nevyhnutelnost tohoto spiralovitého pohybu, kterou autor

predpovidé, muze mit na konstrukci experimentu AEGIS vyznamny dopad.
Mozné sméry budouciho vyvoje

Dosazené vysledky oteviraji moznosti pro dalsi badani a aplikace.

Presné teSeni keplerovského pohybu v elektrostatickém poli vdlcové symetrie muze
vyznamné pomoci pii konstrukci takové pasti na atomy, molekuly nebo clustery — ukazuje
cestu, jak pohyb omezit i v podélném sméru, popi. naopak pouzit zafrizeni jako trans-
¢éstic, teplotni rozdéleni rychlosti, zmény kvantovych stavu a dalsi); a vubec tisporné
vyjadieni kritérii zachyceni podle jen étyt bezrozmérnych veli¢in umoziiuje optimalizo-
vat parametry pasti (rozméry a potencidly) pro ocekavané kvantové stavy nebo rychlosti
¢astic, popt. naopak. Pouzity model a postup mohou byt uplatnény i na jiné nez valcové
symetrie.

Interpola¢ni schéma navazujici spojité prvni derivace muze najit uplatnéni pii simu-
lacich jako nastroj vyznamné omezujici numerické chyby pocitace a tim i nefyzikalni
vysledky v téch ptipadech, kdy tdloha na prvnich derivacich diskrétné zadané veli¢iny

zé&visi.
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Navrzeny neobvykly zépis rozkladu tiidy funkci s hexagondlni symetrii (souciny
tii kosinu, parametrickd zavislost na polovindch reciprokych vektord, obtizné analo-
gické vyjddieni pomoci komplexnich exponenciel) muze byt uziteény vubec pro studium
téchto funkei jako takovych; otazka moznosti takového zapisu univerzalné, nejen pro dvo-
jici funkei, pro néz byl demonstrovan, je oteviena. Rovnéz pro matematiku muze byt
zajimavy problém existence multiplicit a jejich napadné souvislost s magickymi éisly.

Na rozbor o moznostech méreni difrakéniho spektra dvojrozmérného clusteru v tiiroz-
mérném prostoru muze primo navdzat experiment. Interpretace vysledku pak muze byt
nejen dalsim dukazem existence do clusteru kondenzované rydbergovské hmoty (a jejich
fetézeni do vldken), ale také napiiklad zdrojem informaci o rozdéleni elektronu v clusteru,
pokud by na analyzu reciproké mfize navazal rozbor formfaktoru.

Ptesné feseni modelu clusteru v . LCAO pfiblizeni muze s pouzitim duslednéjsich
metod nez zde naznacenych linearizovanych prozradit mnoho o elektronickém spektru
clusteru se vSemi dusledky, obzvlasté pokud jde o kovovou povahu objektu, formfaktor
souvisejici s difrakénim spektrem nebo omezeni kvantovych jevii na hranici makrosvéta.
Metoda pouzitd pii odvozeni muze byt uziteénd i pii studiu vétsich objektu, nez je
cluster se sedmi atomy, a to daleko za rdmec rydbergovské hmoty, protoze na rozdil
od linearnich nebo cyklickych fetizkii atomt by tak byly vystizeny systémy, v nichz
(alespon nékteré) atomy mohou mit vice nez dva s nimi interagujici sousedy.

Geometrickd metoda ndhrady urcitych vinovych funkei muze pii dostate¢ném zjemné-
ni a rozboru také prokdzat svou uzite¢nost i mimo studium rydbergovské hmoty.

Piesné partikuldrni feseni Poissonovy rovnice (a jind jemu podobnd) ve vélcovych
soufadnicich, kterym se literatura vénuje méné nez napt. kartézskym nebo sférickym,
muze mit dalsi zajimavé vlastnosti za rdmec urychlovaci schopnosti v piipadé atomt.
Muze byt rovnéz elementdrnim prvkem atomové elektrostatické optiky.

Pohybova rovnice atomu vodiku nebo antivodiku v kiiznych polich vychazejici ze staré
kvantové teorie muze byt pojitkem mezi kvantovym a klasickym popisem mikrosvéta,
tim spis, pokud by platila presné pro rydbergovské koherentni stavy.

Pro experiment AEGIS specidlné je vyznamné zjisténi, ze souc¢asné nelinedrni puso-
beni kiiznych poli na atomy umoznuje jejich urychlovani ve zvoleném sméru i v mistech
silnych gradientu magnetického pole a Ze podélny pohyb je pravdépodobné pro vétsinu
atomu nutné spojen s pohybem rotaénim vedoucim na trajektorii tvaru nepravidelné

spiraly.
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Priloha A

Koéd pro vypocet multiplicity v

pocitaci

#include <iostream>
#include <math.h>

using namespace std;

int main()
{
double nmax=100;
cout << "nmax = " << nmax << endl;
double k=0;
double 1=0;
int 1lint=0;
int i=0;
int imax=0;
double nrec=1;
double n42=0;
double mtest=18;
cout << "---" << endl;

for (double n=1; n<= nmax; n++)

{

i=0;
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cout << "n = " << n << endl;
double sn=floor(sqrt(4*n));

for(double m=0; m<=sn; m++)

{
if (floor(sqrt((4*n - m*m)/3)) == sqrt((4*n - m*m)/3))
{
1=sqrt((4.0*n - m*m)/3.0);
lint=1;
k=(1.0/2.0)*(- 1 + m);
if ((k > 0) && (k = floor(k)))
//overeni, jestli nevyjde polovicni zlomek
{
cout << "vyhovuje k = " << k
<K " g1l ="<< - lint << endl;
i++;
}
}
}
cout << "M(" << n << ") = " << B*i << endl;
cout << "---" << endl;

if (i > imax)

{

imax = i;

nrec=n;

if (6*imax == mtest) {n42=n;}
}
}

cout << "Nejvyssi multiplicita pron =1 az n = " << nmax

<< " jem =" << 6ximax << "." << endl;

cout << "Prvni vyskyt nejvyssi multiplicity m << 6*imax

<< " je pron = " << nrec << "." << endl;

cout << "Posledni vyskyt zvolene multiplicity m = " << mtest
<< " je pron =" << n42 << "." << endl;

return O;

195






