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Abstrakt: Tato bakalá°ská práce se zam¥°uje na studium efekt· p°i nespln¥ní
podmínky faktorizovatelnosti svazku v pr·b¥hu VdM skenu. V úvodu této práce
byly vysv¥tleny sráºky na urychlova£ích a byly p°idány detaily o CERNu i ex-
perimentu ALICE. Rovnice týkající se luminozity pro r·zné podmínky sráºek
(£elní, pod úhlem, s posuvem) byly znovu odvozeny a pozd¥ji byly vyuºity p°i
popisu Van der Meer sken·. V praktické £ásti byl testován generátor náhodných
£ísel podle vícedimenzionální Gaussovy distribuce. Takto vygenerovaná rozd¥-
lení byla dále pouºita k simulování VdM skenu, u kterého bylo moºné porovnat
výsledek simulace s analytickou p°edpov¥dí. Simulace hrají st¥ºejní roli v pocho-
pení faktorizovatelnosti a pochopení vlivu vstupních parametr· projevujících se
na výsledné odchylce m¥°ení. A tím lépe ur£it nejistotu stanovení luminozity.
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Abstract: This bachelor thesis is focused on studying e�ects of non-factorisation
assumption during VdM sken. First, collisions at particle accelerators were intro-
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Sráºky na urychlova£ích £ástic

Fyzika studuje p°írodní procesy pomocí pozorování. V dobách minulých sta£ily
lidem jejich o£i, pozd¥ji vyuºívali k pozorování nástroje, které jim umoº¬o-
valy sledovat procesy na men²ích nebo naopak mnohem v¥t²ích ²kálách (mik-
roskop, dalekohled). Prvními objekty, které lidé pozorovali pomocí mikroskopu,
byl hmyz, pozd¥ji bu¬ky. Od ur£ité úrovn¥ zv¥t²ení optického mikroskopu v²ak
nebylo moºné rozli²it od sebe dva body blíºe neº je pouºitá vlnová délka dopada-
jícího sv¥tla. Tento problém byl vy°e²en vynálezem elektronového mikroskopu,
kde urychlené elektrony procházejí skrz vzorek na �uorescen£ní desku, která
m¥ní tok elektron· na fotony. Po zdokonalení je moºné spat°it struktury o ve-
likosti n¥kolika nanometr·. Velikost atomu je jen o °ád men²í. Ale jak studovat
strukturu hmoty men²í neº atom?

Ke studiu vnit°ní struktury atomu je pot°eba jiný p°ístup. Velmi známý je
experiment provedený E. Rutherfordem, který ost°eloval zlatou folii α-£ásticemi
a z úhlového rozd¥lení vylétajících £ástic do²el k záv¥ru, ºe v atomu je velmi
hmotný st°ed (atomové jádro). Jenºe ke studiu struktury jádra £i dokonce pro-
ton· byla pot°eba v¥t²í energie neº poskytovaly p°írodní zdroje radioaktivity. K
dosaºení vy²²ích energií je zapot°ebí pouºít urychlova£e £ástic. První urychlova£
byl postaven v N¥mecku v roce 1928 na Cá²ské univerzit¥. Jednalo se o lineární
urychlova£, který jako první potvrdil moºnost urychlovat £ástice elektrostatic-
kým polem. V dal²ích letech byly vynalezeny nové typy urychlova£· jako nap°í-
klad kruhový urychlova£. Zprvu slouºily urychlova£e pro v¥decké ú£ely, studium
izotop·, elementárních £ástic, ale následn¥ na²ly uplatn¥ní i v mnoha dal²ích
oblastech. V dne²ní dob¥ se uplat¬ují v medicín¥ (pomáhají lé£it rakovinové
nádory), v pr·myslu (vývoj materiál·), ale také ve fyzice vysokých energií.

Aktuáln¥ nejv¥t²í soustava urychlova£· se nachází na ²výcarsko-francouzské
hranici ve výzkumném za°ízení CERN. Urychlovací soustava je zakon£ena vel-
kým hadronovým sráºe£em (LHC), jehoº nejvy²²í dosaºená energie sráºek pro-
ton· je 13 TeV. Krom¥ proton· se na LHC sráºí také jádra olova s maximální
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KAPITOLA 1. ÚVOD 14

energií sráºky 5.02 TeV na nukleon. Jelikoº produkty £ásticových sráºek nejsou
lidským okem pozorovatelné, je pot°eba kolem místa sráºek postavit detektory.
Na LHC se jedná o 4 velké soustavy detektor· (ALICE, ATLAS, CMS, LHCb),
kde kaºdá soustava je uzp·sobena na detekci mírn¥ odli²ných jev·. Podrobn¥ji
je na experimenty na LHC zam¥°ena Kapitola 2. Zárove¬ v²echny urychlova£e
a detektory mají jisté základní parametry, o kterých je pojednáno v dal²ím
odstavci.

Krom¥ studia samotných £ástic, které jsou p°i sráºkách produkovány, jsou
na urychlova£ích studovány i fyzikální procesy a interakce. Pomocí detektoru lze
m¥°it frekvenci (angl. rate) interakce p°i daných sráºkách po£ítáním událostí,
pro které byla spln¥na trigrovací podmínka za jednotku £asu. Tato frekvence
samoz°ejm¥ souvisí s pravd¥podobností, ºe daná interakce prob¥hne. Ú£inný
pr·°ez tuto pravd¥podobnost reprezentuje.

Parametr, který spojuje ú£inný pr·°ez a frekvenci interakce, se nazývá lu-
minozita. Pokud je detekován proces p s frekvencí Rp a ú£inným pr·°ezem σp,
tak rovnice (1.1) je dává do souvislosti s luminozitou L.

Rp = Lσp. (1.1)

Jinak °e£eno luminozita je mírou po£tu £ástic, které jsme schopni vt¥snat do
daného prostoru v daném £ase. V p°ípad¥, ºe je znám celkový ú£inný pr·°ez,
lze za pomoci luminozity vypo£ítat po£et p°edpokládaných sráºek, které by se
m¥ly v daném £ase odehrát. Pokud se luminozita zintegruje p°es £asový úsek,
získáme tzv. integrovanou luminozitu, která se £asto pouºívá jako míra výkon-
nosti urychlova£e, protoºe po vynásobení celkovým ú£inným pr·°ezem se získá
celkový po£et interakcí. V jednotkách SI je jednotkou luminozity m−2s−1 a in-
tegrované luminozity m−2. V £ásticové fyzice se £ast¥ji pouºívá jednotka barn

1b = 10−28m2.

Pro lep²í p°edstavu je na Obrázku 1.1 zobrazen vývoj integrované luminozity
pro n¥kolik let provozu LHC.
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Obrázek 1.1: Znázorn¥ní integrované luminozity pro LHC v letech od 2011 do
2016. P°evzato z [1]

1.2 Motivace

Z rovnice (1.1) plyne, ºe chyba m¥°ení ú£inného pr·°ezu závisí nejen na chyb¥
ur£ení frekvence sráºek, ale také na chyb¥ m¥°ení luminozity. Jelikoº LHC stále
nabírá více a více dat, je moºné sníºit chybu ur£ení frekvence sráºek. V jisté
chvíli bude hlavní p°ísp¥vek chyby ur£ení ú£inného pr·°ezu tvo°en p°eváºn¥
chybou m¥°ení luminozity. V sou£asnosti tento stav jiº nastal pro n¥kolik d·le-
ºitých m¥°ení na LHC, a proto je velmi d·leºité prohloubit znalosti stanovení
luminozity z d·vodu následného sníºení dané chyby.

V Kapitole (4) jsou popsány Van der Meer (VdM) skeny, pomocí kterých
se kalibruje absolutní hodnota luminozity. Na LHC se urychlují £ástice v tzv.
balících (angl. bunch). V pr·b¥hu VdM skenu se m¥°í geometrický p°ekryv srá-
ºejících se balík· a to za p°edpokladu, ºe jejich tvar je geometricky faktorizova-
telný do dvou nezávislých distribucí v pr·m¥tu kolmém na sm¥r rychlosti. Tato
práce je zam¥°ena na studium efektu daného p°edpokladu p°i pouºití Gaussovy
distribuce pro reprezentaci balíku £ástic, protoºe bylo zji²t¥no, ºe p°edpoklad
faktorizovatelnosti není vºdy spln¥n a odchylka m¥°ení se pak pohybuje v °ádech
n¥kolika procent, coº se p°ímo projevuje do nejistoty stanovení luminozity.

V literatu°e [7, kap. 4.3] jsou popsány matematické metody, které se k vý-
po£tu pouºívají. Z nich nap°íklad vyplývá, ºe pro balíky popsané Gaussovou
distribucí se st°ed luminozitního regionu m·ºe pohybovat pouze lineárn¥. Po-
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kud p°i m¥°ení dojde k odchylce, vyplývá z toho, ºe je pot°eba pouºít jinou
distribuci k popisu balík·. K t¥mto typ·m m¥°ení jiº do²lo, na experimentu
ATLAS v roce 2012 a na experimentu ALICE v roce 2013. Vyplynulo z nich,
ºe svazky nejsou faktorizovatelné. Proto je jedním z cíl· odhadnout chybu p°i
nespln¥ní p°edpokladu faktorizovatelnosti. V sou£asnosti se pouºívá na LHC
metoda, která není optimální, jelikoº má vlastní p°edpoklady (tvar svazku po-
pisuje dvojitým Gaussovým rozd¥lením). Proto se zabýváme odhadem p°esnosti
a výkonnosti této sou£asné metody pro p°ípady, kdy je p°edpoklad spln¥n.

1.3 Struktura

Zám¥rem bakalá°ské práce je prohloubit znalosti o stanovení luminozity pomocí
metody Van der Meer skenu, která je pouºívána na LHC, konkrétn¥ na expe-
rimentu ALICE. Práce je strukturována tak, ºe nejd°íve jsou popsány d·vody
pouºití urychlova£· v £ásticové fyzice (Sekce 1.1) se zmínkou pot°eby m¥°it
luminozity. Dále je nastín¥na motivace této práce (Sekce 1.2). Následuje po-
pis urychlova£e LHC (Kapitola 2), který se zabývá jeho vznikem i technolo-
gickým vylep²ením. Kapitola také zahrnuje popis experimentu ALICE (Sekce
2.2), který je st¥ºejní pro správné pochopení Kapitoly 4, obzvlá²t¥ pak pro po-
chopení Sekce 4.3. Dále je uvedena matematická formulace m¥°ení luminozity
(Kapitola 3), která je vyuºita v Kapitole následující (4), zabývá se nejen pr·-
b¥hem VdM skenu, ale i informacemi o ºivot¥ tv·rce této metody. Detailn¥ji
je pak popsán pr·b¥h metody p°ímo na experimentu ALICE (Sekce 4.3). Na
konci kapitoly o luminozit¥ jsou uvedeny alternativní metody k jejímu stano-
vení (Sekce 4.4). Tímto kon£í literární re²er²e a pokra£uje praktická £ást práce.
Jako první jsou p°edstaveny metody a nástroje � simulace k ur£ení integrál·
p°ekryvu (luminozitního regionu), které byly vytvo°eny v programu ROOT [8].
Také je p°edstavena metoda ur£ení faktorizace a srovnání numerického modelu s
analytickým °e²ením. Poté následuje p°edvedení výsledk· simulace VdM skenu
(Sekce 5.4). Záv¥rem je v²e shrnuto (Kapitola 6).



Kapitola 2

Velký hadronový urychlova£

Tato kapitola stru£n¥ p°edstavuje CERN a projekt LHC s experimentem ALICE.
Zahrnuje informace vhodné k pochopení pr·b¥hu VdM skenu na ALICE (Sekce 4.3).
Jedná se p°edev²ím o popis detektor· T0 a V0, které slouºí k ur£ování lumino-
zity.

2.1 CERN

V roce 1954 byla zaloºena evropská laborato° CERN (angl. European Organi-
zation for Nuclear Research) s cílem studovat hmotu, ze které se skládá vesmír.
Jedná se o ve°ejnou instituci na jejíº provoz p°ispívají £lenské státy a v²echny
dosaºené výsledky p°ístupné ve°ejnosti.

Krom¥ stálých zam¥stnanc· pracují v laborato°ích CERN také tzv. uºiva-
telé, coº jsou v¥de£tí pracovníci zam¥stnáni v domovských institucích. Stálých
zam¥stnanc· je 2500 a uºivatel· je p°es 10000. P°ehledn¥ v²e zobrazeno na
Obrázku 2.1.

V pr·b¥hu let byly v CERNu postaveny urychlova£e nabitých £ástic. První
spu²t¥ný urychlova£ byl Protonový Synchrotron (PS), který byl dostav¥n v roce
1959. V dne²ní dob¥ je stále pouºíván jako p°ed-urychlova£ dal²ích urychlo-
vacích stup¬·. Na n¥j navazuje SPS (Super Proton Synchrotron) a dále LHC
(angl. Large Hadron Collider). Schématické zakreslení urychlovacích stup¬· je
na Obrázku 2.2.

LHC byl spu²t¥n v roce 2008 jako nástupce urychlova£e LEP (angl. Large
Electron-Positron Collider), který místo sráºek elektron· s pozitrony (v p°ípad¥
LEP), pouºívá protony, p°ípadn¥ jádra olova. Pouºitím t¥º²ích £ástic (proton·
místo elektron·) je moºné dosáhnout vy²²ích energií a to z d·vodu niº²ího syn-
chrotronového zá°ení, které vzniká p°i zak°ivování dráhy nabitých £ástic.

17
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Obrázek 2.1: Mapa sv¥ta, gra�cky odli²ující £lenské státy (mod°e), pozorovatele
(zelen¥), p°idruºené státy (bled¥ mod°e), státy usilující o vstup ºlut¥ a ostatní
státy podílející se na výzkumu (£erven¥). Zárove¬ je zobrazen po£et uºivatel· z
daných zemí. P°evzato z [2].

Obrázek 2.2: Schématické zakreslení urychlova£· v CERNu. Z PS jsou £ástice
o energii 25 GeV poslány do SPS a urychleny na energii 450 GeV. Z SPS putují
£ástice do LHC, kde jsou urychleny na 6,5 TeV. P°evzato z [3].



KAPITOLA 2. VELKÝ HADRONOVÝ URYCHLOVA� 19

V sou£asnosti po zdokonalení b¥hem technologické p°estávky je LHC scho-
pen urychlit protony na energii 6,5 TeV. P°i porovnání s p°edch·dcem, který
m¥l stejné rozm¥ry (LHC pouºívá stejný tunel jako LEP), je dosaºitelná energie
vy²²í p°ibliºn¥ 30-ti násobn¥ (základní údaje jsou v Tabulce 2.1). �áste£n¥ je
to z d·vodu zvý²ení hmotnosti £ástic, ale také z d·vodu pouºití supravodivých
magnet·, které generují magnetické pole o síle 8 T. Proto je moºné zak°ivit
dráhu i vysokoenergetickým proton·m/jádr·m olova. K tomu, aby se magnety
staly supravodivé, se musí ochladit na teplotu niº²í neº 10 K a pro generování
dostate£n¥ silného magnetického pole dokonce na 1,9 K. Udrºení takto nízkých
teplot je extrémn¥ energeticky náro£né. V p°ípad¥, ºe by se teplota zvý²ila nad
kritickou úrove¬, mohlo by dojít k výbuchu, jelikoº magnety prochází 11400 A.
Stalo se tak p°i prvním spu²t¥ní LHC. �ást supravodivých magnet· p°estala být
supravodivá, magnety se zah°ály, £ímº se zvý²il tlak v chladícím ústrojí a do²lo
k výbuchu. Po opravách byl znovu spu²t¥n v roce 2009 a od té doby funguje bez
podobného incidentu.

Samotný urychlova£ LHC by bez detektor· £ástic nem¥l v¥decké vyuºití.
Proto je n¥kolik experimentálních míst, kde se svazky sráºejí a detekují se pro-
dukty sráºek. Jedná se o experimenty ALICE (angl. A Large Ion Collider Ex-
periment), ATLAS (angl. A Toroidal LHC ApparatuS), CMS (angl. Compact
Muon Solenoid) a LHCb (angl. Large Hadron Collider beauty). ATLAS a CMS
potvrdily existenci Higgsova bosonu v roce 2012, dále zkoumají jeho vlastnosti
a hledají známky supersymetrie. Kdeºto ALICE je zam¥°ená na sráºky iont·
olova, p°ípadn¥ proton-olovo. Popis sou£ástí detektoru ALICE je v následující
sekci.

Tabulka 2.1: Základní údaje LHC. P°eloºeno z [9].

Obvod 26 659 m
Opera£ní teplota supravodivých magnet· 1,9 K
Celkový po£et magnet· 9593
Maximální energie proton· 6,5 TeV
Maximální energie nukleon· (v Pb) 2,56 TeV
Maximální magnetické pole dipól· 7,74 T
Po£et balík·/shluk· v protonovém svazku 2808

2.2 ALICE

Experiment ALICE je soubor detektor· t¥ºkých iont· primárn¥ zam¥°ených na
studium silné interakce. Celková velikost je 16m×16m×26m a p°ibliºná hmot-
nost 10000 tun. Nejblíºe svazku se nachází vnit°ní dráhový detektor ITS (angl.
Inner Tracking System), dále cylindrická £asov¥ projek£ní komora TPC (angl.
Time-Projection Chamber), detektor doby letu TOF (angl. Time-of-Flight), �e-
renk·v detektor HMPID (angl. High Momentum particle identi�cation detec-
tor) a detektor p°echodového zá°ení TRD (angl. Transition Radiation Detector).
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V dop°edném sm¥ru se nachází mionový spektrometr. Krom¥ t¥chto vyjmeno-
vaných díl· je sou£ástí i pár men²ích detektor·, ze kterých jsou pro stanovení
luminozity nejd·leºit¥j²í dop°edné detektory T0 a V0.

Nákres ALICE je zobrazen na Obrázku 2.2. Dokumentace experimentu [10]
je velmi rozsáhlá a v této práci nelze obsáhnout v²echny detektory podrobn¥.
Proto bude dále pojednáno pouze o detektorech p°ímo pouºitých p°i VdM skenu,
který popisuje £lánek [6] a p°i kterém byly pouºity detektory T0 a V0.
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2.2.1 Detektor V0

Scintila£ní detektor V0 se skládá ze dvou scintila£ních polí V0A a V0C, které
mají malý úhlový rozsah a jsou p°ipevn¥ny na opa£ných stranách experimentu
ALICE. V0 slouºí k n¥kolika ú£el·m:

� Udává tzv. minimum-bias triger pro centrální detektory p°i sráºkách proton-
proton nebo olovo-olovo.

� Udává centralitu sráºek pomocí zaznamenané multiplicity p°i sráºce.

� Je pouºíván p°i m¥°ení luminozity.

Detektor V0A je nainstalován 329 cm od interak£ního bodu na stran¥ opa£né k
mionovému spektrometru, kdeºto V0C je 88 cm od interak£ního bodu na p°ední
stran¥ hadronového absorbéru. Kaºdý se skládá z 32 samostatných scintilátor·,
které jsou uspo°ádány do 4 kruh· po 8 elementech, kde kaºdý element zabírá 45°.
Pro V0A je tlou²´ka jednoho segmentu 2,5 cm a pro V0C 2,0 cm. Dal²í odli²ností
mezi V0A a V0C je uspo°ádání vláken m¥ni£· vlnové délky WLS �bres (angl.
Wave-length shifting �bres). Pro V0A jsou rozloºena ve vzdálenosti 1 cm od sebe
na kaºdé stran¥ scintilátoru a následn¥ sdruºena a vyvedena do fotonásobi£e. U
V0C je situace jiná. V²echny WLS vlákna jsou sdruºena na stran¥ scintilátoru
a vyvedena jsou pouze dv¥ vlákna, která jsou následn¥ p°ipojena na optické
kabely, jeº vedou do fotonásobi£e [10, str. 133].

D·leºitým faktorem je rychlost, se kterou detektor V0 pracuje. �asové roz-
li²ení je lep²í neº 1 ns, a proto jej lze pouºít pro trigrování dal²ích komponent.
Mezi dal²í d·leºité aspekty se °adí radia£ní odolnost. Ve²kerá elektronika je
odd¥lená od samotného detektoru, tudíº se nep°edpokládá jakékoliv po²kození.

Krom¥ vysoké rychlosti vy£ítání je u detektoru V0 d·leºitá citlivost na jed-
notlivé £ástice a také pokrytí velkého regionu pseudorapidity. Proto je jeho
efektivita trigrování p°ibliºn¥ 75% p°i nepruºných proton-protonových sráºkách.
Tyto parametry umoº¬ují snímat vysokou frekvenci sráºek a zachovávat nízkou
nejistotu m¥°ení.

2.2.2 Detektor T0

�erenk·v detektor T0 se skládá ze dvou polí, v kaºdém poli je 12 elementárních
detektor·, které jsou stejn¥ jako pole V0 p°ipevn¥ny na opa£ných stranách in-
terak£ního bodu. Princip £innosti je zaloºen na jevu �erenkova zá°ení: £ástice,
která prolétá prost°edím rychleji neº sv¥tlo, vyza°uje elektromagnetické vlny.
Ú£elem detektoru T0 je:

� Ur£it £as sráºky pro detektor TOF, kde je poºadovaná p°esnost 50 ps.

� S p°esností ±1.5 cm ur£it polohu ve sm¥ru rychlosti primárního vertexu
kaºdé interakce a slouºit tak jako triger.

� Slouºit jako redundantní detektor k detektoru V0 (centralita sráºek a
minimum-bias triger).
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Detektor T0A se nachází 370 cm od interak£ního bodu na stejné stran¥ jako
V0A a T0C je lokalizován na opa£né stran¥ ve vzdálenosti 70 cm od inter-
ak£ního bodu. Kaºdý element je sestaven z fotonásobi£ové trubice PMT (angl.
photomultiplier tube) (30 mm v pr·m¥ru, 45 mm na délku) opticky spojené
s k°emenným blokem (20 mm v pr·m¥ru, tlou²´ka 20 mm). Ve²kerá pouºitá
elektronika pro okamºité vy£tení detektoru je vysokorychlostní s mrtvou dobou
niº²í neº 25 ns.

Výhodou detektoru T0 je nízký pom¥r pozadí v·£i signálu a také velká £asová
stabilita. Tato stabilita umoº¬uje extrapolovat výsledky VdM skenu do zbytku
pracovního období s nízkou chybou. Dále akceptance T0 p°ekrývá kompletn¥
akceptanci V0, takºe je moºné sledovat £asovou stabilitu detektoru V0.



Kapitola 3

Luminozita z parametr·
urychlova£e

V této kapitole je prezentována matematická formulace výpo£tu relativní hod-
noty luminozity. Kapitola je stav¥na v po°adí od £elních sráºek (Sekce 3.1), p°es
sráºky s posunutím (Sekce 3.2), které se pouºívají p°i VdM skenu, aº po sráºky
pod úhlem (Sekce 3.3).

3.1 �elní sráºky

V p°ípad¥, ºe svazky mají podélnou strukturu a sráºejí se £eln¥, tedy bez posu-
nutí nebo sráºkového úhlu, lze luminozitu ur£it pomocí rovnice (3.1).

L = KnbfN1N2

∫ ∞
−∞

S1(x, y, z, t)S2(x, y, z, t) dxdy dz dt. (3.1)

K vypo£tení její hodnoty je t°eba znát parametry: po£et £ástic v balíku N1

a N2, frekvence sráºek f , po£et balík· ve svazku nb, kinematický faktor K
a p°edev²ím distribuci rozd¥lení £ástic v kaºdém svazku S1 a S2. Ty udávají
pravd¥podobnost nalezení £ástice v daném míst¥ a £ase. Jedním z p°edpoklad·,
které jsou pouºity je £asová nezávislost rozloºení £ástic v balíku (aº na pohyb v
z-ové ose). K odhadu rozd¥lení £ástic se pouºívá tzv. VdM sken, o kterém bude
pojednáno pozd¥ji.

Kinematický faktor závisí na úhlu pod kterým se svazky sráºejí a je de�nován
rovnicí (3.2),

K =

√
(~v1 − ~v2)

2 − (~v1 × ~v2)
2

c2
, (3.2)

kde ~v1 a ~v2 jsou vektory rychlosti balík· (pro £elní sráºky K = 2c). �elní
sráºky umoº¬ují rovnici (3.1) zjednodu²it a to tak, ºe se distribu£ní funkce
S(x, y, z, t) p°epí²í do tvaru S(x, y, z±ct). Pro Gaussovy distribuce (bez korelací)

24
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lze dokonce celý proces zjednodu²it, díky faktorizaci do kolmých sm¥r·, zapsáno
následovn¥: S(x, y, z± ct) = Sx(x)Sy(y)Sz(z± ct). V této £ásti p°edpokládáme,
ºe svazek je tvo°en 3D Gaussovou distribucí s rozptylem σ2

x v ose x, σ
2
y v ose y a

σ2
z v ose z (coº je i sm¥r pohybu). V praxi je £asté, ºe σz � σx, σy. Tudíº i pro

svazky, které nejsou dostate£n¥ dob°e popsány Gaussovou distribucí v rovin¥
kolmé ke sm¥ru pohybu, je moºné popsat rozloºení £ástic v z-ové ose pomocí
Gaussovy distribuce s dostate£nou p°esností. Pro ilustraci je uveden výpo£et∫∞
−∞ S1(z + ct)S2(z − ct) dz dt, kde pro jednoduchost se p°edpokládá, ºe oba
svazky mají stejnou hodnotu rozptylu σ2.

Lzt =

∫ ∞
−∞

S1(z + ct)S2(z − ct) dz dt (3.3)

=

(
1√
2πσ

)2 ∫ ∞
−∞

exp

(
− (z + ct)2

2σ2

)
exp

(
− (z − ct)2

2σ2

)
dz dt (3.4)

=
1

2πσ2

∫ ∞
−∞

exp

(
− (z2 + 2zct+ c2t2) + (z2 − 2zct+ c2t2)

2σ2

)
dz dt (3.5)

=
1

2πσ2

∫ ∞
−∞

exp

(
− (z2 + c2t2)

σ2

)
dz dt, (3.6)

coº lze jednodu²e separovat a pomocí standardního integrálu (3.7) vypo£ítat,∫ ∞
−∞

exp(−ax2 − bx) =

√
π

a
exp(

b2

4a
). (3.7)

Lzt =
1

2πσ2

∫ ∞
−∞

exp

(
− (z2)

σ2

)
dz

∫ ∞
−∞

exp

(
c2t2

σ2

)
dt

=
1

2πσ2

√
πσ2

√
πσ2

c2
=

1

2c
. (3.8)

Tímto je zjednodu²ena rovnice luminozity na (3.9), která ale platí pouze v p°í-
pad¥ £elních sráºek. Dále bude p°edveden výpo£et luminozity pro Gaussovu
distribu£ní funkci v rovinn¥ x, y.

LHead = nbfN1N2

∫ ∞
−∞

S1(x, y)S2(x, y) dx dy. (3.9)
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Vychází se z jiº známé rovnice (3.9), do které je dosazeno za Si.

LHeadGauss = nbfN1N2

∫ ∞
−∞

1

2πσ1xσ1y
exp

(
− x2

2σ2
1x

− y2

2σ2
1y

)
1

2πσ2xσ2y
exp

(
− x2

2σ2
2x

− y2

2σ2
2y

)
dxdy (3.10)

=
nbfN1N2

4π2σ1xσ1yσ2xσ2y

∫ ∞
−∞

exp

(
−x2 (σ2

1x + σ2
2x)

2σ2
1xσ

2
2x

)
exp

(
−y2

(σ2
1y + σ2

2y)

2σ2
1yσ

2
2y

)
dxdy

=
nbfN1N2

4π2σ1xσ1yσ2xσ2y

√
2πσ2

1xσ
2
2x

(σ2
1x + σ2

2x)

√
2πσ2

1yσ
2
2y

(σ2
1y + σ2

2y)

=
nbfN1N2

2π
√

(σ2
1x + σ2

2x)(σ2
1y + σ2

2y)
(3.11)

Luminozita £elních kolizí pro svazky s Gaussovou distribucí £ástic je tedy
ur£ena rovnicí (3.11). Ta je explicitn¥ ur£ena pomocí rozptylu obou rozd¥lení a
to jak ve sm¥ru x, tak ve sm¥ru y a parametr· urychlova£e.

V praxi je chyba ur£ení rozptylu distribucí £ástic jedním z hlavních zdroj·
chyby ur£ení luminozity. P°esn¥j²í, nejen z d·vodu ur£ení rozptylu, ale i z d·-
vodu odhadu distribuce, je tzv. Van der Meer sken, který umoº¬uje zm¥°it hod-
notu integrálu sou£inu distribucí svazk·. Tato metoda je zaloºena p°eváºn¥ na
vzájemném posuvu svazk·. Matematický popis posuvu svazk· je v následujícím
oddíle.

3.2 Sráºky s posunutím

3.2.1 Odvození rovnic pro posunuté st°edy svazk·

D·vod· k vyuºití sráºky svazk·, které jsou v rovin¥ kolmé k vektoru rychlosti
posunuté, m·ºe být n¥kolik. Jedním z fakt· je, ºe tím lze efektivn¥ sníºit lumi-
nozitu. V °e£i matematiky to znamená, ºe pro separaci svazk· v ose y, ozn. ∆y
pak platí, ºe y′1 = y1 + ∆y

2 a y′2 = y2 − ∆y
2 . Tyto y′ sta£í dosadit do známé rov-

nice (3.9)1. Jelikoº ∆y je nezávislé na y, lze v p°ípad¥ p°edpokladu normálního
rozd¥lení £len (viz níºe)

Siy =
1√

2πσy
exp

−
(
y ± ∆y

2

)2

2σ2
y

 (3.12)

1Dále pro zjednodu²ení p°edpokládáme, ºe σ1y = σ2y
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rozd¥lit na sou£in, a následn¥ integrovat, jako v p°ípad¥ (3.11). Výsledkem je
rovnice (3.13),

LOffsetGauss =
nbfN1N2

2π
√
σ2

1x + σ2
2x

√
2σ2

y

exp

(
− (∆y)2

4σ2
y

)
. (3.13)

Ozna£me si pro jednoduchost

Coff(∆y) = exp

(
− (∆y)2

4σ2
y

)
. (3.14)

Z rovnice (3.13) je patrné, ºe dochází ke sníºení luminozity, jelikoº funkce Coff

má globální maximum pro ∆y = 0. Stejným postupem lze získat rovnici pro
posunutí v libovolném sm¥ru,

LOffsetGauss =
nbfN1N2

4πσxσy
Coff(∆x,∆y). (3.15)

�len Coff(∆x,∆y) vychází z rovnice (3.14) a je popsán následovn¥

Coff(∆x,∆y) = exp

(
− (∆x)2

4σ2
x

)
exp

(
− (∆y)2

4σ2
y

)
. (3.16)

3.2.2 Vztah k VdM skenu

Jak bylo avizováno na konci Sekce 3.1, sráºky s posunutím jsou primárním
zdrojem p°i ur£ování rozptylu distribuce £ástic ve svazcích. Luminozita je pro
r·zná posunutí pouze funkcí L = L(∆x,∆y, σx, σy). Pro posunutí, kde jedna ze
sou°adnic z·stává konstantní, je moºné p°ímo získat hodnotu rozptylu ve sm¥ru
posunu. P°esný popis pr·b¥hu VdM skenu, v£etn¥ odkazu na p·vodní £lánek je
v Kapitole 4.

Krom¥ posuvu se v praxi sráºejí svazky také pod úhlem, ale z jiného d·vodu,
neº je tomu u sráºek s posuvem. O tom pojednává následující sekce, která krom¥
matematické formulace vysv¥tlí i praktické vyuºití na LHC.

3.3 Kolize svazk· pod úhlem

D·vody k vyuºití t¥chto sráºek budou ponechány na konec této sekce a pozor-
nost je nyní zam¥°ena na zm¥nu luminozity v p°ípad¥, ºe svazky svírají v·£i
sob¥ úhel θ � viz Obrázek 3.1.

Rotací sou°adnic jsou získány transforma£ní vztahy,

x′1 = x cos

(
θ

2

)
− z sin

(
θ

2

)
, z′1 = z cos

(
θ

2

)
+ x sin

(
θ

2

)
,

x′2 = x cos

(
θ

2

)
+ z sin

(
θ

2

)
, z′2 = z cos

(
θ

2

)
− x sin

(
θ

2

)
. (3.17)



KAPITOLA 3. LUMINOZITA Z PARAMETR� URYCHLOVA�E 28

Obrázek 3.1: Zobrazení rotace sou°adnic pro kaºdý ze svazk· (balík·). P°evzato
z [5].

Jelikoº nelze nejprve zintegrovat distribuce p°es z, t je pot°eba pouºít rov-
nici (3.1). Pro ilustraci je provedena integrace pro normální rozd¥lení. Do rov-
nice (3.1) je tedy dosazeno (3.17),

LAngle = KnbfN1N2

∫ ∞
−∞

S1(x′1, y, z
′
1, t)S2(x′2, y, z

′
2, t) dxdy dz dt. (3.18)

Kinematický faktor jiº není roven 2c, protoºe vektory rychlostí svazk· jiº neleºí
na p°ímce. Úpravou rovnice (3.2) získámeK = 2 cos2

(
θ
2

)
. Dále pro jednoduchost

ozna£me φ = θ/2, integrály jako G a pokusme se je spo£ítat:

G =

∫ ∞
−∞

S1(x′1, y, z
′
1, t)S2(x′2, y, z

′
2, t) dxdy dz dt

=
1

2πσ2
y

√
πσ2

y

1

2πσ2
x

1

2πσ2
z

∫ ∞
−∞

exp

(
−x
′2
1 + x′22
2σ2

x

)
exp

(
− (z′1 − t)2

2σ2
z

)
exp

(
− (z′2 + t)2

2σ2
z

)
dxdz dt

=

√
π

8π3σ2
xσyσ

2
z

∫ ∞
−∞

exp

(
−x

2 cos2(φ) + z2 sin2(φ)

σ2
x

)
exp

(
−z
′2
1 + z′22

2σ2
z

)
exp

(
− t

2 + t(z′2 − z′1)

σ2
z

)
=

√
π
√
πσ2

z

8π3σ2
xσyσ

2
z

∫ ∞
−∞

exp

(
−x

2 cos2(φ) + z2 sin2(φ)

σ2
x

)
exp

(
−z

2 cos2(φ) + x2 sin2(φ)

σ2
z

)
exp

(
x2 sin2(φ)

σ2
z

)
dx dz
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G =
1

8π2σ2
xσyσz

∫ ∞
−∞

exp

(
−x

2 cos2(φ) + z2 sin2(φ)

σ2
x

)
exp

(
−z

2 cos2(φ)

σ2
z

)
dxdz

=

√
πσ2

x

8π2σ2
xσyσz cos(φ)

∫ ∞
−∞

exp

(
−z

2 sin2(φ)

σ2
x

)
exp

(
−z

2 cos2(φ)

σ2
z

)
dz

=

√
πσ2

x

√
πσ2

xσ
2
z

σ2
x cos2(φ)+σ2

z sin2(φ)

8π2σ2
xσyσz cos(φ)

=
1

8πσy cos(φ)
√
σ2
x cos2(φ) + σ2

z sin2(φ)
(3.19)

V rovnici (3.19) byla vypo£ítána hodnota integrálu a je moºno ji tedy dosadit do
rovnice (3.18) pro luminozitu. K získání elegantn¥j²ího tvaru je vhodné pro malé
úhly φ aproximovat tan(φ) ≈ φ. Po v²ech nutných úpravách lze z rovnice (3.20)
vypo£ítat korekci pro sráºky svazk· pod úhlem θ.

LAngleGauss =
fnbN1N2

4πσxσy
CAngle(θ), CAngle(θ) =

1√
1 +

(
θσz

2σx

)2
. (3.20)

3.3.1 Situace na LHC

Jak je uvedeno v úvodu po£et balík· p°i plném napln¥ní LHC je 2808 [9] a
vzájemn¥ jsou si vzdáleny pouze 7,5 metr· (vyjád°eno v £ase � 25 ns). Mohlo
by se tedy stát, ºe se po sráºce v interak£ním bod¥ (tam, kde jsme na kolizi
p°ipraveni), srazí o kus dále balík následující s balíkem z minulé kolize nebo se
satelitními buckety 2. A to je p°esn¥ proces, kterému chceme zabránit (náhod-
ným sráºkám balík· v detektoru). Navíc by se balíky mohly navzájem ovliv¬ovat
a tím sniºovat kvalitu svazku.

Z toho d·vodu je na LHC nastaven úhel sráºky na ≈ 300 µrad. Zárove¬
je ale luminozita sníºena faktorem CAngle ≈ 0.82 (pro σx = 16 µm a σz = 7, 7
cm). Existují také urychlova£e, které sráºkový úhel nemají (RHIC) nebo jej mají
mnohonásobn¥ v¥t²í (ISR � θ ≈ 18 deg)[11, str. 365].

2Kaºdý balík náleºí virtuální obálce nazývané anglicky bucket. Bucket re�ektuje parametry
urychlovací radiofrekven£ní dutiny. Na LHC je bucket "dlouhý" 2,5 ns. M·ºe se stát, ºe z
bucketu ve kterém je balík p°ejdou £ástice do prázdného bucketu, který pak bývá ozna£ován
jako satelitní bucket a jakékoliv interakce s tímto bucketem ozna£ovány jako satelitní.



Kapitola 4

Van der Meer sken

Metoda, která se °adí mezi nejpouºívan¥j²í k ur£ení luminozity na hadronových
urychlova£ích, je pojmenována po nizozemském fyzikovi a laureátu nobelovy
ceny Simonu van der Meerovi. První £lánek, který popisuje tuto metodu byl
publikován v roce 1968 [12]. Do té doby byl nej£ast¥ji, k ur£ení luminozity,
pouºíván rozptyl na vlákn¥. Navrhovaná metoda v uvedeném £lánku m¥la z
teoretické p°edpov¥di být mén¥ p°esná, a tak pouze slouºit jako dopl¬ková na
urychlova£i ISR. Výhodou je, ºe k m¥°ení není pot°eba speciální vybavení. Me-
toda je zaloºena na vzájemném posuvu svazk· a m¥°ením po£tu interakcí mezi
nimi.

P°ed matematickým popisem bude stru£n¥ p°edstaven profesní ºivot Simona
van der Meera. Dále bude blíºe popsán pr·b¥h skenu na experimentu ALICE
(Sekce 4.3) a nakonec budou popsány dal²í moºné metody ur£ení absolutní hod-
noty luminozity (Sekce 4.4).

4.1 Simon van der Meer

Narozen v roce 1925 v Haagu jako t°etí dít¥ v rodin¥ van der Meerových. Jeho
otec byl u£itel a matka z u£itelské rodiny, tudíº vzd¥lání d¥tí bylo v jejich rodin¥
hlavní prioritou. Vystudoval st°ední ²kolu v roce 1943, v dob¥, kdy bylo Nizozemí
okupováno N¥meckem a kdy byly vysoké ²koly zav°ené. Proto za£al studovat
Technickou univerzitu v Delftu aº v roce 1945. Po získání inºenýrského titulu
pracoval ve výzkumných laborato°ích Philips, p°eváºn¥ na vysokonap¥´ovém
za°ízení a elektronice pro elektronovou mikroskopii. Do �enevy se p°est¥hoval
v roce 1956 a za£al pracovat pro CERN. Zpo£átku byl pov¥°en technickým
designem. Zárove¬ se ale zlep²ovala jeho orientace ve fyzice urychlova£· a jiº v
roce 1960 navrhl fokusovací za°ízení svazku neutrin. Aº o sedm let pozd¥ji se
vrátil, podle svých slov, k více technické práci, kdyº zaji²´oval napájení magnet·
a pracoval na metod¥ kalibrace luminozity. Je p°ekvapivé, jakým zp·sobem na
sv·j objev nahlíºel. Nejlépe to vystihuje citace z jeho autobiogra�e: "I kept
up with accelerator ideas, however, and worked (during my ISR period) on a

30
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method for the luminosity calibration of storage rings and on stochastic cooling.
The latter was, of course, aimed at increasing the ISR luminosity, but practical
application seemed di�cult at the time, mainly because the high beam intensity
in the ISR would have made the cooling very slow. After developing a primitive
theory (1968) I therefore did not pursue this subject. However, the work was
taken up by others and in 1974 the �rst experiments were done in the ISR."[13]
Dal²í z jeho úsp¥ch· byl vynález zp·sobu akumulace velkého po£tu antiproton·
v urychlova£i, za coº mu byla ud¥lena Nobelova cena za fyziku v roce 1984. Do
konce své kariéry p·sobil v CERNu a v roce 1990 ode²el do d·chodu. Zem°el v
roce 2011.

4.2 Matematická formulace

Tato £ást bude zam¥°ena na získání matematického popisu, který umoºní naka-
librovat detektor tak, ºe výsledkem bude získání hodnoty luminozity pro sráºku
svazk·. Nebude vycházet z p·vodního £lánku [12], ale bude vyuºito odvození
z £lánku [5], jelikoº lépe znázor¬uje, jak se m¥°ení provádí. V Sekci 3.2 byla
zmín¥na pot°eba zavést luminozitu pro sráºky s posunutím. Zde bude postup
podobný, nicmén¥ nebude za distribuce svazk· (S1,S2) dosazeno. Pro jedno-
duchost se bude pohybovat pouze jeden svazek. Tedy luminozita pro svazky s
posuvem o (∆x0,∆y0) je

LVdM(∆x0,∆y0) = fnbN1N2∫ ∞
−∞

S1x(x)S2x(x+ ∆x0) dx

∫ ∞
−∞

S1y(y)S2y(y + ∆y0) dy.

(4.1)

Moºnost rozd¥lit distribuce na dv¥ nezávislé sloºky je jeden z p°edpoklad·
pro správnou funkci této metody. V Sekci 5.3 se tento p°edpoklad bude °e²it
podrobn¥ji. Pro zvolenou separaci ∆y0, která je momentáln¥ ponechána �xní,
bude získána závislost luminozity pouze na ∆x,

LVdM(∆x,∆y0) = Cy

∫ ∞
−∞

S1x(x)S2x(x+ ∆x) dx, (4.2)

kde Cy je konstanta, kterou je pot°eba ur£it. Jelikoº luminozita není p°ímo
m¥°itelná, rovnice (4.2) bude zm¥n¥na za pouºití vztahu mezi luminozitou a
ú£inným pr·°ezem (1.1). Jedinou m¥°itelnou veli£inou v rovnici (4.3) je práv¥
R(∆x,∆y0) a σvis je neznámý ú£inný pr·°ez sráºky.

R(∆x,∆y0) = σvisCy

∫ ∞
−∞

S1x(x)S2x(x+ ∆x) dx. (4.3)

V p°ípad¥ zintegrování rovnice (4.3) se p°i vyuºití toho, ºe distribuce jsou nor-
malizované, získá p°ímo∫ ∞

−∞
R(∆x,∆y0) d∆x = σvisCy. (4.4)
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Po zp¥tném dosazení (4.4) do rovnice (4.3) je získáno vyjád°ení integrálu sou£inu
distribucí, ∫ ∞

−∞
S1x(x)S2x(x+ ∆x0) dx =

R(∆x0,∆y0)∫∞
−∞R(∆x,∆y0) d∆x

. (4.5)

To je velmi d·leºitý výsledek, protoºe sta£í prom¥°it závislost po£tu interakcí
na posunutí a tím získat odhad sou£inu integrál·, který je nutný pro výpo£et
luminozity. Kone£ná rovnice pro luminozitu tedy vypadá následovn¥

LVdM(∆x0,∆y0) = fnbN1N2
R(∆x0,∆y0)∫∞

−∞R(∆x,∆y0) d∆x

R(∆x0,∆y0)∫∞
−∞R(∆x0,∆y) d∆y

.

(4.6)
V literatu°e se pak £asto zavádí efektivní vý²ka svazku hx,y, která pro jaký-

koliv tvar balíku zna£í

hx =

∫∞
−∞R(∆x,∆y0) d∆x

R(∆x0,∆y0)
. (4.7)

Pravd¥podobn¥ z rovnice (4.6) není jasné jak p°esn¥ vypadá výstup VdM skenu.
Ten je patrný na Obrázku 4.1, kde vy²rafovaná £ást je práv¥ plocha pod nam¥-
°enou k°ivkou (tedy

∫∞
−∞R(∆x,∆y0) d∆x). V tomto exemplárním p°ípad¥ se

jedná o Gaussovo rozloºení, ale nemusí to vºdy platit. Existují dal²í funkce,
kterými lze pr·b¥h po£tu interakcí na�tovat, coº je tématem Sekce 4.2.1.
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Obrázek 4.1: M¥°ení frekvence sráºek jednoho kroku x-ového skenu reprezen-
továno £ernými body, které se následn¥ na�tují vhodnou k°ivkou (zde Gaus)
£erven¥, a nakonec se pomocí �tu vypo£te plocha pod k°ivkou ²rafovan¥.
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Neº budou zmi¬ovány funkce, které se pouºívají nej£ast¥ji, je nutné poukázat
na jistá fakta ohledn¥ m¥°ení závislosti frekvence interakcí na separaci svazk·.
Jedná se totiº o kompromis mezi dobou trvání m¥°ení, coº umoº¬uje skenovat
více bod· a z toho vyplývající p°esn¥j²í �t, a zárove¬ mezi tím, ºe se v pr·b¥hu
sniºuje po£et £ástic v balíku. Také nemá smysl zvy²ovat po£et skenovaných
bod· do nekone£na, protoºe celková chyba m¥°ení je dána více sloºkami neº jen
chybou ur£ení plochy pod k°ivkou skenu. Skenovat více bod· tudíº nemá smysl.

4.2.1 Fitovací funkce

Tato £ást pojednává o nej£ast¥ji pouºívaných funkcích k �tování VdM sken·.
N¥které jsou podloºeny fundamentálními poznatky, jiné dob°e popisují pr·b¥h
skenu. Vícemén¥ nezáleºí na tom jaká funkce je pouºitá, dokud dostate£n¥ dob°e
popisuje zm¥°enou závislost.

Gaussovo rozd¥lení

jehoº k°ivka se pouºije pro �t, je v·bec nejjednodu²²í moºností �tu. Ten se záro-
ve¬ opírá o fundamentální znalost toho, ºe konvolucí dvou Gaussových rozd¥lení
je zase Gaussovo rozd¥lení. Graf, který zobrazuje takovouto k°ivku, je na Ob-
rázku 4.1. K°ivka frekvence interakcí R pro x-ovou separaci je dána rovnicí (4.8),
kde K je pouze ²kálovací konstanta a σ je rozptyl.

R(∆x) =
K

2πσ
exp

(
−∆x

2σ2

)
. (4.8)

Dvojité Gaussovo rozd¥lení

je sou£tem dvou Gaussových rozd¥lení, které mají stejnou hodnotu st°edu, ale
rozdílnou hodnotu rozptylu. Krom¥ toho obsahují navíc faktor "váhy"w, který
má hodnoty v rozmezí [0, 1] (Pro mezní hodnoty se jedná o jednoduché Gaus-
sovo rozd¥lení)a který je pouºit v rovnici (4.9). Tato rovnice ur£uje frekvenci
interakcí v závislosti na separaci (ostatní parametry jsou stejné jako u Gaussova
rozd¥lení).

R(∆x) = K

[
w

1

2πσ1
exp

(
−∆x

2σ2
1

)
+ (1− w)

1

2πσ2
exp

(
−∆x

2σ2
2

)]
. (4.9)

Na grafu Obrázek 4.2 je zobrazeno n¥kolik dvojných Gaussových distribucí s
rozdílnými hodnotami σ1,2 a hodnotou váhy w = 0.4.
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Obrázek 4.2: Zobrazení dvojného Gaussova rozd¥lení pro r·zné parametry.

Krom¥ t¥chto dvou rozd¥lení lze pouºít i tzv. Super Gaussovo rozd¥lení a v
publikaci [14] je dokonce dokázáno, ºe je moºné vyuºít jakékoliv distribuce pro
VdM sken.

4.3 Pr·b¥h skenu na ALICE

Z matematického popisu stále nemusí být z°ejmý reálný pr·b¥h m¥°ení. Nejprve
jsou zopakovány rovnice, kterými je luminozita ur£ena. Také jsou p°edvedena
nastavení triger· pro jednotlivé detektory. Poté je diskutován £lánek zam¥°ený
na m¥°ení luminozity na ALICE. Z n¥j je p°evzata £ást o pot°ebných korekcích
výstupních dat a jsou ukázána reálná data z m¥°ení v roce 2013. Dále je pojed-
náno o ur£ení po£tu £ástic v balíku a nakonec je uvedena tabulka statistických
a systematických chyb m¥°ení.

Sekce 2.2 se v¥nuje detektor·m, T0 a V0, které se pouºívají na ALICE p°i
VdM kalibraci. Popis celé kalibrace a výsledk· je k nalezení v [6]. Jak bylo
uvedeno v Sekcích 3.1 a 4.2, lze ur£it luminozitu L s po£tem £ástic N1 v prvním
balíku a N2 v druhém balíku, p°i znalosti efektivní vý²ky svazku a parametr·
urychlova£e (viz Sekce 3.1) pomocí rovnice (4.10).

L =
N1N2fnb
hxhy

. (4.10)



KAPITOLA 4. VAN DER MEER SKEN 35

Frekvence sráºek m¥°ená danou kon�gurací detektor· je nazývána viditelná
frekvence Rvis, které p°íslu²í viditelný ú£inný pr·°ez σvis,

σvis =
Rvis
L

. (4.11)

M¥°ení probíhá tak, ºe se posunuje svazek ve dvou kolmých sm¥rech p°i zazna-
menávání frekvence interakcí R. Poté, tak jak je napsáno v Sekci 4.2, se vypo£ítá
efektivní vý²ka svazku hx,y. Pro skeny na experimentu ALICE platí, ºe zm¥ny
posunutí se provád¥jí nejd°íve v horizontální a poté ve vertikální ose a celé m¥-
°ení se opakuje vícekrát. Po£et bod· v kaºdé ose je zvolen na 25 a doba m¥°ení
kaºdého bodu je 30 sekund. Krajní pozice jsou zvoleny na p°ibliºn¥ 6σ (rozptyl
svazku v rovinn¥ kolmé na sm¥r rychlosti).

Jak jiº bylo napsáno v Sekci 2.2, p°i VdM kalibraci jsou pouºívány detektory
T0 a V0. Triger je nastavený na logické AND. To znamená, ºe jedna interakce je
zaregistrována pouze v p°ípad¥, ºe je zachycen produkt v obou £ástech detektoru
(V0A i V0C, a stejn¥ tak pro detektor T0). Pro detektor T0 existuje je²t¥ dal²í
podmínka, která povoluje zaznamenání. Primární vertex se musí nacházet ve
vzdálenosti men²í neº 30 cm ve sm¥ru pohybu svazk· od st°edu detektoru. To
pomáhá od�ltrovat pozadí, které vzniká p°edev²ím sráºkami balíku s plynem,
p°ípadn¥ satelitních interakcí.

�lánek [6] popisuje VdM skeny provedené v roce 2013 pro svazky proton-
olovo a olovo-proton. Jelikoº je ALICE nesymetrická, nelze výsledky zkombino-
vat a je nutné je popisovat odd¥len¥. Pro sráºky p-Pb bylo sráºeno 264 pár·
balík· a pro Pb-p 244 pár· s energií sráºky

√
sNN = 5.02 TeV. Pro kaºdý srá-

ºený pár je m¥°ena frekvence sráºek v závislosti na separaci svazk·. Z £lánku [6]
je p°evzat obrázek 4.3, který zachycuje pr·b¥h skenu pro typický pár sráºených
balík· bez jakékoliv korekce a pro oba typy detektor· T0 (vlevo) a V0 (vpravo).

Obrázek 4.3: M¥°ení frekvence sráºek pro typický pár balík· (bez pouºití ko-
rekce). První pík zobrazuje horizontální sken, druhý vertikální a dal²í dva se
opakují (horizontální, vertikální) ve stejném po°adí ale s opa£ným pr·b¥hem
(od kladných hodnot do záporných). Levý (pravý) graf zobrazuje pr·b¥h m¥-
°ení detektorem T0 (V0).
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P°ed samotnou analýzou výsledk· skenu je pot°eba aplikovat ur£ité korekce,
které kompenzují necht¥né jevy. Jako první se odstra¬ují zaznamenané kolize se
zbytkovými atomy plynu nebo satelitními balíky. Pro korekci se u V0 pouºívají
£asy doletu £ástic, které musí být v rozmezí ±4 ns v p°edpokládaném £ase
sráºky. A u T0 se pouºívá ke korekci, jak jiº bylo zmín¥no, poloha primárního
vertexu, který musí být v rozmezí ±30 cm od o£ekávaného bodu sráºky ve sm¥ru
rychlosti balík·.

Dále byl m¥°en signál bez p°ítomnosti svazk·, který se ukázal být roven nule
pro oba detektory. Na rozdíl od toho p°i jednostranné sráºce (pouze z jednoho
sm¥ru je balík napln¥n) se u V0 nam¥°ila nenulová frekvence interakcí (nula
pro T0) a to aº do doby 4 nenapln¥ných balík· po jednom napln¥ném. Tato
skute£nost není pro VdM skeny rozhodující, jelikoº sráºku balík· následuje 8
nenapln¥ných.

Dal²í korekcí je zapo£ítání vícenásobných sráºek p°i jednom pr·chodu ba-
lík· (angl. pileup). K tomu se pouºívá Poissonova statistika, která je schopná
ur£it nejpravd¥podobn¥j²í hodnotu skute£né frekvence interakcí Rpu, ze zná-
mosti frekvence interakcí Rnb, jeº byla nam¥°ena a ze které byly od�ltrovány
necht¥né interakce. Vztah mezi t¥mito hodnotami udává rovnice (4.12), ze které
plyne maximální korekce o 2,5% pro V0 a 1,5% pro T0, kde frev = c/26659Hz.

Rpu = −frev ln (1−Rnb/frev) . (4.12)

V neposlední °ad¥ se p°i probíhajících sráºkách m¥ní po£et £ástic v balíku.
K tomu se mezi horizontálními a vertikálními skeny ponechává £as na m¥°ení
frekvence interakcí v £elních sráºkách, která se následn¥ na�tuje exponenciálou.
Ze znalosti parametr· �tu je moºné normalizovat v²echny provedené skeny.

K �tování reálných dat z VdM skenu se nepouºívají pouze funkce zmín¥né
v Sekci 4.2.1. K obdrºení vhodných hodnot χ2 se pouºívá upravená Gaussova
distribuce, která je vynásobená sudými mocninami polynomu 6-tého stupn¥.
Výsledky �tování reálných dat s aplikovanou korekcí jsou na Obrázku 4.4.
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Obrázek 4.4: Výsledky �tování frekvence interakcí v závislosti na separaci svazk·
pro jeden pr·m¥rný pár balík· p°i prvním horizontálním skenu. Vlevo pro de-
tektor T0 a vpravo pro detektor V0. P°evzato z [6].

P°ed �nálním shrnutím je vhodné ukázat, jak se ur£ují po£ty £ástic ve svazku,
coº popisují £lánky [15] a [16]. Na LHC se pouºívají dva typy za°ízení k ur£ování
po£tu £ástic v urychlova£i. Prvním je DCCT (angl. DC current transformer)
a druhým typem je FBCT (angl. Fast beam current transformer). Za pomoci
DCCT se m¥°í st°ední hodnota proudu procházejícího svazku. FBCT m¥°í po£et
£ástic v kaºdém balíku zvlá²t¥. Oba typy za°ízení fungují na stejném principu,
pouze se li²í pouºitá elektronika. Kolem trubice, která vede svazek je namotána
cívka, která generuje proud p°i pr·chodu nabitých £ástic. Tento proud je re-
gistrován elektronikou a p°eveden na po£et £ástic v urychlova£i (pro DCCT) a
nebo v balíku (pro FBCT).

Na záv¥r celé sekce jsou v Tabulce 4.5 uvedeny chyby m¥°ení p°i ur£ování
luminozity pomocí VdM kalibrace pro oba detektory T0 i V0. Z této tabulky
vyplývá, ºe nejv¥t²í p°ísp¥vek je z korelace £ástic v balíku, kterou se zabývá tato
práce a je simulována v Kapitole 5.
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Obrázek 4.5: Uvád¥né chyby p°i ur£ování luminozity VdM kalibrací v roce 2013.
P°evzato z [6].

4.4 Dal²í metody ur£ení luminozity

Krom¥ VdM skenu je moºné pouºít i jiné metody k ur£ování absolutní hodnoty
luminozity. Vºdy záleºí na tom, s jakou chybou daná metoda luminozitu ur£uje
a je to tedy primární výb¥rové kritérium. Dal²ími metodami jsou u hadronových
urychlova£·: m¥°ení pomocí známého ú£inného pr·°ezu, Optický teorém a Cou-
lomb·v rozptyl. Mimo tyto zmín¥né se na LHCb testuje nová metoda, známá
pod jménem Beam-gas imaging, o které pojednává £lánek [17]. Jelikoº se jedná
o metodu, kterou nelze aplikovat na jakýkoliv detektor, není více zmín¥na.

4.4.1 Pomocí známého ú£inného pr·°ezu

Pokud je ú£inný pr·°ez alespo¬ jedné z odehrávajících se interakcí známý, sta£í
po£ítat pouze frekvenci t¥chto interakcí. Z rovnice (1.1 lze vyjád°it luminozitu,
která umoº¬uje spo£ítat ú£inný pr·°ez jiné interakce. Tento postup je matema-
ticky vyjád°en v rovnici (4.13),

σb =
Rbσa
Ra

. (4.13)

Ú£inný pr·°ez známého procesu jsme ozna£ili σa s frekvencí pozorování Ra. A
pro neznámý ú£inný pr·°ez σb pak sta£í detekovat frekvenci Rb.

Zárove¬ má tato metoda nevýhody, které zabra¬ují jejímu £ast¥j²ímu po-
uºití. Jednak je nutno znát ú£innost detektoru p°i detekci dané interakce se
známým ú£inným pr·°ezem (má také ur£itou chybu). Dále se onen proces musí
odehrávat dostate£n¥ £asto, aby byla statistická chyba výsledku co nejniº²í.
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Tato metoda byla úsp¥²n¥ pouºita na urychlova£i Tevatron, kde byla chyba
ur£ení luminozity p°ibliºn¥ 5% a hlavním zdrojem neur£itosti byla práv¥ ne-
ur£itost referen£ního ú£inného pr·°ezu. Na LHC se tento zp·sob momentáln¥
nepouºívá. Proces, který by se mohl vyuºívat, je produkce leptonových pár· v
neelastických proton-protonových sráºkách nebo produkce boson· slabé inter-
akce. Teoreticky jsou ú£inné pr·°ezy t¥chto interakcí známé, potíº je jak odli²it
danou interakci s jinou, která také zahrnuje leptonové páry. Odhaduje se, ºe ne-
ur£itost na experimentu ATLAS by se mohla pohybovat mezi 1-3% podle £lánku
[18].

4.4.2 Optický teorém a Coulomb·v rozptyl

Optický teorém dává do souvislosti celkový ú£inný pr·°ez σtot (v kvantové me-
chanice znamená elastický i neelastický) s amplitudou elastického rozptylu fel(t),
kde t je druhá mocnina p°edané £ty°-hybnosti, znázorn¥no rovnicí (4.14).

σtot = 4πIm[fel(0)], (4.14)

znamená, ºe celkový ú£inný pr·°ez je p°ímo úm¥rný amplitud¥ elastického roz-
ptylu p°i nulové p°edané hybnosti. Z optického teorému lze vyjád°it luminozitu:

L =
1

16π

R2
tot(1 + ρ2)
dRel

dt |t=0

, (4.15)

kde Rtot je celková frekvence interakcí, Rel je frekvence elastických interakcí,
jmenovatel se ur£í extrapolací derivace Rel a ρ je podíl reálné a imaginární £ásti
amplitudy elastického rozptylu pro nulovou p°edanou hybnost. Potíºí p°i pouºití
této metody je n¥kolik: k m¥°ení malé p°edané hybnosti je pot°eba mít detektory
blízko svazku, dále detektory musí mít dostate£ný rozsah pseudorapidity pro
ur£ení Rtot a nakonec je pot°eba speciální svazkové optiky.



Kapitola 5

Simulace ur£ení luminozity

Tato kapitola je zam¥°ena na popis simulace VdM skenu, která byla provedena
ve frameworku ROOT [8]. A sice z toho d·vodu, ºe není znám skute£ný tvar
balík· a neexistuje ideální metoda, jak otestovat hypotézu nefaktorizovatelnosti.
Pouºívá se k tomu dvojitá Gaussova distribuce, jejíº vstupní parametry se získají
�továním nam¥°ených dat. To by mohlo pomoci odhadnout korekci a ur£it syste-
matickou chybu p°i nespln¥ní p°edpokladu faktorizovatelnosti svazku. Výhodou
takovéto simulace je absolutní kontrola nad celým pr·b¥hem, coº by v budouc-
nosti mohlo poslouºit pro odhad vhodnosti r·zných korekcí, které se aplikují na
reálná data. V sekci 5.1 jsou nejprve popsány základní struktury kódu, které
byly pouºity pro generování náhodných bod· pomocí p°edem ur£ené distribuce.
Dal²í sekce 5.2 je zam¥°ena na benchmark vygenerovaných model·. Faktorizaci
balík· je v¥nována sekce 5.3, v níº budou modely dále pouºity a v níº bude
ur£en faktoriza£ní pom¥r analytickou i numerickou metodou.

Smyslem této sekce je vytvo°it model, který by byl schopen demonstrovat
pr·b¥h VdM skenu. Nejd°íve v²ak je pot°eba ukázat zp·sob jak popsat balík
£ástic. Kaºdý balík lze uzav°ít do pravd¥podobnostní obálky, která se v £ase
bude pohybovat. Tato obálka udává hladinu pravd¥podobnosti výskytu £ástic �
jinak °e£eno uvnit° této struktury jsou uzav°eny v²echny £ástice balíku. Tedy
pro kaºdý bod (x,y,z) je p°i°azena pravd¥podobnost výskytu £ástice. Kaºdou
obálkou lze vést °ez rovinnou kolmou ke sm¥ru pohybu. Takto je moºno zís-
kat dvou-dimenzionální distribuci £ástic. (Dal²í moºností je vyintegrovat z-ovou
sou°adnici, £ímº získáme zase dvou-dimenzionální distribuci.) A pro dva balíky
se jedná o dv¥ distribuce, které po vzájemném vynásobení a integraci udávají
integrál p°ekryvu. Ten je pak p°edm¥tem studia a to z d·vodu efektu faktorizace
(vysv¥tleno pozd¥ji). K popisu pr·°ezu balík· byla vyuºita dvou-dimenzionální
Gaussova distribuce a posléze i dvojitá Gaussova distribuce. Tyto distribuce ne-
byly vybrány náhodn¥, ale na LHC je zám¥rem p°ipravit svazky s Gaussovým
rozd¥lením £ástic v balíku. Mimo to se jedná o funkce se kterými se dob°e analy-
ticky pracuje. Rovnice (5.1) vyjad°uje jednoduché dvou-dimenzionální Gaussovo
rozd¥lení, které bylo pouºito v celé této práci. Z n¥j dále vychází dvojitá Gaus-
sova distribuce v rovnici (5.2). Parametry µx,y ozna£ují hodnoty st°ed· v rovin¥

40
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x, respektive y. Parametry σx,y ur£ují rozptyl v x-ové, respektive y-ové rovin¥.
Parametr ρ ozna£uje korelaci mezi x-ovou a y-ovou sou°adnicí a m·ºe nabývat
hodnot (-1;1). Pro ρ = 0 se jedná o nekorelovanou Gaussovu distribuci, která
byla vyuºita v Kapitole 3. Pro dvojitou Gaussovu distribuci je pot°eba zm¥°it
je²t¥ jeden parametr w, který ozna£uje váhu jednoho £i druhého Gaussova roz-
d¥lení. Pak je obvyklé volit stejný st°ed obou distribucí G1 a G2, ale zárove¬
rozdílnou varianci.

G(x, y) =
1

2πσxσy
√

1− ρ2

exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µx)

2

σ2
x

+
(y − µy)

2

σ2
y

− 2ρ (x− µx) (y − µy)

σxσy

)]
.

(5.1)

DG(x, y) = wG1(x, y) + (1− w)G2(x, y). (5.2)

5.1 ROOT- pouºité sou£ásti

Byl zvolen model náhodného generování bod· v rámci ur£ené distribuce. Tedy
kaºdý pr·°ez balíkem byl reprezentován po£tem bod· (pro v¥t²inu simulací
bylo N=20000), které byly vloºeny do histogramu. K náhodnému generování
byla pouºita knihovna RooFit a p°esn¥ji t°ída RooMultiVarGaussian, do které
vstupuje vektor st°edních hodnot a kovariantní matice, která ur£uje nejen vari-
anci, ale také korelaci výsledných bod·. Vygenerovaná data byla následn¥ p°eve-
dena do t°ídy TH2D (coº je dvou-dimenzionální histogram). K jejich vykreslení
byla pouºita paleta "CONTZ", která udává pravd¥podobnost pomocí barev-
ného schématu. Pro pot°eby benchmarku byly dále vyuºity dvou-dimenzionální
�tovací funkce, které se v ROOTu zadávají do t°ídy TF2, grafy s errorbary
TGraphErrors pro vizualizaci výsledk· �tování. K �tování byla vºdy pouºita
metoda nejmen²ích £tverc·.

5.2 Benchmarking

P°ed samotnou simulací bylo pot°eba ur£it konzistenci pouºitých sou£ástí. K
tomu ú£ely byly vytvo°eny náhodn¥ napln¥né histogramy z dvou-dimenzionálních
Gaussových distribucí s r·znými parametry, které byly zp¥tn¥ na�továny stej-
nou funkcí viz (5.1). Dále byly vytvo°eny grafy závislostí hodnot parametr·
získaných z �tu na vstupních hodnotách.

Pro testování ur£ení st°edu byly variance poloºeny rovny 1 (σx,y = 1) a byly
zm¥n¥ny vstupní hodnoty pro µx. Pro kaºdou vstupní hodnotu byl vygenerován
histogram s 20000 body, který byl na�tován a z �tu byla získána hodnota i chyba
daného parametru. Závislost výstupní na vstupní hodnot¥ je na Obrázku 5.1.

Stejný postup byl proveden pro sledování závislosti hodnot rozptylu. Vstupní
hodnoty st°edu byly µx,y = 0 a m¥nily se hodnoty σx. Výsledná závislost je
zobrazena na Obrázku 5.2.
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 input
X

µ
1 2 3 4 5

 fi
t

Xµ
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2
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4

5

p0        0.005±0.0005 − 

p1        0.002±     1 

p0        0.005±0.0005 − 

p1        0.002±     1 

Obrázek 5.1: Závislost výstupní hodnoty �tu na vstupní hodnot¥ st°edu µx
zadané do generátoru náhodných bod· pomocí dvou-dimenzionální Gaussovy
distribuce. Jednotlivé chyby bod· jsou moc malé na to, aby byly viditelné.
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 inputXσ
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Obrázek 5.2: Závislost hodnoty �tu na vstupní hodnot¥ rozptylu σx zadané do
generátoru náhodných bod· pomocí dvou-dimenzionální Gaussovy distribuce.
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Rovn¥º byla zkoumána schopnost rekonstrukce korelovaných dvou dimenzi-
onálních Gaussových distribucí. Metodika byla stejná jako u obou p°edchozích
test·, hodnoty st°edu za�xovány na nule, µx,y = 0 a hodnoty rozptylu rovny
jedné, σx,y = 1. Výsledná závislost je na Obrázku 5.3.

 inputρ
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

 fi
t
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p0        0.005± 0.002 

p1         0.02±     1 

p0        0.005± 0.002 

p1         0.02±     1 

Obrázek 5.3: Závislost hodnoty �tu na vstupní hodnot¥ korela£ního faktoru ρ
zadané do generátoru náhodných bod· pomocí dvou-dimenzionální Gaussovy
distribuce.

Z p°edchozích obrázk· je moºné potvrdit schopnost rekonstrukce distribuce
pomocí �tu1, kde p°esnost metody závisí na po£tu vygenerovaných bod· (vy²²í
po£et sniºuje potencionální chybu). Zárove¬ bylo pot°eba zkontrolovat, ºe simu-
lace dává správné hodnoty i v porovnání s analytickým °e²ením. K tomu byly
pouºity °ezy histogram·, které byly napln¥ny korelovanou Gaussovou distri-
bucí. Pro tyto °ezy totiº existuje analytické vyjád°ení hodnot st°ed· i rozptylu.

1Poznámka: K tomu, aby jakýkoliv histogram mohl být na�tován bylo t°eba nastavit vhod-
ným zp·sobem meze korela£ního faktoru. V tomto p°ípad¥ se jednalo o interval (-0,8;0.8). V
opa£ném p°ípad¥ docházelo ke zhroucení.



KAPITOLA 5. SIMULACE UR�ENÍ LUMINOZITY 45

Vztahy pro x-ové °ezy jsou v rovnici (5.3) a (5.4).

µ = ρ
σy
σx

(x− µx), (5.3)

σ = σy
√

1− ρ2. (5.4)

Cílem tedy bylo vygenerovat histogramy s r·zným korela£ním faktorem a vy-
tvo°it °ezy pro r·zné x-ové sou°adnice, ze kterých byly ur£eny hodnoty st°edu
a rozptylu za pomoci jednodimenzionálního Gaussova rozd¥lení. Takto získané
hodnoty byly dále na�továny, v p°ípad¥ st°edu polynomem prvního stupn¥ (z
d·vodu analytického °e²ení) a v p°ípad¥ rozptylu konstantní funkcí. Obrázek 5.2
zobrazuje histogramy (s µx,y = 0 a σx,y = 1) i hodnoty st°ed· a rozptyl· °ez·.
�ezy byly vybrány tak, aby byl po£et bod· dostate£n¥ vysoký.

Pro hodnoty st°ed· je shoda s analytickým popisem v rámci chyby �tu, ale u
rozptylu jsou hodnoty podhodnoceny o 2-4% (vypo£teno pomocí rovnice (5.4).
Hodnoty vypo£tené ze vzorce a ty získané �tem jsou v Tabulce 5.1. P·vod této
malé odchylky zatím není znám. Pravd¥podobný p·vod je z �tovací procedury,
protoºe ostatní testy jiº demonstrovaly správnou funkci generátoru 2D Gausso-
vých distribucí. Z obou testování lze dojít k záv¥ru, ºe daná metoda generování
histogram· je vhodná k následné simulaci VdM sken·.

Tabulka 5.1: Porovnání hodnot σrov vypo£tených z rovnice (5.4) s hodnotami σfit

získanými na�továním jednorozm¥rné projekce 2D Gaussovy distribuce. Ukazuje
se, ºe hodnoty jsou podhodnoceny o 2-4%.

ρ 0.27 0.53 0.80
σrov 0.9629 0.8480 0.6000
σfit 0.9416 0.8159 0.5859
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5.3 Ur£ení faktorizace

K odhadu chyby, která vzniká v d·sledku nespln¥ní p°edpokladu VdM skenu �
faktorizovatelnosti balíku, je moºno pouºít matematickou formuli (5.5). V této
rovnici vystupují dva £leny, první Ltrue, který udává reálný region luminozity a
lze vypo£ítat pomocí rovnice (3.9). Druhý £len LV dM , který udává luminozitní
region pomocí dvou na sebe kolmých °ez· a vychází z rovnice (4.6). Pokud by
ob¥ distribuce byly nekorelované, byl by spln¥n p°edpoklad faktorizovatelnosti
a tudíº se musí pom¥r rovnat jedné R = 1. V p°ípad¥ vynechání konstant nb,
f , N1, N2 bude daný £len zna£en hv¥zdi£kou (*).

R =
Ltrue
LV dM

(5.5)

Ltrue = nbfN1N2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

S1(x, y)S2(x, y) dx dy (5.6)

LV dM = nbfN1N2
R(0, 0)∫∞

−∞R(∆x, 0) d∆x

R(0, 0)∫∞
−∞R(0,∆y) d∆y

. (5.7)

5.3.1 Jednoduchá 2D Gaussova distribuce

Ob¥ vý²e uvedené rovnice lze vypo£ítat analytickou cestou. Za S1,2 se dosadí
z rovnice (5.1). Vyjád°ení LV dM je trochu sloºit¥j²í. Po pouºití rovnice (1.1) je
moºné pouºít S1,2 a vyjád°it LV dM jako

LV dM =nbfN1N2

∫∞
−∞

∫∞
−∞ S1(x, y)S2(x, y) dx dy∫∞

−∞
∫∞
−∞

∫∞
−∞ S1(x+ δx, y)S2(x, y) dx dy dδx∫∞

−∞
∫∞
−∞ S1(x, y)S2(x, y) dxdy∫∞

−∞
∫∞
−∞

∫∞
−∞ S1(x, y + δy)S2(x, y) dxdy dδy

. (5.8)

V £itateli je stejný integrál, který se nachází v Ltrue. Oba £leny jsou de�novány
se stejnými konstantami, nebudou dále opisovány, jelikoº p°i výpo£tu pom¥ru
R se zkrátí. Výpo£ty se nacházejí v p°ílohách. Výsledkem tedy je:

Ltrue∗ =
1

2πσxσy
√

4− ρ2
, (5.9)

LV dM∗ =
1

πσxσy(4− ρ2)
. (5.10)

To znamená ºe pom¥r faktorizovatelnosti je R =

√
4−ρ2
2 . Graf této funkce je

zobrazen na Obrázku 5.5. Z výsledku vyplývá, ºe pro jeden korelovaný balík je
luminozita ur£ená VdM metodou vy²²í neº skute£ná. V Sekci 5.4.1 bude popsána
simulace k ov¥°ení tohoto výsledku numerickou metodou.
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Obrázek 5.5: Závislost pom¥ru R ur£ení skute£ného regionu luminozity v·£i
regionu ur£enému VdM metodou na korela£ním faktoru ρ. Jedná se o p°ípad,
kdy k popisu obou balík· byla pouºita jednoduchá 2D Gaussova distribuce, kde
pouze jeden ze svazk· je korelovaný.

5.3.2 Dvojitá 2D Gaussova distribuce

Jelikoº je integrál sou£tu sou£tem integrál·, je pouze pot°eba zdokonalit p°ed-
chozí výsledek z rovnice (5.9). Jiº nelze p°edpokládat, ºe by se rozptyl distribucí
m¥l sob¥ rovnat nebo ºe by korela£ní faktor druhého rozd¥lení m¥l být nulový.
Výpo£et Ltrue je explicitn¥ p°edveden v p°íloze, kde byl pouºit formalismus
z £lánku [7], a sice maticová reprezentace. Výsledkem je rovnice (5.11), která
p°echází v rovnici (5.9) pro σx1 = σx2, σy1 = σy2 a ρ2 = 0.

Ltrue∗(S1(x, y), S2(x, y)) =

=
1

2π
√
σ2
x1σ

2
y1(1− ρ2

1) + σ2
x2σ

2
y2(1− ρ2

2) + σ2
x1σ

2
y2 + σ2

x2σ
2
y1 − 2σ2

x1σ
2
y1σ

2
x2σ

2
y2ρ1ρ2

(5.11)

Pro sou£in dvou dvojitých Gaussových distribucí de�novaných následovn¥

DGa = w1S1(x, y) + (1− w1)S2,

DGb = w2S3(x, y) + (1− w2)S4,

platí, ºe celková skute£ná luminozita LDoubleT je rovna:

LDGtrue =w1w2Ltrue(S1, S3) + w1(1− w2)Ltrue(S1, S4)

+ (1− w1)w2Ltrue(S2, S3) + (1− w1)(1− w2)Ltrue(S2, S4). (5.12)
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Analyticky lze vyjád°it i luminozitu, která p°edpokládá faktorizovatelnost, LVdM∗
z rovnice (5.13) a její pomocí je moºno vyjád°it také LDoubleVdM. Nakonec po-
m¥rem LDoubleT s LDoubleVdM lze získat faktorizovatelnost svazku R, která v
explicitním tvaru pro dvojité Gaussovo rozd¥lení je k vypsání zbyte£n¥ dlouhá.

LVdM∗ = 2π
√

(σ2
x1 + σ2

x2)(σ2
y1 + σ2

y2)L2
true∗. (5.13)

LDGVdM =w1w2LVdM(S1, S3) + w1(1− w2)LVdM(S1, S4)

+ (1− w1)w2LVdM(S2, S3) + (1− w1)(1− w2)LVdM(S2, S4). (5.14)

5.4 VdM sken

V sekci 5.2 byly ov¥°eny kvality generování balík·. Stejnou metodou bylo p°i-
stoupeno ke generování balík· pouºitých pro simulování VdM skenu. Z £lánku [6]
byly pouºity nam¥°ené hodnoty efektivní vý²ky svazk·, po£et skenovaných bod·
i rozsah skenování. Bylo vygenerováno 25 histogram· náhodn¥ napln¥ných po-
mocí korelované distribuce se st°edem v bod¥ (0;0) a 25 histogram· náhodn¥
napln¥ných pomocí nekorelované distribuce s m¥nícím se st°edem od -0.15 mm
do 0.15 mm jak pro x-ový sken, tak pro y-ový sken. Vºdy jeden korelovaný
histogram byl vynásoben histogramem nekorelovaným, £ímº vznikl luminozitní
region pro danou separaci. Po integraci byla získaná hodnota zanesena do grafu
závislosti frekvence sráºek na separaci svazku. Pro jednoduché Gaussovo rozd¥-
lení byl tento graf na�tován Gaussovou k°ivkou a z její integrací byly obdrºeny
veli£iny pot°ebné k výpo£tu luminozity pomocí rovnice (4.6). Pro dvojité Gaus-
sovo rozd¥lení, jehoº hodnoty byly získány z £lánku [7], byly grafy na�továny
dvojitým Gaussovým rozd¥lením. Výsledkem byl obdrºen pom¥r R mezi analy-
ticky vypo£tenou skute£nou luminozitou a luminozitou ur£enou VdM skenem.
Ke stanovení chyby simulace byl pouºit odhad pomocí parciálních derivací pro
funkci A(f, g, h, j)� zobrazeno v rovnici (5.15) (reprezentuje rovnici 4.6).

A =
fg

hj
σA =

√(
σfg

hj

)2

+

(
fσg
hj

)2

+

(
fgσh
hj

)2

+

(
fgσj
hj

)2

. (5.15)

Zvolená metoda odhadu chyby je vhodná pouze v prvním p°iblíºení daného
problému. Ve skute£nosti je výpo£et chyby vycházející z nejistoty stanovení
frekvence a vý²ky svazku mnohem sloºit¥j²í. Pokro£ilej²í zpracování tohoto pro-
blému, které by re�ektovalo skute£nou proceduru u reálných dat, je ponecháno
budoucímu výzkumu.

5.4.1 Jednoduchá 2D Gaussova distribuce

Výsledky byly vyneseny do grafu, který porovnává analytické °e²ení s nume-
rickým, viz obrázek 5.6. Pro lep²í názornost jsou uvedeny i n¥které pouºité
histogramy a grafy x-ového a y-ového skenu (viz Obrázky 5.4.1 aº 5.9).
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Simulation

Calculation

Obrázek 5.6: Závislost pom¥ru R ur£ení skute£ného regionu luminozity v·£i re-
gionu ur£enému VdM metodou na korela£ním faktoru ρ. Zobrazeno pro numeric-
kou (£erné body) i analytickou metodu (£ervená £ára). Balíky byly modelovány
jednoduchou 2D Gaussovou distribucí.

Kvalita �tu u Obrázku 5.8 a 5.9 je velmi ²patná, p°estoºe �t m·ºe vypadat
zda°ile. D·vod vysokého χ2 zatím nebyl detailn¥ studován, ale jsou dva moºné
d·vody tohoto stavu: a) p°isuzování chyb jednotlivým bod·m je p°íli² zjedno-
du²ené, b) pouºitý model není vhodný na �tování. Podrobn¥j²í rozbor je jedním
z moºných dal²ích krok· výzkumu. Je pot°eba si také uv¥domit, ºe v d·sledku
odli²nosti parametr· �tu od t¥ch skute£ných, nelze pouºívat chyby parametr·
vyplývající z takového �tu.
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beam separation [mm]
0.15− 0.1− 0.05− 0 0.05 0.1 0.15

410

510

 / ndf 2χ  347.2 / 22
Prob       0
Constant  270.6± 4.654e+05 
Mean     05− 2.299e± 0.0002104 
Sigma    05− 1.687e± 0.04858 

 / ndf 2χ  347.2 / 22
Prob       0
Constant  270.6± 4.654e+05 
Mean     05− 2.299e± 0.0002104 
Sigma    05− 1.687e± 0.04858 

X-scan

Obrázek 5.8: Výsledek x-ového skenu pro korelaci ρ = 0.4, která je na�tována
Gaussovou k°ivkou pot°ebnou k ur£ení luminozity VdM metodou.

beam separation [mm]
0.15− 0.1− 0.05− 0 0.05 0.1 0.15

410

510

 / ndf 2χ    417 / 22
Prob       0
Constant  271.4± 4.674e+05 
Mean     05− 2.294e±05 −4.153e− 
Sigma    05− 1.688e± 0.04858 

 / ndf 2χ    417 / 22
Prob       0
Constant  271.4± 4.674e+05 
Mean     05− 2.294e±05 −4.153e− 
Sigma    05− 1.688e± 0.04858 

Y-scan

Obrázek 5.9: Výsledek y-ového skenu pro korelaci ρ = 0.4, která je na�tována
Gaussovou k°ivkou. Ta je dále integrována k ur£ení luminozity z rovnice (4.6).



KAPITOLA 5. SIMULACE UR�ENÍ LUMINOZITY 53

5.4.2 Dvojitá 2D Gaussova distribuce

V p°ípad¥ dvojité Gaussovy distribuce jsme schopni ur£it pom¥r R analyticky.
K zji²t¥ní pom¥ru numerickou cestou byla vyuºita rovnice (5.12), jejíº výsledek
byl pod¥len výstupní hodnotou ze simulace v závislosti na korela£ním faktoru ρ.
Jelikoº se jedná celkem o £ty°i jednoduché 2D Gaussovy distribuce, je pouºito
následovné zna£ení: pro první balík indexy 1,2 a pro druhý balík indexy 3,4,
kde kaºdý index p°íslu²í jednoduchému 2D Gaussovu rozd¥lení. Parametry pro
simulaci závislosti pom¥ru R, skute£né luminozity s luminozitou ur£enou VdM
metodou, na korela£ním faktoru ρ1 jsou následující: ρ2,3,4 = 0; −−→σ1,3 = 0, 01;
−−→σ2,4 = 0, 02 a w1,2 = 0, 75. Za pomoci parciálních derivací byla ur£ena chyba
kaºdého bodu (viz rovnice (5.15)). Obrázek 5.10 zobrazuje srovnání výstupu ze
simulace v·£i analytické p°edpov¥di.

 [-]ρ
0.6− 0.4− 0.2− 0 0.2 0.4 0.6

R
at

e 
[-

]

0.92

0.93
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Obrázek 5.10: Závislost pom¥ru R na korela£ním faktoru ρ jednoduchého Gaus-
sova rozd¥lení p°i pouºití dvojitého Gaussova rozd¥lení k reprezentaci balík·.
D·vody závaºného rozdílu je diskutovány dále.

D·leºitou poznámkou je, ºe pro vhodn¥j²í �tování skenu byly v²echny hod-
noty vyd¥lené faktorem 1000 a jako chyba byla pouºita druhá odmocnina sa-
motné hodnoty. Pro parametry balík· udané v [7, str.63] jsou výsledné grafy na
Obrázcích 5.4.2, 5.12 a 5.13.
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beam separation [mm]
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 / ndf 2χ  697.5 / 20
Prob       0
Constant  0.8689±  1481 
Weight    0.005054± 0.5517 
Mu       06− 9.618e±05 −9.341e− 
Sigma-1  05− 4.01e± 0.02951 
Sigma-2  05− 7.429e± 0.01991 

 / ndf 2χ  697.5 / 20
Prob       0
Constant  0.8689±  1481 
Weight    0.005054± 0.5517 
Mu       06− 9.618e±05 −9.341e− 
Sigma-1  05− 4.01e± 0.02951 
Sigma-2  05− 7.429e± 0.01991 

X-scan

Obrázek 5.12: Výsledný �t nasimulovaných hodnot v x-ovém sm¥ru.

beam separation [mm]
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Weight    0.004004± 0.3713 
Mu       06− 9.902e±05 − 2.402e
Sigma-1  05− 8.994e± 0.01866 
Sigma-2  05− 3.533e± 0.03054 

 / ndf 2χ   1380 / 20
Prob       0
Constant  0.9161±  1479 
Weight    0.004004± 0.3713 
Mu       06− 9.902e±05 − 2.402e
Sigma-1  05− 8.994e± 0.01866 
Sigma-2  05− 3.533e± 0.03054 

Y-scan

Obrázek 5.13: Výsledný �t nasimulovaných hodnot v y-ovém sm¥ru.
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Zatím výsledky analytického °e²ení odpovídají simulaci pro hodnoty sku-
te£né luminozity Ltrue. Pro hodnoty luminozity ur£ené VdM skenem LVdM tomu
tak je pouze v n¥kterých p°ípadech. Jedná se nap°íklad o dv¥ jednoduchá Gaus-
sova rozd¥lení bez korelace, kde v²echny hodnoty souhlasí a pom¥r faktorizace
je roven jedné. V p°ípad¥ pouºití dvojité Gaussovy distribuce k reprezentaci
balíku se výsledky zna£n¥ odli²ují. D·vodem m·ºe být, stejn¥ jako bylo disku-
továno v p°ípad¥ jednoduchých korelovaných normálních rozd¥lení, pouºití moc
zjednodu²eného modelu k ur£ení chyb a také pouºití nevhodného modelu k �-
tování efektivní vý²ky svazku. Rozdíl mohl také vzniknout v d·sledku chyby v
analytickém výpo£tu, která zatím nebyla odhalena. Roz°e²ení této záleºitosti je
ponechán na budoucí výzkum.
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Záv¥r

Tato práce je prvním krokem v zám¥ru prohloubit znalosti týkající se m¥°ení
luminozity na hadronových urychlova£ích. V úvodu práce bylo prezentováno
výzkumné za°ízení CERN, urychlova£ LHC i experiment ALICE. Byly blíºe po-
psány detektory mající hlavní roli p°i ur£ování hodnoty luminozity, následovala
£ást ve které byly znovu odvozeny v²echny pot°ebné vztahy mezi tvarem srá-
ºejících se balík·, luminozitou a frekvencí referen£ního procesu. Nejd°íve byly
odvozeny vztahy pro £elní sráºky, dále rovnice pro sráºky s posunutím pou-
ºívané p°i VdM skenu a nakonec vztahy pro kolize se sráºkovým úhlem. Byl
také popsán pr·b¥h Van der Meer skenu, který kalibruje stanovení luminozity
a rovnice pot°ebné k získání hodnoty luminozity.

V praktické £ásti bylo vygenerováno rozd¥lení £ástic v balíku podle p°edem
de�nované distribuce (jednoduché Gaussovo rozd¥lení nebo dvojité Gaussovo
rozd¥lení) s cílem ur£it nejistotu m¥°ení plynoucí z nespln¥ní p°edpokladu VdM
skenu (faktorizovatelnost svazku). Takto generovaná rozd¥lení byla otestována a
konfrontována s analytickými výsledky. Jedinou odchylkou od analytické p°ed-
pov¥di se ukázala být hodnota variance rozd¥lení, coº je zp·sobeno s nejv¥t²í
pravd¥podobností �tovací procedurou.

Dále bylo moºné p°ejít k popisu faktorizace distribucí, prezentováno analy-
ticky pro jednoduchý p°ípad Gaussova rozd¥lení. Pro dvojité Gaussovo rozd¥lení
byla vypo£tena skute£ná hodnota luminozity. Tyto znalosti byly dále pouºity
a v p°ípad¥ Gaussova rozd¥lení byl porovnán analytický model s numerickým.
Pro dvojité Gaussovo rozd¥lení bylo moºné studovat velikost pot°ebné korekce
ke kompenzaci nespln¥ní p°edpokladu faktorizovatelnosti svazku. Gra�cky byla
zpracována závislost pom¥ru skute£né luminozity v·£i luminozit¥ ur£ené VdM
metodou v závislosti na korela£ním faktoru pro jednotlivé £ásti pouºité distri-
buce. Celkov¥ byly vytvo°eny nástroje k testování distribucí i následné simulaci
VdM skenu, z £ehoº lze odhadnout nejistotu m¥°ení. K potvrzení správnosti
modelu bude pot°eba ov¥°it reálná data. V budoucnosti by bylo vhodné po-

57
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uºít sloºit¥j²í model výpo£tu chyby jednotlivých bod· ve VdM skenu a jasn¥
identi�kovat vznik rozdíl· pro model dvojitého Gaussova rozd¥lení. Následn¥
by bylo vhodné v dal²ích krocích studovat luminozitní region za pomoci modelu
zohled¬ujícího rozli²ení detektoru, který by pouºíval realistickou matici chyb
pro získání pozice vertex· sráºek. To je pot°eba k simulování procedury, která
je momentáln¥ srovnávána s reálnými daty k odhadu efekt·, které nastávají p°i
sráºkách s neznámou distribucí £ástic v balíku [7]. Dal²ím navrhovaným krokem,
po implementaci efekt· detektoru, by mohl být pokus simulovat reálný region
luminozity a z n¥j p°ímo vypo£ítat luminozitu. Zajímavé by bylo vyhodnotit,
jestli by metoda dosahovala p°esn¥j²ích výsledk· neº ty sou£asn¥ pouºívané.
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P°ílohy

Výpo£et faktorizace pro jednoduché 2D Gaussovo
rozd¥lení

Zde je p°edveden výpo£et skute£ného hodnoty luminozity (bez p°edpokladu fak-
torizovatelnosti) a výpo£et hodnoty luminozity pomocí VdM metody (s p°edpo-
kladem faktorizovatelnosti). Jelikoº je pot°eba výsledky dále pouºít v této práci
i pro sou£in dvojitých Gaussových rozd¥lení, nelze klást jakékoliv podmínky na
vstupní parametry. K výpo£tu Ltrue∗ je pouºit maticový formalismus, který je
p°evzat z [7] a který výrazn¥ uleh£uje celou úlohu. Ze stejného zdroje je p°evzata
rovnice (6.1). Výsledek Ltrue∗ je v rovnici (6.7). Výpo£et LVdM∗ je zjednodu²en
za pomocí vhodných substitucí. Výsledek je pak v rovnici (6.13)

Ltrue∗ =

√
|K|

2π
√
|σa||σb|

. (6.1)

Ve kterém σa ozna£uje kovariantní matici prvního Gaussova rozd¥lení a σb je
totéº pro druhé Gaussovo rozd¥lení.

σa =

(
σ2
x1 ρ1σx1σy1

ρ1σx1σy1 σ2
y1

)
, (6.2)

σb =

(
σ2
x2 ρ2σx2σy2

ρ2σx2σy2 σ2
y2

)
. (6.3)

K−1 = σa
−1 + σb

−1. (6.4)

Pro takto de�nované matice je k nim matice inverzní následovná

σa
−1 =

(
1

σ2
x1(1−ρ21)

−ρ1
σx1σy1(1−ρ21)

−ρ1
σx1σy1(1−ρ21)

1
σ2
y1(1−ρ21

)
. (6.5)

Z toho plyne, ºe pro matici K−1 platí

K−1 =


σ2
x1(1−ρ21)+σ2

x2(1−ρ22)

σ2
x1σ

2
x2(1−ρ21)(1−ρ22)

−σx1σy1(1−ρ21)ρ2+σx2σy2(1−ρ22)ρ1
σx1σy1(1−ρ21)σx2σy2(1−ρ22)

−σx1σy1(1−ρ21)ρ2+σx2σy2(1−ρ22)ρ1
σx1σy1(1−ρ21)σx2σy2(1−ρ22)

σ2
y1(1−ρ21)+σ2

y2(1−ρ22)

σ2
y1σ

2
y2(1−ρ21)(1−ρ22)

 .

61



A ze znalosti toho, ºe determinant inverzní matice A−1 je p°evrácená hodnota
determinantu matice A.

detK−1 =
σ2
x1σ

2
y1(1− ρ2

1) + σ2
x2σ

2
y2(1− ρ2

2) + σ2
x2σ

2
y1 + σ2

x1σ
2
y2 − 2σx1σy1σx2σy2ρ1ρ2

σ2
x1σ

2
y1σ

2
x2σ

2
y1(1− ρ2

1)(1− ρ2
2)

(6.6)
Z rovnice (6.1) lze nyní vy£íslit Ltrue∗ a výsledek je v rovnici (6.7).

Ltrue∗ =

=
σx1σy1σx2σy2

√
(1− ρ2

1)(1− ρ2
2)

2π
√
σ2
x1σ

2
y1(1− ρ2

1) + σ2
x2σ

2
y2(1− ρ2

2) + σ2
x1σ

2
y2 + σ2

x2σ
2
y1 − 2σ2

x1σ
2
y1σ

2
x2σ

2
y2ρ1ρ2

× 1

σx1σy1

√
1− ρ2

1σx2σy2

√
1− ρ2

2

=
1

2π
√
σ2
x1σ

2
y1(1− ρ2

1) + σ2
x2σ

2
y2(1− ρ2

2) + σ2
x1σ

2
y2 + σ2

x2σ
2
y1 − 2σ2

x1σ
2
y1σ

2
x2σ

2
y2ρ1ρ2

(6.7)

Pro výpo£et LVdM∗ je pot°eba znát sou£in distribucí pro r·zné separace

G1G2(∆x, 0) =
1

4πσx1σy1σx2σy2

√
1− ρ2

1

√
1− ρ2

2

× exp

[
−1

2(1− ρ2
1)

(
(x+ ∆x)2

σ2
x1

+
y2

σ2
y1

− 2ρ1(x+ ∆x)y

σx1σy1

)]

× exp

[
−1

2(1− ρ2
2)

(
x2

σ2
x2

+
y2

σ2
y2

− 2ρ1xy

σx2σy2

)]
. (6.8)

Ke zjednodu²ení je vhodné zavést následující substituce:

A =
1

4πσx1σy1σx2σy2

√
1− ρ2

1

√
1− ρ2

2

a1 =
1

2(1− ρ2
1)σ2

x1

a2 =
1

2(1− ρ2
2)σ2

x2

a = a1 + a2

b =
1

2(1− ρ2
1)σ2

y1

+
1

2(1− ρ2
2)σ2

y2

c1 =
ρ1

(1− ρ2
1)σx1σy1

c2 =
ρ2

(1− ρ2
2)σx2σy2

c = c1 + c2



protoºe potom lze zapsat sou£in distribucí jako

G1G2(∆x, 0) = A exp
[
−x2a− 2x∆xa1 −∆x2a1 − y2b+ xyc+ ∆xyc1

]
. (6.9)

Postupn¥ je sou£in distribucí zintegrován p°es d∆x,dx,dy.∫
G1G2(∆x, 0) d∆x = A

√
π

a1
exp

[
−x2a2 + xyc2 − y2

(
b− c21

4a1

)]
∫ ∫

G1G2(∆x, 0) d∆xdx = A

√
π

a1

√
π

a2
exp

[
−y2

(
b− c21

4a1
− c22

4a2

)]
∫ ∫ ∫

G1G2(∆x, 0) d∆x dxdy = A
π

√
a1a2

√
π

b− c21
4a1
− c22

4a2

Po dosazení za substitu£ní £leny je výsledkem (6.10). Ze symetrie problému lze
ihned napsat výsledek pro separaci v y-ové ose viz rovnice (6.11).∫ ∫ ∫

G1G2(∆x, 0) d∆xdxdy =
1√

2π(σ2
y1 + σ2

y2)
(6.10)

∫ ∫ ∫
G1G2(0,∆y) d∆y dxdy =

1√
2π(σ2

x1 + σ2
x2)

(6.11)

Dále sta£í dosadit do rovnice (6.12), která byla odvozena v Sekci 4.2.

LVdM∗(0, 0) = fnbN1N2
R(0, 0)∫∞

−∞R(∆x,∆y0) d∆x

R(0, 0)∫∞
−∞R(∆x0,∆y) d∆y

. (6.12)

Takºe výsledkem, ve kterém je za R(0, 0) dosazena Ltrue∗ z rovnice (6.7) je:

LVdM∗ =

√
(σ2
x1 + σ2

x2)(σ2
y1 + σ2

y2)

2π(σ2
x1σ

2
y1(1− ρ2

1) + σ2
x2σ

2
y2(1− ρ2

2) + σ2
x1σ

2
y2 + σ2

x2σ
2
y1 − 2σ2

x1σ
2
y1σ

2
x2σ

2
y2ρ1ρ2)

(6.13)
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