Ceskeé vysoké uceni technické v Praze
Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska

Katedra fyziky

Obor: Experimentalni jaderna a casticova fyzika

Metody nelinearni dynamiky pro
ultrarelativistické jaderné srazky

Methods of Nonlinear Dynamics for
Ultrarelativistic Nuclear Collisions

VYZKUMNY UKOL

Vypracoval: Bc. Tomas Novak
Vedouci prace: prof. Dr. Ing. Michal Benes, prof. Dr. Boris Tomasik
Rok: 2020






CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE &%\ .
FAKULTA JADERNA A FYZIKALNE INZENYRSKA \/E'JE'U
PRAHA 1 - STARE MESTO, BREHOVA 7 - PSC 115 19

Katedra: fyziky Akademicky rok: 2019/2020

VYZKUMNY UKOL

Student: Bc. Tomas Novak

Studijni program:  Aplikace ptfirodnich véd

Obor: Experimentalni jaderna a ¢asticova fyzika

Vedouci ukolu: prof. Dr. Ing. Michal Benes (KM), prof. Dr. Boris Tomasik (KF)

Nazev ukolu (Cesky/anglicky):
Metody nelinedrni dynamiky pro ultrarelativistické jaderné srazky

Methods of Nonlinear Dynamics for Ultrarelativistic Nuclear Collisions
Pokyny pro vypracovani:

Seznamte se s metodami analyzy hamiltonovskych systému

Pouzijte tyto metody na vybranych ptikladech

Seznamte se se zdklady matematického popisu klasické hydrodynamiky

Seznamte se se zdklady matematického popisu relativistické hydrodynamiky
Zahajte prace na hledani atraktort pii hydrodynamickém popisu ultrarelativistickych
srazek

M

Soucasti zadani vyzkumného ukolu je jeho ulozeni na webové stranky katedry fyziky.

Literatura:

1. F.Verhulst, Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems, Springer-Verlag, Berlin 1990
P. Romatschke and U. Romatschke, Relativistic Fluid Dynamics In and Out of Equilibrium, Cambridge
University Press 2019

3. Jaiswal, Sunil & Chattopadhyay, Chandrodoy & Jaiswal, Amaresh & Pal, Subrata & Heinz, Ulrich.
(2019). Exact solutions and attractors of higher-order viscous fluid dynamics for Bjorken flow. Physical
Review C. 100. 10.1103/PhysRevC.100.034901.

4. M. P. Heller and M. Spalinski, Hydrodynamics Beyond the Gradient Expansion: Resurgence and
Resummation, Physical Review Letters 115, 072501 (2015)

Datum zadani: 25.10.2009

Datum odevzdani: 26.06.2020 vedouci katedry



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem sviij vyzkumny tkol vypracoval samostatné a pouzil jsem pouze
podklady (literaturu, projekty, SW atd.) uvedené v pfiloZeném seznamu.

Nemam zavazny duvod proti pouziti tohoto $kolniho dila ve smyslu § 60 Zékona ¢.
121/2000 Sb., o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym a o
zméné nékterych zakoni (autorsky zakon).

V Praze dne ..o
Be. Tomas Novak



Podékovani

Moc dékuji prof. Dr. Ing. Michalu BeneSovi a prof. Dr. Borisovi Tomésikovi za smé-
fovani této prace, korekturu textu a hlavné za jejich trpélivost i ochotu pii dlouhych
konzultacich. Jsem vdécny, ze mi umoznili pracovat na tak fyzikalné zajimavém
tématu.

Bec. Toméas Novak



Nazev prdce:
Metody nelinearni dynamiky pro ultrarelativistické jaderné srazky

Autor: Be. Tomas Novak

Studigni program:  Aplikace pfirodnich véd
Obor: Experimentalni jaderna a ¢asticova fyzika
Druh prdce: Vyzkumny tikol

Vedouct price: prof. Dr. Ing. Michal Benes (KM), prof. Dr. Boris Tomasik (KF)
Katedra fyziky, Fakulta jaderné a fyzikalné inzenyrska, Ceské Vy-
soké uceni technické v Praze

Konzultant: -

Abstrakt:  Prezentujeme zékladni pojmy i nékteré pokrocilé metody klasické ne-
linearni dynamiky spolu s aplikaci KAM teorému. Dale budujeme klasickou hyd-
rodynamiku pro ziejméjsi analogie se svym relativistickym protéjskem. V ramci
relativistické hydrodynamiky jsou odvozeny pohybové rovnice blizko statické rov-
novahy véetné Brojkenova modelu. Je nastinéna divergence hydrodynamického roz-
voje déle od statické rovnovahy a feseni tohoto problému vede k hydrodynamickému
atraktoru.

Klicova slova: kvark-gluonové plazma, relativistickd hydrodynamika, nelinearni

dynamika, klasickd hydrodynamika, hydrodynamicky atraktor

Title:
Methods of Nonlinear Dynamics for Ultrarelativistic Nuclear Collisions

Author: Be. Tomas Novak

Abstract:  We present basic concepts and some advanced methods of classical non-
linear dynamics also with an application of the KAM theorem. We are building
classical hydrodynamics for better insight into its relativistic analogy. Within re-
lativistic hydrodynamics equations of motion are derived near static equilibrium
including the Bjorken model. Divergence of hydrodynamic expansion further from
static equilibrium is outlined and its solution leads to the hydrodynamic attractor.
Key words: quark-gluon plasma, relativistic hydrodynamics, nonlinear dyna-
mics, classical hydrodynamics, hydrodynamic attractor



Obsah

Uvod

1 Klasicka nelinearni dynamika
1.1 Spojity dynamicky systém . . ... ..
1.1.1 Metoda linearizace . . ... ..
1.1.2 Stabilita feSeni . . . . . ... ..
1.1.3 Bifurkace . ... ... ... ...
1.1.4 Ljapunovova metoda . ... ..
1.1.5  Hamiltonovské systémy . . . . .

1.1.6  Deterministicky chaos v Hamiltonovskych systémech . . . . . .

2 Hydrodynamika
2.1 Hydrostatika . .. ... ... ......
2.1.1 Tenzor napéti ... ... ....
2.2 Transportni teorém . . ... ... ...
2.3 Hydrodynamické pohybové rovnice . .
2.3.1 Tenzor napéti . .........
2.3.2 Eulerovy rovnice . . . . ... ..
2.3.3 Navierova-Stokesova rovnice . .

3 RelativistickA hydrodynamika
3.1 Tenzor energie a hybnosti . . . . .. ..
3.1.1 Kovariantni derivace . ... ..

3.1.2 Rozvoj tenzoru energie a hybnosti . . . .. ... ... ... ...

3.2 Relativistické Eulerovy rovnice. . . . .

3.2.1 Limitni pfechod ke klasickym Eulerovym rovnicim . . ... ..

3.2.2 Bjorkeniv model . . . . ... ..

3.3 Relativisticka Navierova-Stokesova rovnice . . . . . . .. ... ... ...
3.3.1 Limitni pfechod ke klasické Navierovi-Stokesovi rovnici

3.4 Smykové a objemové napéti, efektivni tlak . . . . . ... ...

3.5 Divergence hydrodynamického rozvoje dale od statické rovnovahy

3.6 Hydrodynamicky atraktor v MIS teorii
Zaveér

Literatura

11
12
14
17
18
19
20
22

27
27
28
30
32
32
33
35

37
37
38
39
40
42
42
44
45
45
46
46

49

50






Uvod

Stied naseho zajmu je modelovani vyvoje kvark-gluonového plazmatu (QGP), které
vznika v ultrarelativistickych jadernych srazkach na RHIC ¢ LHC. Hydrodynamické
modely (v relativistickém formalismu) si vyslouZily valny tspéch v popisu evoluce
tohoto exotického média. Je zajimavé, Ze v posledni dobé nachazime tzv. hydrody-
namicky atraktor — univerzalni feSeni, ke kterému spéje evoluce QGP z libovolnych
pocéatecnich podminek. Tato vlastnost je nejcastéji spojovana s klasickou neline-
arni dynamikou, avSak i s klasickou hydrodynamikou, ktera je prirozené nelinearni.
Relativistickd hydrodynamika je dalsim zobecnénim dosavadni teorie, a proto pfi
uvazovani nelinearnich prispévki neni prekvapivé pozorovat podobné chovani.

V prvni ¢asti této prace se snazime ucelené prezentovat vybrané metody z klasické
nelinedrni dynamiky, jistym stfidmym pristupem z diivodu obsahlosti tématu. Dané
metody jsou pouzitelné i pii hydrodynamickych simulacich, ¢ehoz budeme chtit v
budoucnu vyuzit. Teorie nelinearni dynamiky je po blizsim zkouméani (mozné pie-
kvapivé) elegantni a podivuhodna. Vrcholem prvni kapitoly je KAM teorém, ktery
kvalitativné postihuje vznik deterministického chaosu v Hamiltonovskych systémech.

Ve druhé kapitole se snazime systematicky vybudovat klasickou hydrodynamickou
teorii v blizkosti statické rovnovahy (neturbulentni chovéni), aby posléze byly ziejmé
analogie s relativistickou hydrodynamikou. Sledujeme zde nékolik publikaci, které
se snazime syntetizovat do detailni a srozumitelné formy. Dospéjeme k Navierovi-
Stokesovi rovnici a budeme prezentovat pristup pro ziskani pohybovych rovnic vys-
sich tadu.

Konecné ve treti kapitole jdeme po stopach budovani samotné teorie relativistické
hydrodynamiky vhodné pro popis QGP vzniklého v ultrarelativistickych jadernych
srazkach. Ukézeme, jak v blizkosti statické rovnovahy ziskadvat pohybové rovnice
libovolného tadu a dospéjeme tak k relativistickym Eulerovym, resp. Navierovym-
Stokesovym rovnicim. V tomto kontextu se soustiedime i na Bjorkeniiv model. Pro-
blém nastane uvazime-li jiz vétsi gradienty stavovych proménnych (ptipady dale
od statické rovnovahy), kdy dany hydrodynamicky rozvoj diverguje. Vychodiskem
jsou nam poté dva pristupy, pomoci MIS teorie, ¢i Borelovské sumace. Pouze nasti-
nime MIS teorii, kvili nezbytné ¢asové narocnosti pro detailni zpracovéani, avsak jiz
zde ukazeme existenci hydrodynamického atraktoru. Také lze vysSe uvazovany diver-
gentni hydrodynamicky rozvoj presumovat pomoci Borelovské sumace, ktera vede
na stejny hydrodynamicky atraktor. Tyto pTistupy jsou oteviené nasemu dalsimu
zkoumani.
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Kapitola 1

Klasicka nelinearni dynamika

Zde si predstavime zakladni pojmy vztahujici se k dynamickym systémiim a jejich
rozdéleni na diskrétni a spojité. Zacnéme nejdiive obecné, avsak spojité dynamické
systémy maji fyzikalné vétsi vyznam, proto se jim budeme vénovat detailnéji spolu
s vhodnymi pristupy k jejich charakterizaci.

Definice: Necht X je metricky prostor (neprazdna mnozina s metrikou p) a {S(t)} .
je soubor zobrazeni splhujici

e (Vten)(S:X - X je spojité),
e S(0) = Idx,
o (Vs,ten,s+ten)(S(s+t)=S(t)oS(s)),

poté {S(t)} 1o, Nazveme dynamicky systém (DS), pro 0 = R invertovatelny, 0 = R*
neinvertovatelny a pro 0 = Z diskrétnim. Prostor X se nazyva fazovym prostorem.

Pro invertovatelny DS tedy plati
Idx = S(t) o S(-t) =S(-t) o S(t) = (S7'(t) =S(-t)) A (S7'(-t) =S(t)). (1.1)
Pro diskrétni DS, kdy t € Z ozna¢me n = t, plati
S(n)=S(n-1)0S(1) = (S(1))". (1.2)

Stav systému v ¢ase n oznaCme x,,. Zobrazeni S(1) pusobici na stav x,, propaguje
stav x,, jako
Tni1 = S(1)x,. (1.3)

Poznamenejme, Ze nalezeni explicitniho tvaru zobrazeni S(¢) neni vzdy mozné.

Definice: Necht {S(zﬁ)}m:I je DS na X a xj € X.

e Trajektorie prochézejici bodem @y je mnozina o (zy) = Uren {S(t) 20 }-
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e Pokud x, € X je takovy, ze (Vt € D)(S(t):cs = a:s), pak xg se nazyva pevnym
bodem, resp. stacionarnim bodem.

e Pokud A c X je mnozina, pro kterou je splnéno (Vt € D)(S(t)A = A), tak A
nazveme invariantni.

e Pokud A c X je mnozina, pro kterou plati podminky
1) (3B c X oteviend a B> A)(Vag € B)(limy.c 0(S(t)xo, A) = 0), neboli
A je ve svém blizkém okoli pritahujici,

2) je invariantni,
pak A nazyvame atraktorem.

e Mnozina M_(x;) = {azo € X|limy_ 0o S(t)xg = 333} se nazyva stabilni varieta
pevného bodu x;,.

e Mnozina M, (x;) = {mo € X|(Jo(xp)uplna trajektorie zapsana jako o(xg) =
{u(t)|t € R}, kdy (lim;._oou(t) = ;)} se nazyvéa nestabilni varieta pevného

bodu x,.

e Limitnim cyklem nazveme trajektorii periodického feseni x(t) = x(t+7'), ktera
je zaroven atraktorem.

1.1 Spojity dynamicky systém

Dale predpokladejme pouze invertovatelné DS, které jsou generované soustavou oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic prviho fadu tvaru

x = f(x,t), (1.4)

kde tedy t € R chapeme jako Cas a je shodny s parametrem ¢ z definic vySe. Necht
vektorova funkce f:R™! — R” je spojitd v argumentu ¢ a @ € R”.

Reseni soustavy (1.4) je takova diferencovatelna funkce ¢asu x(t), jejiz derivace
spliuji prave (1.4).

Obecné lze prevést skalarni obycéejnou diferencidlni rovnici n-tého radu

dne

¢ drle
dtn _g(t’§7

E,..., dtnfl

) (1.5)

na n+1 ODR 1. fadu pomoci substituce

~ dnflg ~ dn72§

€Ty = dtn_17 To = dtn_Q, ey fl?n+1=f, (16)

téchto n+1 ODR 1. fadu lze kompaktné zapsat ve tvaru (1.4) dosazenim (1.6) do
(1.5).

12



Definice: Necht f je vektorova funkce z (1.4) a pro |t —to| < a, € D c R” spliuje
na intervalu (tg — a,tg + a) podminku

|f(x1,t) = f(22,1)|| < L1 — 22|, (1.7)

kde @1, x5 € D, pak fekneme, ze f je lipschitzovsky spojita v & a L > 0 je Lipschitzova
konstanta.

Lze nahlédnout, ze diferencovatelnost vektorové funkce f implikuje jeji lipschitzov-
skou spojitost v @, coz dale implikuje spojitost v a.

Véta: Resme soustavu ODR 1. fadu spolu s po¢atecnimi podminkami ve tvaru
@ =f(x,t), x(to) = o, (1.8)

pro |[t—-to| <a,x e D = {ac’|g(a:’, xp) < d}, kdy a a d jsou kladna ¢isla. Necht vektorova
funkce f spliuje

1) f(=x,t) je spojita na G = (tg — a,tg+a) x D.

2) f(x,t) je lipschitzovsky spojita v x.
Poté ma tloha (1.8) pravé jedno fesenf pro &as |t — to| < inf(a, %), kde

M =sup||fl| = sup Y |fil. (1.9)
G G =1

Bez dikazu.

Definice: Ulohu (1.8) nazyvame Cauchyho tlohou, jeji fegeni x(t) v zavislosti na
pocatecnich podminkach x = x(ty) oznacme x(t,xp).

Definice: Trajektorii fesSeni x(¢, xy) Cauchyho tlohy (1.8) nazveme mnozinu o(xg)
{a(t, @)t < ).

Definice: Pro DS definovany na I' ¢ R" a generovany soustavou & = f (&) nazvéme
mnozinu Y = {a(:co)|a:0 € F} fazovym portrétem dynamického systému.

Definice: Diferencialni rovnici (1.4) nazveme autnomni, pokud vektorova funkce
f = f(x) nezavisi explicitné na ¢ase, nebo také (1.4) nazyvame autonomnim systé-
memn.

Liouvilleova véta: Necht je DS generovan autonomni soustavou & = f(x), kde
f:T > R" T cR"jeoblast, f € C®), M c I méfitelnd s (M) < +oo (p je mira).
Pak plati

%(M(S(t)M))|t:0:Adwf(m)dm. (1.10)

Bez dikazu.
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Definice: DS, pro ktery plati u(S(t)M) = u(M), kde M c X je méfitelna mno-
zina, t € R, se nazyva konzervativni.
Pokud plati u(S(t)M) < (M) pro t > 0, tak se DS nazyva disipativni.

1.1.1 Metoda linearizace

Nyni se budeme zabyvat tim, jak charakterizovat chovani spojitého autonomniho
dynamického systému na okoli pevného bodu x, (stacionarniho bodu). Rikame, Ze
vysSetifujeme stabilitu pevného bodu x,.

V ramci evoluénich zakoni, tj. v (1.4), musi pro pevny bod platit
@ =f(x,)=0. (1.11)

Muzeme rozepsat obecné nelinearni vektorovou funci f v pevném bodé x, dle Tay-
lorova rozvoje vzhledem k (1.11) jako

flxs+dx) = f(x;) + Adx + ... (1.12)
= Adzx + g(xs + dx).

Pokud vektorova funkce g spliuje podminku

lim 19@I_ (1.13)
N ]

tak aproximujme vektorovou funkci f na blizkém okoli pevného bodu x, pouze
line4rni ¢asti. Tim ziskdme linearizovanou tlohu

& =Adx ~ f(x). (1.14)

Ukazeme si, ze pro linearizovanou tlohu Ize snadno vySettit dynamiku na okoli pev-
ného bodu, avsak korespondence s pivodni obecné nelineérni ilohou (1.4) neni za-
rucena.

Pokud vsak korespondence plati (pevny bod je hyperbolickiym pevngm bodem), pak
pfi posunuti proménné y = dx = € — x, a pridani parametru ¢ > 0 lze (1.12) pfepsat
do tvaru

y=Ay+eg(y+xy), (1.15)

jelikoz vektorova fuknce g = g(y) je pouze funkei y, tak miuZeme nelinearni systém
(1.15) chapat jako poruchu linearniho systému

Y= Ay (1.16)

na blizkém okoli pocatku.

Ziskame-li rovnici (1.15), kde g splituje podminku (1.13), pak polozme ¢ = 0 a stu-
dujme linearni systém (1.16). Konstantni matice A = (a;;) = (gi; z.) = (f'(x5))
predstavuje Jacobiho matici systému (1.4) v pevném bodé x,. Piedpokladejme, Ze
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A neni singularni, tj. det(A) # 0 a jeji vlastni ¢isla jsou navzajem rozdilna. Pokud
by vlastni ¢isla nebyla rozdilna, poté nasledujici postup stéle zjednodusuje tlohu.

Matici A musime diagonalizovat. Resenfm algebraické rovnice

det(A-A1)=0 (1.17)
nalezneme vlastni &isla \; pro i € n, poté prislusné vlastni vektory n(9 matice A
ziskdmé jako netrividlni reseni

An® = \n®, (1.18)
Sestavime-li bazi prostoru R” z vlastnich vektort (9, tim matici A diagonalizujeme,

kdy ma vlastni ¢isla na diagonale. Jelikoz je matice A diagonalni, tak jsou jednotlivé
sméry nezavislé a dospéli jsme k n diferencialnim rovnicim s fesenim

0O =A@ — (1) = MO0 (1), (1.19)
Obecné teseni je poté
y(t) = Y e (), (1.20)
i=1

kde C; = my(to) : ’I’](l) (to)
Z teseni v (1.19) lze vidét, Ze vlastni &islo A, uréuje dynamiku ve sméru n™). Necht

Am = by, +ic,, pro m € n. Mohou nastat néasledujici pripady

e Pokud b, <0, tak ve sméru vektoru n(™ je dany pevny bod stabilni.
e Pokud b, >0, tak ve sméru vektoru n(™ je dany pevny bod nestabilni.

e Jeli ¢, # 0, tak ve sméru vektoru (™) stavovy vektor osciluje.

Nékteré kombinace jednotlivych slozek vlastnich ¢isel matice A si predstavime pro
fazovy prostor R3. Na Obr. (1.1) lze vidét mozné dusledky kombinaci vlastnich ¢isel
A1, Ao, A3, resp. jejich slozek by, cq, ba, o, b3, c3 a odpovidajici chovani v okoli pevnych
bodt. Vlastni ¢islo A pifslusi vektoru n(1), ktery je v naznacené roviné a vertikalnim
smé&fem z pohledu ¢tendre. Déle Ay piislusi sméru n(® leZicim v roving a kolmém na
nM. Zbyli smér odpovida vlastnimu vektoru n(®. Kombinace slozek vlastnich ¢isel
odpovidajici ruznym pevnym bodim z Obr. (1.1) jsou nésledujici:

a

b

bi,bs,b3 >0 a cy1,c9,c3 =0 — nestabilni uzel.
bi,bs,b3 <0 a c1,c9,c3 =0 — stabilni uzel.
C bl,bg >0, by <0 a c1,Co,c3=0— sedlo.

bi,bo,b3<0, ¢ =—co #0 a c3 =0 — stabilni uzel-ohnisko.

)
)
)
d) by,b9,03>0, ¢y =—co #0 a c3 =0 — nestabilni uzel-ohnisko.
)
)

f) b1,b2 >0, b3<0, ¢y =—-cy#0 a c3 =0 — sedlo-ohnisko.

Nyni zpét ke korespondenci obecného nelinearniho systému (1.4) na okoli @, a li-
nearizovaného systému (1.16) na okoli pocatku.
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(d) Nestabilni uzel ohnisko  (e) Stabilni uzel ohnisko (f) Sedlo-ohnisko

Obréazek 1.1: Druhy pevnych bodu ve fazovém prostoru. [6]

Definice: Necht & = f(x) generuje DS na okoli H,» bodu x* a y = g(y) generuje
DS na okoli H,+ bodu y*. Rikdme, Ze tyto dva systémy jsou topologicky-orbitalné
ekvivalentni (TOE), pokud

1) (3h:Hy » Hye)(h je homeomortni).

2) h zachovava trajektorie, tj. necht o = {¢(t),t € R} je trajektorie feseni (1)

soustavy & = f(x), pak (3¢ = 9 (t) Feseni y = g(y)), takze (h(o) = {¢(t),t €
R}), tedy trajektorie se na sebe mapuji.

3) h zachovava orientaci trajektorii, tj. necht x;,xs € o, takze &1 = p(t;) a
Ty = p(l2), kdy t1 < to. Pak existuje vyse dané feSeni 1(t) soustavy ¥ = g(y),
pro které (Eltl, tg, t1 < tg)(h(wl) = ’lb(tl), h(wg) = ’(/)(tg))

Definice: Necht DS generovany soustavou & = f(x) ma pevny bod x € I', kde
I'cR"jeoblast a f:I' - R*, feCO(T). Pokud (VA eo(f'(zs)))(Re(N) #0), pak
&, se nazyva hyperbolicky pevny bod.

Mnozina o(f'(xs)) je spektrum Jacobiho matice f'(x).

Hartmanova-Grobmanova véta: Necht DS generovany soustavou & = f(x) ma
hyperbolicky pevny bod x, € T, kde ' ¢ R” je oblast a f:T' > R", f e C()(T). Pak
(FHa, < T)(FHo c R")(DS: & = f(x) na Ha, '~ DS: € = f/(£)€ na Ho).

Bez diukazu.
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Odsud tedy plyne, ze v okoli hyperbolického pevného bodu lze uré¢it dynamiku sys-
tému pomérné snadno, a to pomoci metody linearizace. Pokud naopak 3\, kdy
Re(\) = 0, poté jsme nuceni pouzit naro¢nejsi metody jako je redukce na centrdlni
varietu, nebo Ljapunovova metoda, kterou si pozdéji predstavime.

1.1.2 Stabilita feSeni

Zabyvejme se stabilitou feSeni v ramci autonomnich systémi. Uvazujme stabilitu
trividlniho TeSeni v pevném bodé, tj. stabilitu feSeni Cauchyho tlohy s pocatecéni
podminku xg = x;.

Navic nas miZe zajimat stabilita periodického feseni x(t) = a(t + T') pii hledani
limitniho cyklu.

Definice: Necht DS je generovan systémem & = f(x), kde x, je pevny bod.
Regenf x(t,x,) = x, je ljapunovsky stabilni, pokud pro lib. € > 0 lze nalézt d(¢) > 0,
takze pro feSeni @(t,&y) s pocateéni podminkou & spliwjici ||&g — xs|| < 0 plati
|Z(t, &o) — x| < €.

Pokud rovnovéazné reseni (t,xs) = &, neni ljapunovsky stabilni, poté ho nazyvame
nestabilnim.

Definice: Necht DS je generovan systémem & = f(x), kde x4 je pevny bod.
Reseni (¢, x,) = &, nazveme asymptoticky stabilni, pokud pevny bod je ljapunov-
sky stabilni a je zaroven bodovym atraktorem.

V pripadé hyperbolického pevného nam metoda linearizace rozhoduje pouze mezi
nestabilitou, ¢i asymptotickou stabilitou pevného bodu.

Definice: Necht DS je generovan systémem @ = f(x), kde ¢(t) je periodické
reSeni.

Rekneme, Ze periodické feSeni ¢(t) je ljapunovsky stabilni pokud pro lib. € > 0
lze nalézt §(e) > 0, takZze pro feSeni x(t,x¢) s pocateéni podminkou xq spliujici
o - $(to)l] < & plats [Je(t, o) - S(1)] < =

Tato definice neuvazuje opozdéni v periodé sousednich reseni. Méjme dvé periodické
feseni ¢(t) = p(t+T) a p(t) =p(t+T) s T # T. Pokud by pro obé& FeSeni platilo,
e (|g(qb(t),v,b(t))| < 5), coz je podminkal ljapunovské stability, tak jsme ve sporu
s T # T. Navic pokud by byly kvaziperiodické Fe3eni z okoli periodické trajekto-
rie pritahovany k této trajektorii, tak ani poté periodicka TeSeni nenaplni definici
ljapunovské stability. Cim? se zésadné zuzuje mnozina DS vyhovujici této definici.

Kvili tomu jsme nuceni zavést asymptotickou stabilitu periodického Teseni jinym
spiSe geometrickym zptisobem, a sice pomoci tzv. Poincarého rezu, resp. Poincarého
zobrazeni.
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Definice: Poincarého fezem v n dimenzionalnim prostoru rozumime n — 1 dim.
nadrovinu V. Necht jeji normaéla je teéna k periodickému FeSeni ¢p(t) v bodé a € V,
tj. tecna k ¢(a).

Vezméme dostatecné malé okoli H, c V bodu a ve V, tak aby se feSeni s pocatecni
podminkou xy € H, opét navracela do V. Necht tg,tq,...,t, jsou ¢asy, kdy feSeni
x(t,xy) prochéazi V, poté definujme Poincarého zobrazeni P : )V — V predpisem

P*(z0) = (1), (1.21)

pro k € n.

Poincarého zobrazeni P nam generuje diskrétni DS na V. Formulujme pojem stability
periodického feseni v ramci vlastnosti Poincarého zobrazeni.

Definice: Necht DS je generovan soustavou & = f(x) s periodickym FeSenim ¢p(t)
protinajici Poincarého tez V v bodé a, méjme Poincarého zobrazeni P:V — V.
Reseni ¢(t) je stabilni, pokud pro lib. € > 0 lze nalézt 6(g) > 0, takze pro xg € V,
|lxo — al| < 6 plati

|P"(x0) — al| <€ pro n e N. (1.22)

Tedy priniky blizkych trajektorii a Poincarého fezu jsou omezeny na okoli bodu a.
Néekdy se tato forma stability nazyva orbitdini stabilita.

Definice: Necht DS je generovan soustavou & = f(x) s periodickym feSenim ¢(t)
protinajici Poincarého fez V v bodé a, méjme Poincarého zobrazeni P:V — V.
Resenf ¢(t) je asymptoticky stabilni, pokud lze nalézt § > 0, takze pro xg € V,
|lzo — al| < ¢ plati

lim P (xo) = a. (1.23)
Urceni asymptotické stability Teseni jsme prevedli na tlohu zkoumani pritazlivosti
bodu a ve V, tedy zkoumani bodového atraktoru a v ramci diskrétnitho DS na V
generovaného zobrazenim P.

Dodejme, ze vySetfovani stability periodickych feSeni zde nebudeme prezentovat. Je
mozné vyuzit napt. Flocquetovu teorii, jejiz zaklady lze nalézt v [1].

1.1.3 Bifurkace

V této kapitole se zamérme na generické rovnice, kdy pozorujeme zavislost na vnéj-
sich parametrech p € R™. Tedy studujme systémy tvaru

z = f(z, p)=Alp)z+g(z, 1), (1.24)
kde jsme osamostatnili linearni ¢ast A(p)x : R* x R™ - R" vektorové funkce

f(z,u) : R" x R™ - R” a navic g = g(«, ) splimje podminku (1.13). Otazkou
je, jaky vliv mé& zména parametri g na dynamiku systému. Vzhledem k definici
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topologické-orbitalni ekvivalence méame nastroj na klasifikaci DS. Kvalitativné roz-
dilné by méli byt dva DS, které nejsou TOE a jejich fazové portréty poté nelze,
vzhledem k ¢asovému toku, vzajemné homeomorfné mapovat. V nasem kontextu to
miize napiiklad znamenat, ze ziskAme novou mnozinu feSeni, ¢i budeme pozorovat
zménu dynamiky systému v zavislosti na parametrech .

V nadchéazejici definici uvazujme skaldrni parametr ¢ jako slozku z vektoru para-
metri p, tedy € = p; pro néjaké i € m. Délame tak kvili jednodusimu vySettfovani
bifurkace, kdy navic mame relaci usporadani na intervalu uvazovaného parametru e.

Definice: Necht I' ¢ R” je oblast, f € C(D(I' x R) a DS je generovany soustavou
@ = f(x,¢). Pokud (EI’HO = R)(V€1,€2 € HO)(DS: x=f(x,e) P DS: € = f(a:,&?z)),
pak fekneme, 7e DS generovany & = f(x,0) je strukturalné stabilni.

TOE ,
Pokud (VHo c R)(3e1,62 € Ho)(DS: & = f(m,e1) # DS: € = f(w,¢2)), pak fek-
neme, ze v bodé ¢ = 0 ma DS generovany & = f(x,¢) bifurkaci.

1.1.4 Ljapunovova metoda

Nyni se zaméfime na tzv. pfimou metodu (Ljapunovovu metodu) vySetfovani stabi-
lity pevného bodu. Neznamené to vSak, Ze postup je obecné dany, ¢i ziejmy, jak by
se mohlo dle nazvu zdét. Zejména jedna-li se o nalezeni Ljapunovovy funkce.

Definice: Spojité skalarni funkce V' = V() je na okoli Hg € R™ pozitivné definitni,
pokud (Vzc € HO)(V(O) =0 A V(x)>0 pro x + O).
Funkce V = V() je pozitivné semidefinitni, pokud (V& € Ho)(V(z) >0 A V(0) =

0).

Definice: Uvazujme diferencovatelnou skalarni funkci F': R® - R a vektorovou
funkci @ : R — R”. Orbitalni derivaci L; funkce F' = F'(x) podél vektorové funkce
x = x(t) rozumime

F F F
L,F = gradF -x = g—xlﬂﬁ + g_@xd +eeet g_xnjfm (1‘25)

Chceme-li explicitné oznacit bod &, ve kterém vy¢islujeme (1.25), tak zna¢ime L, F|z.

ProtoZe méme evolu¢ni zdkony ve formé & = f(x), muzeme vyjadrit orbitalni deri-
vaci také jako
oF oF oF
LF =gradF - f=—f1 +
0, 2

a2t

. (1.26)

Jedna se o derivaci skalarni funkce ve sméru vyvoje DS. Ukazeme nyni, jak vyuzit
orbitalni derivace k vySetieni stability nehyperbolické pevné body.
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Ljapunovova véta: Necht f: T — R* f e CO(T), T je oblast, takze 0 € T a
zaroven x, = 0 je pevnym bodem DS generovanym soustavou & = f(x).

Pokud plati (Va: € F)(LtV < 0), kde V' = V() je spojita skalarni funkce, pak , = 0
je stabilnim pevnym bodem.

Pokud plati (Vo e I')(L,V < -W(z)), kde W = W(x) je pozitivné definitni funkce,
pak pevny bod x; = 0 je asymptoticky stabilnim.

Bez dukazu.

Problémem je zejména nalézt funkci V', k ¢emuz neexistuje obecny postup. Funkci
V' si lze predstavit jako potencial systému, ¢i samotny Hamiltonian, jak bude déle
ukazano a nazyvame ji Ljapunovovou funkei.

1.1.5 Hamiltonovské systémy

Definice: Necht DS je generovan soustavou & = f(x), kde ¢ D c R™. Skalarni
funkci ' : D - R nazveme prvnim integralem pohybu, je-li v D spliieno

LF =0. (1.27)

Uvazujme DS, pro které existuje tzv. Hamiltonova funkce H = H(q,p) € C? zobecné-
nych poloh g a hybnosti p, H : R?” - R. Tato funkce je prvnim integralem pohybu
a pohybové rovnice lze ziskat jako

pi = —ZZ; ¢ = ZZ, (1.28)
coZ odpovida jinému zapisu soustavy & = f(x), kde napt.
Q1
T = (g) - Zfll : (1.29)
pn

odsud tedy musi x € R?".

Véta: Hamiltonovsky systém (1.28) je konzervativni.
Vyuzijeme znaceni (1.29) a formu zdpisu @ = f(x). Poté

0 0 0 0y OH OH OH  OHyr_
8q1"“’8qn’8p1"”’0pn apl,...,apn, 8q17m’ aa.,

o 92H 0’H
= - =0.
7; (8piaQi 0q;0p; )

divfz(

CoZ plyne ze zameénnosti parcidlnich derivact funkce H. Proto dle Liouvilleovy véty
je zachovdn fazovij objem, a tedy systém je z definice kozervativni. [ ]
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Navic odsud i plyne, ze Hamiltovské systémy nemohou generovat pevné body, kdy
jsou vsechna vlastni ¢isla se stejnym znaménkem. Tedy nejsou dovoleny uzly, mohou
se vyskytovat pouze sedla, ohniska a jejich kombinace pii splnéni dané podminky
divf = 0.

Tustrovat to lze na linearizované tloze (1.14), pfi zvoleni ortonorméalni béaze z vlast-
nich vektora Jacobiho matice A plati, ze A = diag(\,...,A2,), kde A, jsou vlastni
hodnoty. Predpokladejme, Ze vlastni hodnoty jsou pouze realné. Poté

2n 2n
divf = divAz =) aixm)\m = A =Tr(A). (1.30)
m=1 9Tm m=1

Pro uzly musi tedy byt nutné vyraz (1.30) nenulovy, protoze vlastni hodnoty A,
maji vzdy stejné znaménko. Pro vynulovani vyrazu (1.30) musi byt alespon jedno
vlastni ¢islo se zapornym znaménkem.

Bez Gjmy na obecnosti umistéme pevny bod do pocatku. Uvazujme stabilitu trivi-

t . -
alniho feseni x(t) = (thg) = (gs) = @, = 0. Aniz bychom zménili systém (1.28),
muzeme k Hamiltonové funkci pri¢ist konstantu tak, aby platilo H(0,0) = 0. Tj.
Hamiltonian je urcen az na konstantu. Je-li Hamiltonova funkce pozitivné definitni

poté miize slouzit jako Ljapunovova funce systému.

Véta: Meéjme soustavu (1.28) s trivialnim feSenim (Zg;) = (gs) =0, kdy hamil-

tonova funkce H(q,p) = H(q,p) - H(0,0) je pozitivné definitni na né&jakém okoli

(gs . Poté je trividlni feSeni ljapunovsky stabilni.
S

Vime, Ze pro Hamiltonovské systémy plati

"9H 0 O0H 0
L= - g
' z; Op; 0q;  Ogq; Op;
" OHOF OHOJOF

L,F = -
' ; Op; 0q;  Og; Op;

E[H,F],

kde jsme zadefinovali Poissonovu zdvorku. ProtoZe funkce H md zaménné parcidlni
derivace, tak nutné plati [H, H] = L;H =0 (coz vime, protoze H je prunim integrdlem
pohybu,).

Jsou naplnény podminky pruni cdsti Ljapunovovy vety, kde LyH <0, H je pozitivnée
definitni a diferencovatelnd. Trividlni FeSent je proto ljapunovsky stabilni.

Protoze LiH = 0, tak nemiZe existovat pozitivné definitni funkce W, aby LiH|, <
-W(x). Proto trividlni Teseni nemize byt asymptoticky stabilni. CoZ je ve shodé s
konzervativnosti systému. [ |

Jelikoz je Hamiltonidn integralem pohybu, lze ho polozit roven konstanté E € R,
a tim zadefinovat 2n — 1 dimenzionalni nadrovina ve fazovém prostoru R2". Z véty
vyse je tato nadrovina ljapunovsky stabilni a obsahuje fazovy portrét systému.
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Jelikoz se fazovy objem zachovéava, je otazkou, jak se usporadéavaji trajektorie v rdmci
nadroviny uréené vztahem H(q,p) = E. Nyni vyslovime zajimavé tvrzeni zabyvajici
se dynamikou systému na této nadroviné.

Poincarého véta o navratu: UvaZujme invariantni fazovy objem D c R?" vzhle-
dem k DS {S(t)}teR, jehoZz zobrazeni navic zachovavaji objem. Mé&me Poincarého
fez P c R?n1,

Poté pro lib. bod & € D n P lezici na periodické trajektorii s periodou 7' a jeho
lib. okoli Hy ¢ D NP existuje bod & € H, a ¢as T fadove odpovidajici T, takze se
trajektorie z bodu & po dob& T opét navrati do M, tj. (S(T):ﬁ € Hw)

Bez dikazu.

v

antni kompaktni mnoziné se za dostatecné dlouhy cas navrati do podobného stavu,
ve kterém jiz byl. Tento fakt je odrazen i v nazvu véty. Dany cas vSak neni omezen
a pro slozité systémy muze byt realné nedosazitelny.

Zminme zde, ze pokud Hamiltonidn systému Hy;, vedouci na linearni systém « = Ax
je porusen Hamiltonidnem Hp., = Hpe, () uvazujici napt. vazby fazovych promén-
nych, poté se v pohybovych rovnicich (1.28) objevi nelinearni piispévek g(x). Sché-
maticky

H=Hj,+eHy, = x=~Ax+ecg(x)=Ax+g(x,¢), (1.31)

kde ¢ je poruchovy parametr a zapisem g(x,¢) se snazime piiblizit tvaru (1.24) z
kapitoly o bifurkaci. JelikoZz poruchovy parametr ¢ lze chapat také jako bifurkacni
parametr, ktery pridava nelinearitu do pohybovych rovnic a méni charakter DS.

V nasledujici kapitole si predstavime v ramci Poincarého fezu Hamiltonovského sys-
tému jiny bifurka¢ni parametr, a sice energii systému FE.

1.1.6 Deterministicky chaos v Hamiltonovskych systémech

Zde se zamérime na jev zvany deterministicky chaos konkrétné v nelinedrnich Hamil-
tonovskych systémech. Predstavime si KAM teorém (teorém Kolmogorova, Arnolda
a Mosera), ktery kvalitativné charakterizuje chovani Hamiltonovskych systému pro
rizné hodnoty energie E (tj. poc¢atecnich podminek) a rozlisuje mezi tzv. requldrnim
a chaotickym chovdanim.

Budeme studovat diskrétni dynamicky systém na Poincarého fezu, generovany Po-
incarého zobrazenim. Energie systému F = H(p, q) bude chapana jako vné&jsi bifur-
ka¢ni parametr tohoto diskrétniho dynamického systému. Pro Hamiltonovsky systém
energie F znac¢i pouze mnozinu pripustnych pocatecnich podminky. Tento kontrast
bude jesté komentovén.

Definice: Deterministickym chaosem nazveme chovani DS vyznacujici se
e vysokou citlivosti vii¢i po¢ateénim podminkam,

22



e typicky exponencialni rozbihavosti blizkych trajektorii,

e atraktorem s geometricky slozitym usporadanim, ktery nazyvame podivny
atraktor.

Vysokou citlivosti vii¢i pocateénim podminkdm myslime ztratu paméti systému
vzhledem ke své historii a praktické nepredpovéditelnost systému v delSich caso-
vych usecich.

Explicitné lze pocitat tzv. Ljapunoviv exponent A, ktery charakterizuje prumérné
vzdalovani blizkych trajektorii, tj. pro ||[xg — @o|| < & plati piblizné ||x(¢,xo) -
x(t,Zo)|| ~ eM. Tato vlastnost koresponduje s vysokou citlivosti na pocatec¢nich
podminkéach.

Zejména zajimavé je, ze dynamika systému se odehrava na geometricky slozité mno-
ziné, ktera je podmnozinou nadrovina definovana vztahem E = H(p,q). Tato mno-
zina — podivny atraktor muze byt modelovana pomoci fraktdlovijch, sobépodobnijch
mnozin, které nemaji celociselnou dimenzi vzhledem k definici Hausdorffovy di-
menze. Zde se této problematice vSak nebudeme hloubéji vénovat.

Na nasledujicim ptikladu Hamiltonovského systému budeme ilustrovat nové pojmy
spolu s KAM teorémem.

M¢jme Hamiltonian ve tvaru

1 1 1
H = Hyp +cHpep = §(Qf +pi) + §(Q§ +p5) +e(qige — 5613), (1.32)

kde Hj;, predstavuje Hamiltonian dvoudimenzionalnitho harmonického oscilatoru a
H,e, nelinearni poruchu, kterd zaroven vaze sméry vykyvu, tj. proménné ¢; a go.
Pohybové rovnice jsou poté

¢ = p1,

q2 = P2, (133)
P1=—q1 — €2q142,

P2=—q2+ 5(93 - Q%)

Systém (1.33) jsme Fesili numericky v rozhrani Matlab, pii € = 1 a vytvareli Poin-
carého fezy v ¢; = 0, kde jsou zobrazeny proménné ¢», p> a p; je dopocteno z integralu
pohybu (1.32). Pro neporuseny harmonicky oscilator bychom v Poincarého fezu spat-
fili soustfedné kruhy. Dané proménné spolu s ¢asem jsou bezrozmérné velic¢iny.

Na Obr. (1.2) vydime Poincarého ez pro jednu trajektorii systému (1.33) pii E =
1/8, kde kiiz v grafu oznacuje pocateéni podminky. Navic je vyobrazena relativni
chyba energie — pomdr E_TE/, kde E' = E'(q'(t),p'(t)) je funkci numericky spoc¢teného
feSeni (q’ (t),p’ (t)) Ucinili jsme tak, abychom prezentovali neidealnost numerickych
feSiCl, v naSem piipadé odell3 v ramci softwaru Matlab a odivodnili rozptylend
trajektorit v Poincarého tfezu. Doba ob&hu byla pro danou trajektorii priumérné 17
jednotek. Tedy chybé 10% odpovida zhruba 1300 cykli trajektorie. SniZzovani ener-

gie zapri¢inuje tzv. numerickd disipace, kterou nejsme schopni uplné potlacit. Pro
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Obrazek 1.2: Vlevo Poincarého ez pro jednu trajektorii a vpravo spoctena jeji rela-
tivni chyba energie.

relevantni numerické simulace disipativnich systémi musime zarucit, aby uvazovana
klasické disipace byla vzdy mensi nez numerické disipace.

Dynamika v ramci Poincarého fezu z Obr. 1.2 je nésledujici: trajektorie aperiodicky
preskakuje mezi dvémi uzavienymi kiivkami. Tyto kfivky jsou priniky Poincarého
fezu a tzv. invariantniho tori, coz je tii-dimenzionalni torus v R*, v ramci kterého
se pohybuje dané TeSeni. Je zajimavé, Zze i pres vysokou relativni chybu energie
pozorujeme stabilitu tohoto feseni.

Déle méame na Obr. 1.3 dva Fezy odpovidajici energiim F = 1/12 a E = 1/8 vzdy
pro nékolik riznych pocatecnich podminek, které jsou barevné odliseny. VSimnéme
si zejména jiného charakteru pruniku trajektorii na Poincarého fezu. Témito kvali-
tativnimi rozdily se budeme nyni zabyvat.

Shodu obou obrazki muzeme pozorovat v oblastech oznacenych a,b,c,d, coz jsou
pravé mista pranikt dvou invariantnich tori s Poincarého fezem. Jak jsme vidéli
z trajektorie na Obr. 1.2, ¢asti a a d jsou z jednoho toru a b,c z jiného toru, coz
usuzujeme z chovani zelené trajektorie pii energii ' = 1/8 na Obr. 1.3. Naopak tra-
jektorie podél kiivky spojujici feseni e a f zménili zasadné dynamiku svych pranika
pii navyseni energie £ =1/12 — 1/8.

Otéazkou je, pro¢ si urc¢ité oblasti v ramci Poincarého fezu zachovavaji svoji podobu i
prii navySeni energie a jiné ne. Nejdiive zaved me dvé definice a nasledné se pokusime
na danou otazku odpovédét.

Definice: Heteroklinickou orbitou nazveme takové trajektorie vzhledem k P, které
jsou mezi dvémi periodickymi FeSenimi (napf. e, f) a plati, Ze pro t - +oo se trajek-
torie blizi k jednomu periodickému feSeni (e) a pro t - —oo k druhému (f).
Homoklinickou orbitou nazveme trajektorie vzhledem k P, které pro t — oo spé&ji
ke stejnému periodickému reSeni.
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Obrazek 1.3: Poincarého Fezy systému (1.33) pro energii £ = 1/12 a E = 1/8 s
nékolika pocatecnimi podminkami.

Heteroklinické orbity jsou tedy ziejmé z Obr. 1.3 pii energii E = 1/8 mezi body e a
f. Avsak pfi energii E = 1/12 jiz tyto orbity nepozorujeme. To souvisi s periodi¢nosti
feSeni e a f. Homoklinické orbity jsme v nasem piikladu nehledali.

Pro formulaci KAM teorému je tifeba rozlisit a definovat trajektorie uzaviené —
periodické a neuzaviené — kvaziperiodické, kdy tato vlastnost trajektorii je tranzitivni
mezi obémi dynamickymi systémy generovanymi (1.33) a Poincarého zobrazenim. K
vySetfeni periodi¢nosti, resp. kvaziperiodicnosti trajektorie je nutné ziskat frekvence
wy a wy v rovinach ¢; x p; a ga x po. Blizsi informace nalezne ¢tenar v [1]. Pro nase
potieby predpokladejme, Zze jsme dané frekvence ziskali a poté lze jiz zadefinovat
jednoduché kritérium.

Definice: Trajektorii nazveme periodickou pokud plati, Ze w; /wy € Q. Pokud tomu
tak neni, tj. wy/ws ¢ Q, pak je dana trajektorie kvaziperiodicka.

Dana definice ma vSak i kvantitativni charakter, jelikoZz muzeme rozliSovat miru
iracionality daného ¢isla a ¢ Q. Vytvorme tetezovy zlomek jako
1
1 Y

a + ———
! a2+a31+'-.

(1.34)

a=ag+

kde ag € Z a ay,az, ... je posloupnost prirozenych ¢isel. Zapis ¢isla a ve formé (1.34)
je jednoznacny a zkracené ho znacime [ag; ay, as, . .. |. Cislo a je htife aproximovatelné
racionalnim ¢islem, ¢im mensi sou ¢leny v posloupnosti aq,as,.... Napf. ¢islo 7 =
[3;7,15,1,292,1,...] je dobfe aproximovatelné zlomkem % a je to dano prave ¢islem
ay = 292 v rozvoji. Naopak zlaty fez ¢ = 1.61803... je nejvice iraciondlni, protoze
jeho fetézovy zlomek je ¢ = [1;1,1,1,...]. Vyzyvame ¢tenafe k nahlédnuti do [3].

Na Obr. 1.3 s energii E = 1/12 pozorujeme heteroklinické orbity mezi body e, f a
jinymi. Témito vyznaénymi body prochézi zaroven periodické orbity systému (1.33)
s pomérem frekvenci wj/wh € Q, ke kterym pravé spéji heteroklinické orbity. Ze
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spojitosti TfeSeni DS vué¢i poc¢ateénim podminkam budou mit heteroklinické orbity
pro t — oo, jiz v ramci (1.33), pomér frekvenci wy fwy ~ W [wh.

Zminme, Ze slozitost invariantnich podmnozin R4, resp. R?” je zna¢né, at uz se jedna
o invariantni tory s pruniky na Poincarého fezu a,d a b,c, ¢i okoli periodickych
trajektorii prochazejicich e, f. Invariantni torus je spojen s pravé jednou trajektorif,
at periodickou nebo kvaziperiodickou. Ruzné invariantni tory jsou navic vnoteny do
sebe, coZ pozorujeme jako soustfedné kiivky na Obr. 1.3 pii £ =1/12.

V nadchazejicim teorému mluvime o tzv. chaotickyjch a reguldrnich oblastech. Mys-
lime tim zejména podmnoziny M c P, kterymi prochézi trajektorie Hamiltonov-
ského systému (1.33). Pokud chovani vSech trajektorii protinajici M je chaoticke,
poté M nazyvame chaotickou oblasti. Pokud v8echny trajektorie nejsou chaotické,
poté oblast nazyvame regularni. Vice informaci nalezne ¢tenaf opét v [1].

Fixovanim energie Hamiltonovského systému E = H(q,p) definujeme t¥idu feSeni
(1.33), jejichz pocateéni podminky gqo,po spliuji E = H(qo,Po). Zménou energie
ziskame pouze tiidu FeSeni s jinymi pocatecnimi podminkami.

Pro diskrétni dynamicky systém v ramci Poincarého fezu vSak mizeme energii Ha-
miltonovského systému F € Rt chapat jako vnéjsi bifurka¢ni parametr. Rez je defino-
van na roviné gu x py pii ¢1 = 0 a p1 je dopocteno z integralu pohybu FE = H(p, q). Pri
zvySeni energie vétSinu zavislosti absorbuje proménna p;, ktera je pro Poincarého
fez irelevantni. V roviné ¢ x p, muzeme tict, ze trajektorie podléhaji bifurkaci, i
kdyZz vime, Ze pro Hamiltonovsky systém v R?" vykreslujeme pouze jiné feSeni.

Nésledujici teorém lze proto interpretovat jako kvalitativni tvrzeni o bifurkaci vuci
zméné energie F diskrétniho dynamického systému na Poincarého tezu, ktery je
ovSem indukovany Hamiltonovskym systémem.

KAM teorém: Uvazujme Hamiltonovsky systém s malou poruchou ve formé ne-
linedrnich ¢lent. Diskrétni dynamicky systém v ramci Poincarého fezti bude mit
bifurkace pro E € R*, coZ je energie E = H(q,p). Pro nizké energie, tj. £ - 0 pozo-
rujeme regularni chovani na Poincarého fezu a Lebesquova mira chaotickych oblasti
jde k nule. Pti zvySovani energie E se za¢nou regularni oblasti ménit v chaotické,
které lze modelovat pomoci tzv. Cantorova diskontinua. Nejdéle pretrvaji kvaziperi-
odické trajektorie s nejvice iraciondlnim: podily frekvenci, naopak nejdrive se zméni
periodické trajektorie. Pokud E — +oco bude cely systém chaoticky.

Bez dukazu.

vy
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Kapitola 2

Hydrodynamika

Vychazejme v naSem odvozeni z hydrostatiky, kde zavedeme tenzor napéti. Do-
konstruovat pohybové rovnice i ve vyssich fadech pomoci rozvoje hydrodynamického
gradientu.

Kontinuum lze popisovat dvéma zptisoby pomoci Lagrangeovy metody, nebo Eulerovy
metody. Prvni je vhodnéjsi pro popis deformaci zejména pevnych téles, naopak druha
pro kontinuum s volnymi konstituenty.

V Lagrangeové metodé uvazujeme v case t = 0 rozlozeni konstituentti kontinua a dle
jejich polohy x € R™ c R?" je indexujeme, kde rozumime R?” fazovym prostorem a
R™ jeho prostorovou ¢asti. V tomto smyslu poloha konstituenta (vektor posunuti),
ktery byl v ¢ase t =0 v x, je y = y(,t) a jeho rychlost y = y(x,t). Tedy sledujeme
primo trajektorie konstituenti, coz pro popis kapalin neni nejvyhodné&jsi.

Eulerova metoda je ponékud piiméjsi. Zde uvazujeme pole rychlosti v = v(x,t)
a interpretujeme ho jako rychlost konstituenta nachézejici se v ¢ase t v bodé x ¢
R™. Nyni nemé smysl uvazovat konkrétni polohu konstituenta, pouze objem, ktery
kontinuum zaujimé a dané rychlostni pole. Tento pfistup je pro kapalinu zjevné
vyhodnéjsi a budeme s nim formulovat dalsi teorii.

Stav systému je oproti predeslé kapitole uréen objemem kontinua V' =V (t) a rych-
losti v = v(a,t), kde x € V. Jedna se zde o spojity nekonetné dimenzonéalni dyna-
micky systém.

2.1 Hydrostatika

Uvazujme objem kontinua V' ohrani¢eného uzavienou plochou f. V rovnovaze po-
zadujeme, aby vyslednice vnéjsich sil F' a vysledny moment sil M piisobicich na
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objem V byly nulové, tj. ve slozkach

Fl-:fv}“idV+y§7§df:O, (2.1)

M, = fv ik FrdV + ﬁgijk%’ﬁ df =0, (22)

kde F; jsme oznagcili i—tou slozku objemovych sil a 7; plosnych sil. Tyto dvé slozky
jsou na sobé nezavislé.

Objemové sily ptsobi pifimo na uvazovany objem dV c V a nezéavisi na silovém
pisobeni v okoli dV'. Tyto sily jsou zptfostfedkovany silovymi polemi prostupujicimi
kontinuum (napf. elektromagnetické, gravitacni ... ). Teéné sily jsou vztaZeny pouze
k silovému piisobeni na hranici objemu f, a to zejména kontaktnim zpisobem. Maji
vliv i uvnitt kontinua, jelikoz uvazuji vazby mezi sousednimi elementy objemu. Tento
fakt bude zfejméjsi po zavedeni tenzoru napéti.

2.1.1 Tenzor napéti
Definice: Tenzor napéti o definujme vztahem
T = o -n, resp. ve slozkach T; = o;.ny, (2.3)

kde n je norméalovy vektor k dané plosce.

Zname-li tenzor napéti a norméalu k plosce, jsme schopni dopocist povrchové sily pti-
sobici na plogku. Tenzor napéti je definovan vsak i uvnitt objemu, tim odrézi vnitini
projevy povrchovych sil. Charakterizuje prenos impulzu v médiu. Jsme schopni pro
libovolnou plosku v objemu V' s normélou n explicitné vypocist dusledek ptisobeni
plosnych sil jako o - n.

Zapiseme nyni vztah (2.1) s tenzorem napéti a navic pouzijeme Stokesovu vétu ve
druhém integralu, t;j.

E=/Ed‘/+§lgaikdfk=f(}}+aaik)d1/:0,
1% f 1% oxy,

kde dfy = ngdf. Uvazime-li, Ze objem V muze byt libovolny, tak musi platit

8al-k

8£L'k

Fi+ 0. (2.4)

coz predstavuje tii rovnice statické rovnovahy. Ve stejném postupu vychazejictho z
vektorového zéapisu (2.1) narazime na operaci V - o, jelikoz

ngdfzjéa-ndf:fVVvdV

a jedna se o divergenci tenzoru napéti.
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Poznamka ke znaceni: Divergenci tenzoru T = T'(x) fadu n > 1 znacime V- T'.
Je definovana jako

vV-T = oz, -e;
a jedna se o tenzor n—1 rfadu. Vyuzili jsme Einsteinovy sumac¢ni konvence. Predpokla-
déme, Ze bazické vektory e; jsou na prostoru nezavislé, tedy neuvazujeme zakiiveny
prostor.
Gradient tenzoru T = T'(x) fadu n zna¢me VT a je tenzorem fadu n + 1. Plati pro
néj
_aT
- (9:1:2

Pro tenzor druhého tadu T = Tj;e; ® e; a tenzor prvniho fadu v = v;e; (vektor
rychlosti) mame divergenci

vT

® e;.

a’UZ' an
V-’U:—e--e-z—:Tr Vv
8%2' ‘ ’ th ( )’
T},
vV-T= axljel -e; ® €e; = T%jﬂ'ej.
i
Pro gradient
Vi
Vv = O €; ® e =1;,e; ® e,
k
VT = axw e, ® €; ®er = Ej,kei ® €; ® eg.
k

Nyni 1ze rovnice statické rovnovahy (2.4) zaspat vektorové jako

F+V-0=0. (2.5)

Vyuzijme druhou podminku hydrostatiky — celkovy moment sil M je nulovy. V (2.2)
upravime plosny integral:

ngijkIjEdf = jg%k%‘%zdfz =

0 8akl
=[V€ijka—xl(ﬂfj0kz)dv=fv&jk(@zakﬁﬂija—xl)dv: (2.6)
oy
:fveijk(akj+xja—xl)d‘/:/‘;aijk(akj—xjfk)dv,

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili rovnice statické rovnovahy (2.4), resp. (2.5).
Dosazenim (2.6) do (2.2) ziskame

—/V&jkdkjdv =0 = €ijkOkj = 0.

Coz je podminka symetri¢nosti tenzoru napéti o. Spolu se tfemi rovnicemi statické
rovnovahy (2.5) tvori zakladni soubor rovnic v rameci hydrostatiky.
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2.2 Transportni teorém

Jesté pred odvozenim hydrodynamickych pohybovych rovnic se zamérime na dopln-
kové vztahy — transportni rovnice se zdrojovymi ¢leny & = €(x,t) pro tenzorovou
veli¢inu ¢ = ¥ (x,t) fadu k. Muze se jednat o hustotu, baryonové ¢islo, ¢ relativis-
ticky tenzor energie a hybnosti, tedy proménné vystupujici v pohybovych rovnicich.

Tenzorova veli¢ina 1) je definovana uvniti V a na povrchu f celého objemu kapaliny
V., tj. V=V ~ f. Jeji integralni soucet ma proto totalni ¢asovou derivaci rovnu

%qup(m)dV:fvﬁ(m)dV:fvu(m)dV+j§V(a:)df, (2.7)

kde jsme explicitné rozepsali zdroje £ na objemové p a povrchové v. Pro zachova-
vajici se veli¢inu tedy

%[/¢(w)dv - 0. (28)

Predpokladejme, Zze k transportu veli¢iny @ v objemu V' dochazi pouze tokem, ne-
uvazujeme transportni jevy jako napft. teleportace. Ziidla vznikaji pouze diky obje-
movym zdrojum &, resp. .

Odvodme transportni teorém pro levou ¢ast vyrazu (2.7), kde objem V = V(t) je
vyjadieny ve statické kartézské souradné soustaveé o souradnicich x jako

4 P(x)dV.
dt Jv)
Abychom neméli ¢asovou zavislost integra¢ni mnoziny, zvolime novou soufadnou
soustavu spojenou s danym kontinuem (podobné v Lagrangeové metodé) s oznace-
nim soutradnic «’. Pfechodem k proménnym @’ musime pridat jakobian transformace
J = |det(3)| do integrandu a piepsat mnozinu integrace na ¢asové nezavisly objem
J

V7, t.

d
. / !/ Jdvl
= [ @),

zde rozumime funkéni rovnosti 1 (x) = ¥’(2’). Nyni jiz lze zaménit operace totalni
casové derivace a integrace

4wz 7)av dy' ATy Ay’ @rdly
fv,a(lﬁ(w)J)dV =/V,($J+¢E)dv :fv( ;ﬁ +¢75)Jdv_

VyuZzijme Bulerovi identity — +92 = v - v’ [8], kde v’ je rychlost vystupujici v pii-

slusnych pohybovych rovnicich a prepiSme integral opét do proménnych x

/V/(dz’+(v.v’)¢’)Jdv'=fv(%+(v.v)¢)dv_ (29)

Ziskali jsme tedy transportni teorém pro veli¢inu ¥ tvaru

%[/w(w)dV:f‘/(%+(V-v)¢)dV
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Poznamka: Spocteme-li totélni casovou derivaci libovolné slozky P; tenzorové
proménné P = P(x,t) fadu [, s indexem j = (j1, Jo, - - -, 1), ziskdme

de an 8Pj dxk an 8Pj

at ot om, dt ot ox M
dP 0P
vektorove “— = 2 4 (. V)P
resp. vektorove — - = — +(v-V)P,

kde jsme vyuzili Einsteinovy sumac¢ni konvence.

7 piedeslé poznamky vime, Ze % = % 4 (v- V). Navic plati

V- (4pv) =V (o) = (v V) +(V-0)P,

protoze

V- (’(/J ® ’U) =V- (wljvkei ®e;® ek) = (”Lﬁiﬂ)kei ®e; e ek)

9
(?xk
O
= (50 iy g (e 0 ) = (0 V) + (7).

Diky predeslym vztahtim miizeme psat
L2 @ wp)av= [ (P opp+ (v v)p)av -
- fv(%_f+v-(¢v))dV= fV%—de+y§(¢v)-ndf,

kde jsme pouzili Stokesovu vétu v posledni rovnosti. Formulace znamé jako zobec-
nény transportni teorém tedy je

dt/¢dv f dV+j§(¢v) ndf (2.10)

S uvazenim zdroji, tj. rovnice (2.7), mame

f (%’f £V (v) AV V%—fdx/+y§(¢v).ndf=§€gdv.

Odtud lze zapsat diferencialni tvar (2.7) jako

o .
o TV (Yv) =€ (2.11)

Pokud transportovana veli¢ina 1 je hustota ¢ a v prostoru neexistuji zdroje hmoty,
tj. €o(x) =0 pro Y € V, pak (2.11) zahrnuje i rovnici kontinuity

8t+v (ov) =0. (2.12)

Odkazujeme ¢tenafe na publikaci [§].
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2.3 Hydrodynamické pohybové rovnice

Pro odvozeni pohybovych rovnic pro kapalinu vychézejme z rovnic statické rovno-
vahy (2.5). Dle d’Alembertova principu uvazujme setrvac¢nou silu

, dv
fzn -
o

pusobici na konstituenty vztazené k hustoté o (zachovavajici se velicina). Proti se-
trvacné sile ptisobi rovnovazné sily o stejné velikosti, tedy

dv

~-F" = o5 =F+V0, (2.13)
resp. ve slozkich - F/" = p dlz)f =F + (9%:’ (2.14)

coz jsou pohybové rovnice pro kapalinu. Ve shodé s tvarem evolu¢nich rovnic z
predchozi kapitoly o klasickych dynamickych systémech mame

- H(Fiv.o
U_Q(J-' Vo), (2.15)

aaz‘k)

o~ (2.16)

1
resp. ve slozkéch v; = _( Fi+
0

Jedné se o nekone¢né dimenzionalni dynamicky systém v proménné x, jedna z metod
prevedeni systému na konecné dimenzionalni je vytvorenim disjunktnich objemi
Necht objemy zaujimaji vétsi prostor nez samotny objem kapaliny V' =V (t), tedy
V cU; Azx; pro Vt. Dosazenim objemi Az; do (2.15) ziskame 3n evolu¢nich rovnic

v(Ax;) pro j €n.

Tento prechod k 3n dimenzionalnimu klasickému spojitému dynamickému systému
nam dovoluje pouzivat metody z predeslé kapitoly. Otézka korespondence je vSak
oteviend. Navic je tfeba uvazit, ze v kapitole o klasickych dynamickych systémech
jsme prakticky uvazovali Lagrangeovu metodu popisu, pomoci indexovani téles.
Oproti indexovani prostoru Az;(t) jejich mozného vyskytu.

Pokud vytvarime numerické simulace, setkdvame se s vysokou pocetni naroc¢nosti,
jelikoz 3n >> 1.

Stale jsme nestanovili explicitni tvar tenzoru napéti o.

2.3.1 Tenzor napéti

Vime, Ze tenzor napéti o = o(x,t) musi byt symetricky a definovan uvnitf i na
povrchu objemu kapaliny V.
Jelikoz popisujeme fyzikalni deterministicky dynamicky systém, tak musi byt tenzor

napéti zavisly pouze na fazovych proménnych v daném case t. Fazové proménné jsou
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rychlost v = v(x,t), zachovavajici se veli¢iny — zde hustota ¢ = o(x,t) a popiipadé
dalsi termodynamické veli¢iny ¢ = ¢ (x,t). Tenzor napéti je tedy implicitné zavisly
na prostoru a ¢ase jako o = o(v, 0, ¥).

V ramci klasické hydrodynamiky nemuze platit o ~ v ® v, nebo. o ~ |v|I, protoze
sily by mohly byt rtizné pro dvé inercidlni vztazné soustavy. Tedy by nebyla splnéna
invariantnost dynamiky, resp. sil vii¢i pozorovateli.

7 této podminky uvazujeme zejména gradient rychlosti Vv, ktery je vici riznym
inercialnim soustavam invariantni, jelikoz uvazuje pouze prostorové rozdily v rozlo-
zeni rychlost, avsak né absolutni hodnotu rychlosti.

Gradient rychlosti 1ze rozdélit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast S a A jako

1 Ty, L TY _
Vv=§(Vv+(Vv) )+§(VU—(V’U) )=S+A.

Protoze samotny tenzor napéti je symetricky tenzor druhého fadu, predpokladame
pouze symetrickou ¢ast gradientu rychlosti S. Jeden z nejjednodusich tvari tenzoru
napéti je

o = kol + K1 S + Ky S?,

kde k; = k;(S), resp. k; = k;i(Ig,11g,I11g). Jak lze vidét v [8] nové definované ¢leny
jsou explicitné zavislé na symetrickém tenzoru S jako

IS = TI'(S) =V -,
1 _
IIg = 5(125 - Ilg),
IIs = Tr(S?),
[IIg = det(S).

Lze analogicky aproximovat tenzor napéti o tenzorovou funkci G = G(S) v moc-
ninném rozvoji [-tého fadu symetrické ¢asti gradientu rychlosti S, tj.

!
o=G(S)=> kS" (2.17)
i=0

blizkosti statické rovnovahy.

2.3.2 Eulerovy rovnice

o=rol =(a+Ag)I=(a+AV-v)I,
kde oo = a(x) a A = konst. éleny IIg,IIg a Illg neuvazujeme.

Pohybové rovnice dle (2.15), resp. (2.16) jsou

d
Qd_1;=_73+v.o-:_7-'+Va+)\V(V-v),
resp. ve slozkach Q(j;: =F; + zlxl: =Fi+ % +>\8§-;’;k’
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kde pro tenzorovou funkci al = a(x)I plati

(oo’
oixe; e, e,=—e; =Va.

V-(al)=V-(adre; ®e,)=— Oa .

Oy

Zajimala by nas fyzikalni interpretace funkce a(x).

Neuvazujme objemové sily a predpokladejme nevazkou kapalinu, tj. pro kterou plati
A = 0. Z d’Alembertova principu, integraci pres cely objem a pouzitim Stokesovy

véty dostavame
fg dv = vadv j§a ndf = jlgomdf

Pokud jsou sily v kapaliné izotropni, pak je 1ze popsat jedinou skalérni veli¢inou —
tlakem p = p(x), kde sily pusobici na povrch f objemu V' jsou

—y%:pndf.

Odsud je pro nevazkou kapalinu ziejmy vztah funkce a s tlakem p(x) = —a(x).
Ekvivalence obou veli¢in je splnéna pouze pro velké objemy a blizko hydrostatické
rovnovahy. Pri dynamickych jevech je potfebné zavést tzv. efektivni tlak p.y, ktery
odpovida méritelnému tlaku. Zavadi se, kvili konvenci ve znaceni p = —a.

Tedy pti zminénych predpokladech je o = diag(—p, —p, —p). Plognou silu ptsobici na
plosku n lze spocist jako o -n = —pn, coz odpovida pfedstavé o izotropnim tlaku,
kdy nezalezi na orientaci plosky m, ale pouze na jeji velikosti. Vidime, Zze tenzor
napéti postihuje lokalni interakce v médiu.

Eulerovy pohybové rovnice pro nevazkou kapalinu jsou

dv ov

0q = (at +(v-V)v)=F - Vp, (2.18)

Eulerovy pohybové rovnice pro vazkou kapalinu jsou

Qd_v (81; +(v-V)v)=F - Vp+ AV (V- ). (2.19)
dt ot

Vybranou pohybovou rovnici je tfeba jesté doplnit o rovnici kontinuity pro hustotu
o0 a stavovou rovnici p = p(p) svazujici tlak a hustotu. Odtud mame t¥i pohybové
rovnice pro slozky rychlosti, rovnici kontinuity (2.12) a stavovou rovnici pro pét
nezndmych v, p, o, coz dohromady tvoif nekonecéné dimenzionélni dynamicky sys-
tém v proménné x € V. Pro konzervativni systémy miizeme navic uvazovat i zakon
zachovani energie.

Je ziejmé, ze model (2.18) splyva pro nevazkou kapalinu A = 0 a nestlacitelnou
kapalinu V-v = 0.
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2.3.3 Navierova-Stokesova rovnice
Dalsim zobecnénim v ramci rozvoje (2.17) je tenzor napéti ve tvaru
o=kol +k1S=(-p+AV-0)I+2uS =(-p+AV-v)I + ,LL(VU + (Vv)T), (2.20)

kde p = konst. Zde tedy znac¢ime p = —a.

Pro potteby odvozeni pohybovych rovnic ukazme, ze

ov; a ,0v; 0?v;
(Vv)=V-(—e;®e;)=—(—e;®e;-e ' _e; = Av,
v ( ) (8% J) (9xj(8xj J ]) 8@»89@
kde se zfejmé pres index j sc¢ita. Navic

ov; 0 ,0v; 0%v;

T J J J
. = . . ® i = - — .. . ® i = 74: . .
v-(vo)l=v (axiej e;) 8%(8%@ ej®e;) 6@0%6 V(V-v)

Diky predeslym vztahiim lze jiz snadno odvodit pohybovou rovnici pro tenzor napéti
tvaru (2.20) jako

d
@d—i =F-Vp+(A+p)V(V-v)+pAv, (2.21)
) 2 29).
resp. ve slozkach Qd;: =F - g—xp + (A +p) aig’;k + “?)le' (2.22)
7 2 k

V tomto pfipadé uvazujeme obecné stlacitelnou kapalinu a rovnici (2.21), resp. (2.22)
nazyvame Navierovou-Stokesovou.

Soubor evoluéni zakonu pro stlacitelnou kapalinu ve vyssim fadu rozvoje hydro-
dynamického gradientu je tedy Navierova-Stokesova rovnice (2.21), stale rovnice
kontinuity (2.12) a stavova rovnice p = p(o). Popfipadé zakon zachovani energie.
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Kapitola 3

Relativisticka hydrodynamika

Nyni budeme formulovat relativistickou hydrodynamiku v ¢tyf-dimenzionalni ¢aso-
prostoru tak, aby v nerelativistické limité korespondovala s klasickym hydrodyna-
mickym popisem z predeslé kapitoly.

Relativistickou hydrodynamiku chépejme jako efektivni makroskopickou teorii pole,
kde sledujeme kolektivni dynamiku a nezabyvame se jednotlivymi ¢asticovymi in-
terakcemi.

N4&s zajem je predevsim smérovan k modelovani vyvoje kvark-gluonového plazmatu
(QGP), které vznika v ultrarelativistickych jadernych srazkach na RHIC ¢ LHC.
Vzniknuvsi kvark-gluonové plazma (horka jaderna hmota) je kratce zijici médium (10
fm/c ~ 10722 s) mezi dvéma se po sraZzce vzdalujicimi jadry. Pfi rozpinani a chladnuti
nastava hadronizace QGP a vytvofené hadrony jsou zaznamenany detektory, z ¢ehoz
déle usuzujeme o dynamice vyvoje QGP.

Setkali jsme se jiz s analogiemi jaderné hmoty a tekutiny, napt. u kapkového mo-
delu jadra. Je otazkou, do jaké miry lze popsat dynamické chovani horké jaderné
hmoty pomoci hydrodynamiky, resp. relativistické hydrodynamiky. Ukazuje se, Ze
studované QGP ma pii svém vzniku geometricky slozité distribuovanou energii s
velkymi gradienty, coz vyzaduje formulaci relativistické hydrodynamiky daleko od
statické rovnovahy. V ramci klasické hydrodynamiky by to znamenalo, Ze v rozvoji
(2.17) musime uvazovat ¢leny vyssich fadu, coz v8ak vede na divergenci rozvoje v
gradientech.

Dale v textu pouzivejme pfirozené jednotky, kdy h = ¢ = kg = 1 a metricky tenzor
tvaru g, = diag(-1,1,1,1). Neuvazujme tepelné ani kvantové fluktuace ve smyslu
fluktuacné disipacniho teorému.

3.1 Tenzor energie a hybnosti

Jelikoz v ¢asoprostoru jsou obecné sviazany proménné energie a hybnosti napt. u
¢tyrvektoru rychlosti u#, tak 1ze oc¢ekavat, ze zobecnéni tenzoru napéti o, bude ten-
zor rozméru 4x4 a kromé prostorové ¢asti oy, implikujici zmény hybnosti (rychlosti),
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bude obsahovat i ¢leny vazajici zmény hustoty energie a hybnosti.

Jak vime [7], tak pro systém popsan Lagrangeovou hustotou £ jsou Lagrangeovy
pohybové rovnice tvaru

0 (oL oL
—(—=)-+==0, (3.1)
OxH \0qq, 0q,
kde index a € n znaci danou obecnou soufadnici g, a g, = gz;ﬁ. Vynasobenim n
rovnic (3.1) proménnou ¢,, a jejich se¢tenim ziskame
oL 0 (oL g (oL 0L 0qqay
~ YGav = _(—)Qa,u = _(—Qa,z/) - P
0qq Ozt \0qq,, 0zt \0qq,, 0qq,y, Ozt
coz lze prepsat
oL dq, 0L 0qa, 0 (oL
4 + da, = ( Ga 1/)- (32)
0qq 0¥ 0qq, Oxt 0xP\0qq,

Protoze ziejmd ag;: = ag;;“, 1ze levou stranu (3.2) chapat jako 2% a tedy
0 (oL
I (P g, —beL) =0, 3.3
52 (g, daw = L) (3.3)

Jak vidime v (3.3), tak leva strana pfipomina definici hustoty energie kontinua.
Zjistime, Zze vztahy (3.3) pro v = 0,1,2,3 odpovidaji zakonum zachovani energie
(v =0) a hybnosti (v =1,2,3).

Definujme nyni symetricky tenzor energie a hybnosti

TZ/N = ﬁqa,u - 55£7
o

kde tedy pozadujeme jeho zachovéani dle vztahu (3.3)

a 14 174
o0, 1," = %Ty“ =0, resp. 9,1T"" = 0,T"" =0 (3.4)
a znac¢ime 0, = 3%. Zobecnénim tenzoru napéti o, pro relativisticky rdmec preché-
zime k tenzoru energie a hybnosti T#. V [7] lze vidét, Ze prostorova ¢ast tenzoru
energie a hybnosti je klasicky tenzor napéti, tj. Tjx = o, kde i,k =1,2,3.

Pohybové rovnice (3.4) jsou vSak odvozeny pouze pro piimocaré Minkowského sou-
fadnice, ale nezahrnuji ptipad obecnych kiivocarych soutradnic, proto je nutné zavést
kovariantni derivaci.

3.1.1 Kovariantni derivace

Méjme obecné kiivocaré souradnice & s bazickymi vektory e, = e,(x), které jsou
tedy na prostorocase zavislé. Konkrétni souradnici z, odpovida dany bazicky vektor
e, proto kovariantni derivaci vV, = V., vektoru v = v”e, ve sméru e, rozumime

a ., | o ,oey
VM’U = @(U 81,) = @ey +v 81‘“. (35)



Pro pfimocaré soufadnice je 2 = 0. Aviak pro kiivocaré souradnice je 2z opét
OzH ozt

vektor, ktery je roven linearni kombinaci bazickych vektort, zde vyuzijme tzv. Chris-
toffelovych symbolu I'7, jako

de, .
% = Fwea. (36)
Nyni 1ze v (3.5) s pfeznacenim indexii v <> o psét
o
VM'U: (@‘FU Fau)e,,. (37)

Christoffelovy symboly I'y,, jsou explicitné zavislé na volbé obecnych souradnic @,
kdy druhy ¢len v (3.7) kompenzuje zakfiveni soufadnic. Z (3.7) vidime, Ze ko-
variantni derivace pusobi na vektor po slozkich, ¢ehoz vyuzijeme pfi pusobeni na
tenzor obecného radu.
Uvédomme si z (3.7), jak ptsobi kovariantni derivace na slozky vektoru

v

v
| Z— oTVwv
Vo= E +v7l'y,,

proto analogicky je kovariantni derivace slozky T#1#2-#x, ., obecného tenzoru T
rovna
vJTM1M2---#kV1V2mVl :aJTHIMQ.”ukylyg...ul_{'
K1 A2 ok M2 oy AL ey
+I T vivgwy + AT vivgay T oo

_TA Trape. _TA THIH2-pk _
FaulT Avy..y FO’VQT Vi

Navic kovariantni derivace dvou tenzori w, m v tenzorovém soucinu je

Vi(wem)=(V,w)em+we (V,m). (3.8)

Piepisme pohybové rovnice (3.4) do kovariantniho tvaru
v, T =0, (3.9)

kde V, = Ve, a e, je bazicky vektor obecnych soufadnic. Pohybova rovnice (3.9)
postihuje piipad kapaliny izolované od vnéjsich sil. Pokud bychom uvazovali vnéjsi
objemové sily £V, tak je nutné tyto sily pfidat na pravou stranu rovnice (3.9), tj.

v, T = €.

3.1.2 Rozvoj tenzoru energie a hybnosti

V klasické hydrodynamice jsme pro tenzor napéti sestavili rozvoj a konkrétné moc-
ninny v gradientu rychlosti. Pro relativisticky pripad vytvoirme efektivni rozvoj ten-

zoru energie a hybnosti

T =TI A T+ (3.10)

kde stavebnimi bloky bude rychlost u,, hustota energie e a metricky tenzor g,
navic v kombinaci s prostoropodobnou édasti kovariantni derivace (koresponduje s

39



klasickym gradientem). V rozvoji nemusime uvazovat gradienty tlaku, kvili stavové
rovnici p = p(e).

Relativistickou rychlost u, nyni miZeme uvaZovat piimo pii konstrukei tenzoru ener-
gie a hybmnosti, tj. T* ~ utuY, oproti klasické hydrodynamice s tenzorem napéti a
rychlosti, kdy nemohlo platit oy, ~ v;v, ¢i oy ~ |v|dik. Cast tenzoru energie a hyb-
nosti imérné wtu” je lorentzovsky invariantni a jeji stopa se zachovava, protoze
Tr(uru”) = utu, = -1.

Pro izolovanou ideélni kapalinu (bez viskozity) vede jiz nulty rad tenzoru energie a
hybnosti na pfislusné pohybové rovnice V#T(‘g”) = 0. Pro neidealni kapalinu plati, ze
¢im vice ¢leni z rozvoje (3.10) zahrneme do pohybovych rovnic (3.9), tim presnéji
postihneme dynamiku, avsak stdle musime byt blizko statické rovnovahy. Déle od

statické rovnovahy, kdy jsou gradienty vétsi, nemusi byt rozvoj (3.10) konvergentni,
jak bude ukazano pozdéji.

3.2 Relativistické Eulerovy rovnice

Odvodme explicitni tvar nultého Fadu tenzoru energie a hybnosti T(‘g;. V nejnizsim
fadu uvazujme pouze skalarni funkce a = a(z,) a b = b(z,), rychlost u* = u#(z,) a
metricky tenzor g#”. Nejjednodusi tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém radu je
poté

T(%”) = a(crufu” + cagh) + b(cgutu” + cugt”), (3.11)
kde tedy c1, ¢a, c3, ¢4 jsou konstanty. Lze ovéfit, Ze u,, je vlastni vektor (3.11).

V lokalné klidové soustavé (LK S) blizko statické rovnovéahy, predpokladame efek-
tivni tvar tenzoru energie a hybnosti

(T") Lk s = diag(e, p, p, p), (3.12)

ktery je odvozen z mikroskopické teorie — relativistické kinetické teorie, kdy p rozu-
mime tlakem.
V lokalné klidové soustavé méa vektor rychlosti tvar uf .o = (1,0). Proto tenzoru

energie a hybnosti (3.11) je

T(’S;LKS =diag(a(cy — ¢2) + b(c3 — ¢4), ace + bey, acy + bey, acy + bey). (3.13)

Porovnanim obou vyrazi (3.12) a (3.13) zjistime, Ze € + p = acy + bcs, p = ace + bey, a
proto explicitni tvar tenzoru energie a hybnosti v nultém radu je

T(’g; = (e + p)uru” + pgh”. (3.14)

Pred vypo¢tem pohybovym rovnic dle zachovani tenzoru energie a hybnosti (3.9)
zavedme prostoropodobné a casopodobné projektory.
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Projektory: Definujme prostoropodny projektor
AW = g™ + utu”. (3.15)

Nasi motivaci je, ze v lokalné klidové soustavé je prostorobodobny projektor A’L“J’(S =
diag(0,1,1,1), protoze g4j¢ = diag(-1,1,1,1) a uf - qu’ ¢ = diag(1,0,0,0). Caso-
podobny projektor by mohl byt definovan jako utu”, je vsak vyhodnéjsi uvazovat
pouze u¥. Uvédomme si, ze v lokalné klidové soustavé s Minkowského souradnicemi
ziskdme pii kontrakei uY ;¢ s vektorem casopodobny skalar tentyz, ktery je jedinou
nenulovou slozkou po aplikaci uf ;4 ;5. Projektory jsou na sebe kolmé Abu, =0
a je splnéna relace AYA,, = A,

Projektory vyuzijme k prepsani nultého fadu rozvoje tenzoru energie a hybnosti
(3.14) jako

T(’Z]V) = euru” + pA*” (3.16)

a k rozlozeni pohybovych rovnic na ¢asopodobnou a prostorobodobnou ¢ast
uVVMT(’f; =0, (3.17)

ALY, T = 0. (3.18)

Zjistime, ze pro (3.17) mame
ul,V“T(‘g; = —utV € — eV ut + eutu, V u” + pu, VAP =
=—(e+p)V,u* —u'v,e=0, (3.19)

kde jsme pouzili identitu u, Vv, u” = %Vuu,,u” = —%Vul = 0. Pro prostoropodobnou
projekeci pohybovych rovnic (3.18) ziskame
A'ZVMT(’Z)”) = e ADukv u” + APV p + pALut Y u” =
= (e+p)ulv, u’ + APV ,p =0, (3.20)

kde plati ADurv , u? = ghutv u¥ = urv ,gou? = utV ul.

Projekce derivace: Zavedme vyhodny zapis tzv. casopodobné a prostoropodobné
derivace
D=u!'v,, Vi=A"vy,, (3.21)

kdy v, =u,D+ V4 aplati V,ut = (u,D+ Vi ukt = (uu?V, + Vi ukt = Viuk, protoze
u’u, V,yut = 0.

S pouzitim (3.21) pfepisme Eulerovy relativistické rovnice (3.19) a (3.20) do finalniho
tvaru

De+(e+p)Vyu' =0,  (e+p)Du’+Vip=0 (3.22)

Rovnice (3.22) jsou ¢tyfi vztahy pro pét neznamych €, p,u#, kdy u# predstavuje
pouze tii nezavislé proménné, kvili u#u, = -1. Pro dplnost uvazujme stavovou
rovnici p = p(e), kterd je odvozena z mikroskopické teorie. Dle aplikace bychom
mohli uvazovat napt. i baryonové ¢islo spolu s jeho zakonem zachovani.
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3.2.1 Limitni prechod ke klasickym Eulerovym rovnicim

Vime, ze pro ¢tyirychlost u# a klasickou rychlost v plati

- (11}) o (i) +O(lvP) (3.23)

V nerelativistické limité |v| — 0 operatory projekce derivace prejdou na

D =utv, =u’dy +u'0; lv—iO%+v~V+O(|v|2), (3.24)
i i ls0 0

vl =2y, M o) (3.25)

v = A%y, "0+ O(wf?). (3.26)

Pro platnost (3.25) a (3.26) si uvédomme, Ze pii |v| — 0 jsou nerelativistické soufadné
soustavy blizké lokalné klidové soustaveé, kde jiz zndme explicitni tvar projektorii.
Hustota energie € pii |v| = 0 odpovida hustoté klidové hmoty € ~ oc? (resp. hustoté,
c=1) a predpokladame, Ze je mnohem vétsi nez tlak v kapaling, tj. e >> p.

S vyuzitim vztahi (3.23)-(3.26) pfrepisme Eulerovy relativistické rovnice (3.22) v
nerelativistické limité jako

Oe Oe
a+v-Ve+eV-v—E+V(ev)—O, (3.27)
ov dv
E(E + - V’U) = EE = —Vp (328)

kdy (3.27) odpovida rovnici kontinuity (2.12) a (3.28) klasickym Eulerovym rovnicim
pro nevazkou kapalinu (2.18).

3.2.2 Bjorkentiv model

Nyni se zabyvejme nejjednodusim modelem pro popis hydrodynamické faze QGP
v regionu centralni rapidity vzniklého v ultrarelativistickych jadernych srazkach na
RHIC ¢i LHC. QGP nachézejici se v meziprostoru po srazce se vzdalujicich jader je v
tzv. hydrodynamické fazi mezi ¢asy 79 ~ 1 fm/c a 75, ~ 10 fm/c. Ke konci zivota QGP
nastava hadronizace — fazovy prechod, kdy lze stale vyuzit hydrodynamického popisu
s piislusnou novou stavovou rovnici. V 73, ~ 10 fm/c i hadronovy plyn vymrzne.

V ramci Bjorkenova scénare je vyvoj modelovan jako jednodimenzionélni expanze
ve vyhodnych Milneho soutadnicich. Bude vyuzito Eulerovych relativistickych po-
hybovych rovnic (3.22) se zjednodusujicimi predpoklady:

e Pohyb jader je podél osy z, jadra jsou homogenni a nekone¢né rozlehla ve
smérech os = a y, ¢imz zanedbavame zavislost stavovych proménnych na z,y.

e Bjorkeniv tok — jednodimenzidlni expanze ve sméru osy z, kdy pro konkrétni
cast kontinua je kolektivni rychlost konstantni a rovna pocateéni rychlosti
vg ~ z[t.
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Obrazek 3.1: Vyvoj QGP v centralni rapidité s naznac¢enou hydrodynamickou fazi.
[11]

e Zavedme Milneho souradnice s vlastnim ¢asem 7 = V2 — 22 a rapiditou 1 =
arctanh(%). Fazové proménné e, p jsou funkcemi pouze vlastniho ¢asu 7, pro-
toze konkrétni ¢ast kontinua mé konstantni rychlost v* = v§, odkud i rapiditu
n = arctanh (%) = arctanh(v?). Ctyfrychlost ma tvar

dr dz dy dn

= (et et ut) = (o @

—)=(1,0,0,0).
Pro Milneho soufadnice mé&jme metricky tenzor tvaru g, = diag(-1,1,1,72) a jediné
nenulové Christoffelovy symboly

1
n T == L
r =T == I7 =r

\‘

jak 1ze nahlednout v [10]. Uvedomme si, ze nyni je D =utV, =V, a A} = g +utu, =

diag(0,1,1,1), proto v/ = (0, <L, dy, %7
Zapisme Eulerovy relativistické rovnice (3.22) v Milneho soutadnicich a s predeslymi
prepoklady, tim ziskdme

De+ (e +p)Vyut = Vee+ (e +p)Vyu" = Vee+ (e +p)T7,
de e+p

-0, (3.29)
dT T
(e+p)Du? +Vip=(e+p)V,u’+Vip=Vip=0, (3.30)

kde se pres indexy 7,7 nescita. Jelikoz p = p(7), tak je rovnice (3.30) identicky
splnéna, tj. s vyuzitim zavedenych symetrii, kdy V* skuteéné derivuje pouze pies
prostoropodobné proménné n, x, y.

Z (3.29) mame tedy rovnici
d +
cotr (3.31)
dr T

Uvazujeme-li i stavovou rovnici p = p(e€), tak lze prevést (3.31) v jediny evolu¢ni

zékon pro energii €.
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3.3 Relativistickd Navierova-Stokesova rovnice

Vytvoime dalsi ¢len efektivniho rozvoje (3.10), a to prvniho fadu T(‘f;, ktery prinasi
jiz. do systému disipaci. K jeho konstrukei mizeme uvazovat gradienty V; stavovych
proménnych e, u# v pfipustnych tvarech

Vi, Vi, Vi, (3.32)

tyto stavebni bloky (3.32) kombinujme se ¢leny z nultého fadu €, u* a g, resp. A#.
Né vsechny kombinace lze vSsak uvazovat, jelikoz ocekédvané hodnota tenzoru energie
a hybnosti spliuje Landauovu definici rychlosti [14]

u, (T") = —eu”.

Jak lze vidét v (3.16), tak uMT(’g; = —eu, proto nutné musi uHT(‘f; = 0. Této pod-
mince vyhovuji cleny A, Viu*, Viu, a Viu,. JelikoZ je tenzor energie a hybmnosti
symetricky, zavedmé symetrickou kombinaci predchézejicich dvou bloku VE“ u) =
5(Vi'u” + Viur). Ukazuje se byt vyhodné vyuzivat dvé linearni kombinace z VE“ uv),

A, Viut, a to
2
AﬂuviuA7 ot = QVE_MUV) - gAul/v/l\uAa

kdy méa o nulovou stopu, tj. g,,0c* = 0. Nyni lze zapsat prispévek prvniho radu
rozvoje tenzor energie a hybnosti (3.10) jako

T(Y = =60 = (AL V3™, (3.33)

kde £(€), ((¢€) jsou hydrodynamické koeficienty pruniho rddu zavislé na hustoté ener-
gie €.

Pohybové rovnice ziskame jako

V(T + 765) = o

coz ekvivalentné VNT(%'; = —VNT(*;V). Odkud v ¢asopodobné a prostoropodobné pro-
jekei

De + (e +p)Viut = ga“”aw, +((Viut)? (3.34)

(€ +p)Du®+Vp = VoV, (o™ + (VM Viut). (3.35)

V odvozeni sme vyuzili identity «,V,0* = v,(0) - o*V,u, = —%O'/“/O'lw, protoze

w0t = 0. Navic ziejmé AW Viu, = Viu,.

Rovnice (3.34), (3.35) nazyvame relativistickymi Navierovymi-Stokesovymi rovni-
cemi. Nejsou v8ak tak vyuzivané oproti jejich nerelativistickym protéjskiim, protoze
nejsou kauzalni — dovoluji siteni kolektivnich maodi rychleji, nez je rychlost svétla ve
vakuu.
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3.3.1 Limitni prechod ke klasické Navierovi-Stokesovi rovnici

V ramci limitniho prechodu k nerelativistickym rovnicim vyuzijeme stejnych argu-
mentt a vztaht (3.23)-(3.26) jako pro Eulerovy rovnice. Po mensich upravach lze
poté zapsat relativistické Navierovy-Stokesovy rovnice (3.34), (3.35) v nerelativis-
tické limité

Oe Oe
§+’U-V€+€V-’U— §+v(ev) =0, (3.36)
ov dv 1
EE-"E(U'V)UZGE :—Vp+§Av+(§+§§)V(V-v). (3.37)

Prvni rovnice (3.36) ma nulovou pravou stranu, protoze dané ¢leny v (3.34) jsou
kvadratické v rychlostech, a tim zanedbatelné. Vidime, ze (3.36) odpovida rovnici
kontinuity (2.12) a rovnice (3.37) koresponduje s klasickou Navierovou-Stokesovou
rovnici (2.21).

3.4 Smykové a objemové napéti, efektivni tlak

Je zejmé, Ze nyni jsme schopni systematicky pridavat cleny vyssich fadu do rozvoje
(3.10) a ziskavat prislusné pohybové rovnice popisujici hydrodynamiku presnéji v
blizkosti statické rovnovahy. Obecné se proto zavadi zapis, kdy jsme rozdélily korekce
k nultému fadu tenzoru energie a hybnosti 77| na ¢ast s nulovou stopou 7+ a
nenulovou stopou AHII. Oc¢ekavané hodnota tenzoru energie a hybnosti v libovolném
radu je

(TH) = Tl 4 + AT, kde (3.38)
=T+ T+, BIL=T(, +Tly, +.... (3.39)

Nové definované cleny 7w+, II nazyvame smykovym, resp. objemovym napétim a
rovnice (3.39) jejich konstituentnimi rovnice. Hornim oznacenim indexi A<#*> rozu-
mime 1 1

A = éA”AA””(A,\p +A)) - gAWA’\”A,\p.
Lze se piesvéddit, ze napf. o# = 2V<Hu?> s vyuzitim vztahu AMAAYPViu, = Viu.
Z (3.38) vidime, Ze prostoropodobné diagonalni prvky tenzoru energie a hybnosti v
nultém fadu T, (pres i nebudeme séitat) ziskavaji korekce

(T¥) = Tih + i + AT

kdy T% piedstavuje tlak ve statické rovnovaze p(e). V lokdlné klidové soustave

(0)
zadefinujme efektivni fenomenologicky tlak pi?f v i-tém sméru jako

pi?f =p+ g+ 1L (3.40)

Tento efektivni tlak pi?f odpovida pozorovatelnému tlaku v tekutiné a obecné jiz
neni izotropni. Otéazkou je, zdali se mohou ¢leny 7% a II povazovat za pouhé
korekce, protoze dale od statické rovnovahy jsou srovnatelné s tlakem p.
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3.5 Divergence hydrodynamického rozvoje dale od
statické rovnovahy

Do ted jsme uvazovali pouze tekutiny v blizkosti statické rovnovahy, tj. pfi malych
gradientech, kdy T(’g”) byl hlavnim ¢lenem rozvoje (3.10) a ostatni ¢leny T (‘f;, T(“QV)7 .
obsahujici gradienty stavovych proménnych byly zanedbatelné. Pridavanim i vyssich
¢leni, jako napiiklad T(“ll; u Navierovych-Stokesovych rovnic ((3.34),(3.35)) jsme
pouze piesnéji popisovali evoluci systému blizko statické rovnovahy. Otazkou je,

zdali je rozvoj (3.10) vhodny pro popis systému také dale od statické rovnovahy.

Podminku malych gradienti lze formulovat jako [10]

Asvd << L, resp. Kn << 1, (3.41)

kde Asyq je stfedni volnd dréaha konstituentd, L je velikost systému a Kn= Avad je
tzv. Knudsendovo ¢islo.

Hydrodynamické modely jsou ¢asto podminény splnénim (3.41), stejné jako pro
nami vyuzivany rozvoj (3.10). Ukazuje se totiz, Ze pokud podminka (3.41) neplati,
tak jsou prispévky vyssich radu T("lu),T(’g;, ... srovnatelné s T(’f)”), ¢oz vede nutné k
divergenci hydrodynamického rozvoje (3.10). Dokonce plati, ze T (’; V) /T(’; "_1) ~noa
prispévky vyssich fada tedy rostou faktorialné s n.

Faktorialni rist lze ozfejmit rozvahou o poc¢tu uvazovanych ¢lent v prispévku n-tého
fadu T(’jl”) Tehdy jeji ¢ast s nulovou stopou T;;;” obsahuje gradienty Vi , V%, ,..., VL
stavovych proménnych, kde pq,..., 1, jsou indexy ke kontrakci. Pocet kombinaci
kontrakei gradienti Vi Vi Vi, je (n=2)!, kdy pravé pies dva indexy p a v se

B Vi oo
nescita.

Jedna z moznosti konvergence rozvoje (3.10) dale od statické rovnovahy je exponen-
cidlni potlaceni prispévki vyssich rfadi. Tato metoda se nazyva Borelovskd sumace
[12], zde se ji v8ak jiz nebudeme bliZe vénovat. Jinou moznosti je MIS teorie, ktera
je nastinéna dale.

3.6 Hydrodynamicky atraktor v MIS teorii

V této kapitole chceme naznacit odvozeni hydrodynamického atraktoru, ktery cha-
rakterizuje vyvoj QGP pii jadro-jadernych srazkach. Jdeme zde po stopach ¢lanku
[13], kdy detailné&jsi odvozeni u¢inime az v dalsich nésledujicich pracich.

Zaméime se na Miillerovu-Israelovu-Stewartovu teorii (MIS), kterou posléze vyu-
zijeme v ramci Bjorkenova scénéie. UkéZzeme, Ze dané pohybové rovnice obsahuji
univerzalni asymptotické feseni — hydrodynamicky atraktor.

Vychazejme z Landauovy-Lifschitzovy formulace [14] pro stfedni hodnotu tenzoru
energie a hybnosti

(TH) = euru” + pA* + 1M,
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kde smykovy tenzor je zadan jako
" = —Eah”. (3.42)

Problém nastava s kauzalitou indukovanych pohybovych rovnic, stejné jako u re-
lativistickych Navierovych-Stokesovych rovnic (3.34), (3.35). Nepomize ani piidani
¢lenu vyssich radu do smykového tenzoru (3.42).

Pravée MIS teorie Tesi tento nedostatek zavedenim doplitkové rovnice pro smykovy
tenzor

(uD + DII™ = £t + (3.43)

kde vynechané ¢leny vyssich ¥adi na pravé strané lze dohledat v [16] a na II# se
nahlizi jako na dalsi veli¢inu s fenomenologickou relaxa¢ni rovnici (3.43). Pokud
bychom se nyni dostali do statické rovnovahy, tj. prava strana (3.43) je nulova (gra-
dienty rychlosti jsou nulové == o = 0 atd.), pak se dle (3.43) smykovy tenzor
exponencialné utlumuje na skale relaxac¢niho ¢asu 7. Oproti instantnimu vymizeni
jako v rovnici (3.42). V ramci MIS teorie mame tedy pét evoluénich rovnic v, 7# =0
a (3.43) pro veli¢iny u#, € a I+,

Vyuzijme Milneho soutadnic 7,n,x,y v rdmci Bjorkenova scénéte, ktery diky svym
symetriim (viz. kapitola 3.2.2) zjednodusuje pohybové rovnice plynouci z MIS teorie

na

de o etp o dey, (3.44)
dr T 3T

p=— - (3.45)

kde jsme vyuzili stavové rovnice p = %e pro nehmotny relativisticky plyn, transportni
koeficient A; je zaveden v [16] a ¢ = —II}) je jediny nezavisly prvek smykového tenzoru.

V konformni teorii transportni koeficienty spliuji

C,,
T = T 5 )‘120)\1%7 5:0587

kde jsme vyuzili améry € ~ T* s teplotou T a s je hustota entropie. Konstanty
Cry, Oy, Cg jsou bezrozmérnné a pomoci hydrodynamické-gravitacni dualité 1ze do-
pocist jejich hodnoty [17], avsak dale polozime C), = 0 pro zjednoduseni pohybovych
rovnic.

Z (3.44) a (3.45) 1ze odvodit jedinou diferencialni rovnici druhého fadu v teploté

TCTH§+3TCTH(§')2+(1]£))§:—H +T)T—4—O£+40—TH +éT:O.

97 97
Zavedme bezrozmérné proménné
w
w=71T, f=17—,
w
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Obrazek 3.2: Modré linie jsou numerické FeSeni rovnice (3.46), kdy ruzova kiivka
reprezentuje numericky spoc¢teny hydrodynamicky atraktor. Cervené, resp. zelena
prerusované kiivka odpovida feseni v prvnim a druhém radu, které musi divergovat
pro nizké casy — situace daleko od statické rovnovahy. Levy graf vyuziva parametri

z N =4 SYM teorie, doporuc¢ujeme ¢tenari nahlédnout do [13].

poté prechazi dle [13] na tvar

mefg—f +4C f2+ (w

w

160, \, 4Ce 160, 2
e ) (3.46)

3 9 9 3

Ukazuje se, Ze pro velké ¢asy 7, tj. velké w lze nalézt feSeni (3.46) ve formé mocnin-
ného rozvoje v +, mame tedy ANSATZ f(w) = Y35 aw". Dosazenim do (3.46)
ziskame vysledek O 8OO
2 3 ¢Cmy 1
f(w) = 3 + S + 702 +O(w3 , (3.47)
kdy je dulezitou vlastnosti (3.47), Ze poruchy od tohoto feSeni jsou exponencialné
utlumeny na skéle 77 [13]. To naznacuje existenci hydrodynamického atraktoru.

Pro nizké hodnoty w lze nalézt stabilni feseni

2,/C.. ++/C,
Flw) = YV E L O(w), (3.48)
3\/Cry
Tyto analytické feseni (3.47) a (3.48) pohybové rovnice (3.46) cti numerické FeSeni

na Obr. 3.2, kde lze vidét exponencialni priblizovani k danému hydrodynamickému
atraktoru.
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Zaveér

V této praci jsme prezentovali definice a nékteré pokrocilé metody z analyzy klasic-
kych nelinearnich dynamickych systémii. Nasi motivaci je jejich budouci vyuziti v
hydrodynamickych modelech popisujicich evoluci QGP vzniknuvsi na RHIC, ¢i LHC.
Detailnéji jsme popsali kvalitativni chovani Hamiltonovskych systému pii zvySovani
energie, kdy pozorujeme bifurkaci diskrétniho dynamického systému na Poincarého
fezu a vznik deterministického chaosu. Jako ilustraci jsme zvolili dvoudimenzio-
néalni harmonicky oscilator, jehoz pohybové rovnice jsme tesili numericky v rozhrani
Matlab. Poukazali jsme na neideélnost implementovanych fesi¢u (odel13) vzhledem
k numerické disipaci. Bylo pfekvapivé, ze vétsina zvolenych trajektorii byla i pfes
velké chyby v urceni energie stabilni.

Budovanim klasické hydrodynamiky ve druhé kapitole jsme dospéli az k Navierovi-
Stokesovi rovnici a nastinili postup ziskani pohybovych rovnic vyssich fada. V rdmeci
procedury jsme vyuzili predpokladu malych gradientt (blizko statické rovnovahy) a
hydrodynamického rozvoje analogicky jako u relativistické hydrodynamiky:.

U teorie relativistické hydrodynamiky pro ultrarelativistické jaderné srazky jsme
narazili na potfebu popisu situaci i déle od statické rovnovahy. Tento fakt vede na
divergentni hydrodynamicky rozvoj, proto je nutné vyuzit pristupu MIS teorie, ¢
Borelovské sumace. Obéma zpiisobim se chceme vénovat v dalsich pracich spolu s
hydrodynamickymi simulacemi. Proto je tato prezentované prace spise teoretickym
podkladem pro nésledujici pripravovanou aplikaci, kdy se pokusime vyuzit i metod
z prvni kapitoly.

Jsem potésen, ze jsem mohl nahlédnout spiSe na teoretické nez experimentélni
aspekty vyzkumu QGP vzhledem k oboru experimentalni jaderné a casticové fy-
ziky, ktery studuji. Pro mne, jako experimentalniho fyzika, je to dalsi dilezity krok
k hlubsimu porozuméni souvislosti dané problematiky.
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