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Kapitola 1

Uvod

P1i uréovéani vlastnosti hmoty vzniklé pii ultrarelativistickych jadernych srazkach se jako
nepostradatelny nastroj jevi vyzkum necentralnich jadernych srazek. Pfi téchto necentral-
nich srazkach se anizotropie v prostorovém rozdéleni srazejicich se ¢astic odrazi v hyb-
nostnim rozdéleni vzniklych ¢astic. Tento jev oznacujeme jako ¢asticovy tok. Vyznamnou
slozkou tohoto toku je tok elipticky. Jeho studium ndm miize pomoci mimo jiné pfi urceni
typu fazového prechodu, stupné termalizace a viskozity média.

1.1 Popis srazky

Abychom mohli popsat srazku dvou jader, musime nejdrive zavést souradny systém. Osa
z je urcena smérem dopadajicich jader. Osa x lezi ve sméru srdZkového parametru, ktery
je definovan jako nejkrat$i vzdalenost tézist dopadajicich jader a znadi se b. Osa y je pak
na tyto dvé osy kolma. Cely soufadny systém je na obrazku Rovina (z, z) se nazyva
reakcni rovina, analyza eliptického toku pracuje takika vyhradné s veli¢inami definovanymi
na roviné kolmé na osu z, tzv. pricné roviné.

Ozna¢me ¢ azimutélni thel vii¢i reakéni roviné. Pak je v této soufadné soustavé hyb-

nost ¢astice s hmotnosti m vyjadfena jako

Pz = DT cos%
p= py = prsing

p: = \/p% +m? sinhy

kde pr znaci pfi¢nou hybnost a y je rapidita.

Soufadny sytém, jak jsme si ho definovali, je pro kazdou srazku jiny a neda se exper-
imentalné urcit. To je dano rozdilnou orientaci srdzkového parametru pii kazdé srazce a
nemoznosti tento piimo mérit. Proto musime zavést laboratorni soufadnou soustavu spo-
jenou s detektorem, kterd je pii vSech srazkach stéle stejna. Tyto dveé souradné soustavy
maji shodné osy z a jsou kolem ni proti sobé pootoceny o tthel ®g nazyvany uhlem reakcni
roviny. Je jasné, ze PR je pro kazdou srazku jiny. Azimutalni thel v laboratorni soustaveé
ozna¢me ¢, tento je narozdil od ¢ méFitelnou veli¢inou a plati ¢ = ¢ — Pg.

Abychom od sebe mohli odlisit vySe zavedené soufadné systémy, budeme u prvniho
zminovaného pouzivat indexy RP, tedy napft. osa x bude znacena xgrp pokud bude defi-
novat reakéni rovinu a x pokud bude myslena laboratorni souradna soustava.

Pomoci srazkového parametru b definujeme také centralitu srazky. Pro srdzkovy pa-
rametr b = 0 mluvime o centralnich srazkach, pokud b > 0, mluvime o srdzkach ne-
centralnich. Je jasné, ze pokud je b vétsi nez soucet polomért srazejicich se jader, ke
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Obréazek 1.1: Souradny systém v jaderné srazce.

srazce nedojde. Tato definice je pouze formalni a jelikoz, jak uz bylo feceno, je srazkovy
parametr pfimo neméfitelny musime centralitu srazky prakticky urcéovat z experimentalné
pozorovatelnych veli¢in, jako je napr. pocet detekovanych c¢astic po srazce.

1.2 Kolektivni chovani v jadernych srazkach

U ¢astic vzniklych pii necentralnich jadernych srazkéch je pozorovana anizotropie v hyb-
nostnim prostoru. Ke vzniku této anizotropie prispiva jak kolektivni chovani - prispévek
toku, tak mnohé jiné efekty od toku nepochézejicﬂ Predpoklada se, ze kolektivni chovani
je dusledkem hydrodynamického vyvoje média, coz predpokladd nastup minimalné lokalni
termalizace. Mezi efekty nepochézejici od toku patii predevsim jety, rozpady rezonanci,
Hanbury-Brown Twiss (HBT) efekt a zdkon zachovani hybnosti.

DalsSim specidlnim jevem, ke kterému mize dojit pfi vyvoji QGP vzniklé ve srazce,
kombinujici jak vlivy pochézejici, tak nepochéazejici od toku, je fragmentace reakéni zény.
Pro piipad plynulého pfechodu fazi (tzv. prekiizeni) mize byt tento jev zpusoben nédhlym
vzrustem objemové viskozity, kdy se expandujici QGP roztrhd na malé kapky. V téchto
kapkach mize stale probihat hydrodynamicky vyvoj, coz zptsobuje prispévek k toku.
Samotné kapky se ale zdroven pfi hadronizaci chovaji jako rezonance (rozpadajici se na
vice ¢astic) a zpusobuji tim piispévky k anizotropii nepochazejici od toku. K podobné
situaci, vzniku kapek QGP, dochézi i pfi fazovém prechodu prvniho druhu - spinodélni
rozklad.

1.2.1 Popis anizotropie pomoci tenzoru sféricity

Jeden z prvnich zptisobd popisu anizotropie v ultrarelativistickych srazkach vyuzil metodu
pouzivanou v analyze srazek nizkoenergetickych a to popis pomoci tenzoru sféricity [7].
Necht jsou hybnosti ¢astic ve srazce s multiplicitou M oznaceny jako p(v),v =1,..., M,

! Anglicky se oznacuji jako non-flow effects.



pak je tenzor sféricity definovan jako

M

Sij = ZW(U)pz‘@)pj(U), (1.2)

v=1

kde p; (i = 1,2,3) je i-t4 soufadnice hybnosti a w(v) = 1/2m, je vaha zvolena tak, aby
byla stopa matice S (tedy za pomoci Einsteinovy sumace S;;) celkovou kinetickou energii
v nerelativistické limité. Tenzor S obsahuje Sest nezavisljch parametri, které odpovidaji
tfem vlastnim hodnotam fi, fo, f3 a tfem Eulerovym thltim urcujicim orientaci téchto
ortogonalnich vlastnich vektort. Jak je dokdzano v [7], jsou v soufadné soustavé reakéni
roviny jen tfi parametry nezavislé a to 0p a poméry fi/f2, fi/fs. Pficemz Op je thel
mezi nejvétsi hlavni osou tenzoru S a osou z, tedy 6 = 7/2 pro centrélni a 0p = 0 pro
maximalné necentralni srazky. Tedy mé tvar

ficos?0p + fzsin?0p 0 2(fs — f1)sin@p cosOp
S= 0 fa 0 ) (1.3)
2(fs — f1)sinfpcosfr 0  fisin?0p + f3cos®Op

Zdtraznéme, Ze tato rovnice plati jen v soufadné soustavé reakéni roviny.

Pro pripad ultrarelativistickych srazek jsou typické priéné hybnosti ¢astic mnohem
mensi, nez hybnosti podélné, a tedy energie jde prevazné do podélného sméru. Proto se
ocekava, ze se zvySujicimi se energiemi srazky plai 0p — 0 a f1, fo < f3, nezavisle na
pritomnosti kolektivniho chovani. Jinak feceno, jadra se od sebe znatelné neodrazi a 0 i
f3 se stavaji nepodstatné, protoze budou vzdy prechézet v p — 0, f3 — oco. [7] Zaméime
se nyni na ovlivnéni tenzoru sféricity pri¢nym kolektivnim tokem. Pokud omezime tenzor
S na pfi¢nou rovinu (zgrp, yrp), prejde (1.3 ve vySe zminéné limité (0 — 0, f3 — 00) na

Gl _ [fl +0f3912v J?J ' (1.4)

Pokud se navic omezime na oblast centralni rapidity, kde predpokladame, ze ¢len f30%7 je
zanedbatelny, pak

M

Ji= 5 = Zw(v)Pi(U)

v=1
M

J2 =S92 = ZW(’U)Z?Z(U)

v=1

a emise produkti reakce ve sméru osy zrp znamend, ze f; > fo. Prirozenym méritkem
této anizotropie je bezrozmérné pozorovatelna of nazyvana ezcentricita a definovana jako

w(v 30—211
g ZEORO R

a_f1+f2_

(]=|10]=

w(v) [p3(v) + Py (v)]
1

S
Il

a = 0 pro izotropni distribuci (f; = f2), zatimco o = 1, pokud jsou vSechny hybnosti
namifeny podél osy zrp. Zdiraznéme, Ze tato rovnice plati pouze, kdyz se jednd o osu
reak¢ni roviny zrp a ne osu laboratorni soufadné soustavy x.

§Také oznacovana jako e.
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Obréazek 1.2: Uhlové rozdéleni hybnosti ¢astic v pfipadé nenulového eliptického toku vs,
viz. legenda.

1.2.2 Popis anizotropie pomoci Fourierova rozkladu

Jak je zfejmé z predeslé casti, je popis hybnostni anizotropie ¢astic vzniklych ve srazce po-
moci tenzoru sféricity nedostacujici, prilis slozity a nevhodny pro analyzu diferencidlniho
toku. Proto byla v [16] pfedstavena nova metoda popisu, kterd umoziuje studovat kom-
plikovanéjsi tvary rozdéleni, které nemohou byt popsany elipsoidem pfi analyze pomoci
tenzoru sféricity.

Metoda spociva v rozdéleni reakéni zény podle nékteré podélné proménné, tzn. ra-
pidity, nebo pseudorapidity, na nékolik oken a provedeni Fourierovy analyzy v kazdém z
nich. Fourierovy koeficienty pak odrazi rtzné stupné pficného toku. Tedy matematicky
vyjadieno

d¢*N 1 d°N
EF— 1 2u, d 1.
d3p 27rppoTdy ( +Z vn cos (n(¢ — R))> (1.5)

kde d N Je uhlové rozdéleni hybnosti ¢astice viacéi reakéni roviné, koeficienty v, = (cos [n(qbz

—<I>R)]> znadi jednotlivé slozky toku a zavorky () oznacuji primér pres vSechny ¢astice ve
vSech srazkach. vy nazyvame primy a vo elipticky tok. Protoze jsou koeficienty v, funkci
rapidity y a pri¢né hybnosti pr mluvime o diferencidlnim toku. Pokud zprimeérujeme v,
ptes rapiditu a pfi¢nou hybnost, mluvime o toku integrdalnim.

Primy tok odpovida celkovému posunuti distribuce v priéné roviné, elipticky tok pak
popisuje kvadrupolovou deformaci eliptického tvaru a kvantitativné jde o rozdil velikosti
hlavni a vedlejsi osy elipsy. Jelikoz je reakéni zéna pii srazkach stejnych sférickych jader
symetrickd podle reakéni roviny, je zfejmé, Ze vSechny liché koeficienty v, v centralni
rapidité po vystfedovani pfes mnoho srazek vymizi. Pro ilustraci je na obrazku zZna-
zornéno hlové rozdéleni pro rizné hodnoty ve (viz. legenda), pfi¢emz ostatni koeficienty
jsou nulové.



Definici koeficientti v,, mizZeme také prepsat za pouziti jednocasticové rozdélovaci
funkce hybnosti f(p) = dN/d?p, jako

[enemm ) atp

in(¢p—Pr) _D 7
S )o / f(p) d*p
D

v (D)

(1.6)

kde zavorky () oznac¢uji pramér pfes mnoho srazek a D reprezentuje oblast ve fazovém
prostoru v (pr, y) roviné, kde méfime tok, obvykle tato oblast odpovida detektoru. Protoze
je pro sférickd jadra zdroj ¢astic symetricky vaci reakéni roving, (sinn¢) vymizi a v, jsou
realné, tedy

Uy = <ein(¢7‘pl’\)> = (cos (n(¢ — Pr))) . (1.7)

Uvedme nyni pro uplnost vztah mezi obéma zminovanymi metodami, tedy mezi popi-
sem pomoci tenzoru sféricity a popisem pomoci koeficientt Fourierova rozkladu. Polozme
nyni v8echny vahy w(v) = 1 a to proto, Ze pii ultrarelativistickych srazkach neni uz Sj; s
diive definovanymi vahami rovna celkové kinetické energii. Tenzor sféricity S+ vyjadieny
rovnici lIze pak prepsat pomoci thlu mezi osou xgrp a nejvétsi hlavni osou tohoto
tenzoru § a S = tr St = 21];\4:1 p%(v) jako

SL:S(quacosQH asin 26 >

2 o sin 260 1 — acos260

Pak muzeme vhodnou volbou vahy w(v) docilit rovnosti S = vy, viz [16]. Vypoctet vlast-
nich hodnot St pak déavéa pro excentricitu a elipticky tok vztah

U2

a=—.

Uo

1.2.3 Problémy pfi urcovani toku

Vratme se k rtiznym jevim prispivajicim k hybnostni anizotropii ¢astic nepochézejicim
od toku. Pochopeni jejich vlivu na jednotlivé metody vypoctu toku je velmi dtlezité pro
interpretaci a mozné korekce vysledkti poskytovanjch témito metodami. Obecné mtizeme
jevy rozdélit do tri skupin:

e jevy nepochazejici od toku,
e fluktuace toku,

e efekty detektoru.

Jevy nepochazejici od toku. Daji se charakterizovat jako korelace nesouvisejici s
reakéni rovinou a v pripadé dvoucasticovych korelaci jsou kvantifikovany parametrem 9,
jako

(cos [n(qﬁl — qu)]> = Ui + Oy,

Jak uz bylo feceno drive, mezi jevy nepochézejici od toku patii rozpady rezonanci, jety,
HBT efekt a zakon zachovani hybnosti. ProtozZe jsou tyto korelace prevazné malocasticové,
skaluje 0,, jako 1/N. Existuje vice rtiznych metod pro odstranéni pfispévki nepochézejicich
od toku, jejich stru¢ny ptehled lze nalézt napi. v [15].
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Obrazek 1.3: Definice roviny ucastnik.

Fluktuace toku. Neizotropni tok ¢astic mtze fluktuovat srazku od srazky a to i pfi
srazkach se stejnym smérem i velikosti srazkového parametru b. Fluktuace toku se daji
popsat rovnici [15]

Oon = (v) — (vn)”.

Dulezitym zdrojem téchto fluktuaci jsou fluktuace v pocatecni geometrii zdroje Castic. V
souvislosti s tim definujeme rovinu ucastniku, kterd je urcena rdznym rozlozenim inter-
agujicich castic a rozdilnou povahou jejich interakci v oblasti prekryvu srazejicich se jader.
Situace je zndzornéna na obrazku kde je zobrazena srazka v pfi¢né roviné, pficemz in-
teragujici ¢astice jsou vyznaceny zelené a definuji zcela jiny tvar interakéni zony, nez ktera
je vytyGena oblasti pfekryvu jader. Tento tvar (na obrazku vyznaden tucéné ¢arkované)
definuje v pri¢né roviné novy souradny systém, ktery budeme znacit dolnim indexem PP,
rovina ucastniki je pak definovana osu zpp a osou z.

Rozlisovat mezi témito dvéma rovinami je dtlezité, protoze hodnota eliptického toku
v soustaveé tcastnikt je vzdy veétsi, nez v soustavé reakéni roviny.

Efekty detektoru. Dalsim faktorem ovliviujicim vysledky urceni anizotropniho toku
jsou efekty detektoru. Mezi tyto efekty se pocitaji jak konstrukéni vlastnosti, napr. pokryti
jen ¢asti azimutalniho thlu, nesymetrické pokryti rapidity, tak vady a nefunkéni prvky
detektoru. Tyto "nedostatky” detektoru pak mohou prispét k efektiim nepochéazejicim od
toku, napf. pokud neni akceptance detektoru symetrickd vici centralni rapidité, miize
zachovani celkové hybnosti ovlivnit méfeni pfimého a eliptického toku [15].



Kapitola 2

(GGenerator srazek

Pro testovani vlastnosti riiznych metod na urceni eliptického toku diskutovanych v nésle-
dujicich kapitolach byl vytvoren ,,ad hoc* generator srazek. Dtivodem pro vytvoreni vlast-
niho generdtoru byla moznost kontrolovat vSechny parametry produkovanych ¢astic a 1épe
tak porozumét chovani jednotlivych metod. Dalsim faktorem hovoficim pro vlastni gen-
erator byla absence pozadavku na opravdovy fyzikalni vyvoj média vzniklého ve srazce,
ve smyslu vyvoje podle néjakého fyzikalniho modelu. To nasledné umoznilo vytvorit je-
dnoduchy a na vypocetni zdroje nenaro¢ny algoritmus.

2.1 Popis generatoru

Generator byl napsan v jazyce C++ dle standardu POSIX threadﬂ proto je priméarné
urcen pro pouzivani na UNIXovych systémech. Generator se nachazi na prilozeném CD
pod nazvem Generator.cc.

2.1.1 Parametry generatoru

Aby bylo mozné pohodlné generovat ruzné sady srazek s odliSnymi parametry, bez nutnosti
zasahovat do kédu programu, byly tyto parametry umistény do textového souboru, z
kterého jsou pii béhu generdtoru nacteny. Nazev tohoto zdrojového souboru je predan
programu pii spusténi jako parametr, tady napt.: ./Generator.out input.tzt. Kazdy radek
tohoto souboru zacinajici znakem # je preskocen, lze tedy vkladat libovolné komentare,
stejné tak jsou preskocCeny i prazdné fadky. Kazdy jiny fadek poté znaci jednu sadu srazek
(pocet téchto srazek je nastaven pfimo v programu, stejné jako multiplicita Gastic ve
srazce, kterd je pro vSechny srazky stejnd) a musi mit 4 parametry oddélené jednou ¢i vice
mezerami, a/nebo jednim ¢i vice tabuldtory, coz umoziuje formatovani textu do sloupc,
a tedy vétsi pfehlednost.

Hlavnim tkolem generatoru je produkovat hybnostni rozdéleni ¢astic se slozkou elipti-
ckého toku linedrné zavislého na pricné hybnosti ¢astic pr. Tato zéavislost je parametri-
zovana jako

vo =apr+b (2.1)

a prvni dva parametry fadku ve zdrojovém souboru jsou pravé parametry a a b, které
jsou rozsahu double. Oba parametry musi byt zadany v anglickém forméatu oddélovani
desetinné ¢asti teckou. Tietim parametrem je nazev vystupniho souboru, kam jsou zapsany
velikost priéné hybnosti ¢astice pr a jeji azimutalni ihel ¢ v laboratorni souradné soustave.

!Na systémech UNIX je toto rozhrani specifikovano standardem ITEEE POSIX 1003.1c (1995).



Nazev musi obsahovat priponu, obvykle .dat. Tedy je jasné, Ze vystupni soubor obsahuje
jednu sadu srazek. Jednotlivé sréazky jsou oddéleny fadkem obsahujicim fetézec 0 0 a
kazda Castice je uvedena na zvlastnim radku. Pro potiebu testovani jednotlivych metod
analyzy toku nejsou nutné dalsi adaje, jako je typ ¢astice, misto vzniku c¢éstice, jednotlivé
slozky hybnosti atd. Posledni parametr umoznuje zapnout kontrolu spravného fitu hybnosti
podle nastavené zavislosti vo. Tento parametr mtize mit pouze dvé hodnoty, true, pokud si
prejeme kontrolu, nebo false, pokud kontrolu nechceme. Kdyz je hodnota parametru jina,
vypiSe program na chybovy vystup varovani a kontrolu vypne.

Pokud obsahuje fadek zdrojového souboru méné argumentii nez 4, je na chybovy vystup
vypsano varovani a generovani sady srazek je preskoceno.

2.1.2 Fungovani generatoru

Generovani ndhodného rozdéleni probihd pomoci generatoru nahodnych cisel Mersenne
Twister dostupného z [6], generujiciho rovnomérné rozdéleni ndhodnych ¢isel. Volba padla
na tento generator kvili jeho dlouhé délce cyklu (219937 —1), funkénosti na jakémkoli CPU,
pro ktery existuje C++ prekladac¢, a podpore multivldknového programovani. Posledni
jmenovany divod je obzvlasté dilezity, jelikoz je generator srazek naprogramovan multi-
vlaknové a musi tudiz pouzivat jen tzv. thread safe knihovny. Potiebné thlové rozdéleni
hybnosti je z vygenerovaného rovnomérného rozdéleni ziskano metodou zamitnutﬂ Jako
alternativni metoda byla vyzkousSena i transformacni metodaﬂ, pro kterou bylo ale nutné
numericky urc¢ovat hodnoty inverzni funkce pozadovaného thlového rozdéleni, coz vedlo k
vyraznému zpomaleni. Obé metody byly z ¢asti prevzaty z [11].

Pri¢né hybnosti castic jsou generovany rovnomeérné v zadaném intervalu pr, pricemz
pro testovani metod na vypocet eliptického toku byl pouzit interval (0,0 — 1,5) GeV.

2.2 Testovani generatoru

Aby bylo mozné ovérit spravnou funkci generatoru, byla pfiddna moznost vynést thlové
rozdéleni hybnosti vygenerovanych ¢astic do grafu spolu s pozadovanym pribéhem ro-
zdéleni zadanym ve zdrojovém souboru. Jak uz bylo feceno, tato funkce se zapind ve
zdrojovém souboru a vysledkem je textovy soubor obsahujici pocty ¢astic v jednotlivych
uhlovych binech. Protoze ale mutze byt elipticky tok zavisly na pri¢né hybnosti ¢astice,
jsou castice jesté rozdéleny do nékolika bind v pfi¢né hybnosti, tedy jeden bin reprezentuje
dgé\;o s Nazev tohoto textového souboru bude tvorfen nazvem specifikovanym ve zdrojovém
souboru pro vysledny soubor s vygenerovanymi ¢asticemi a piiponou _test.dat. Pokud je
na pocitaci nainstalovan program gnuplotlz_‘-]7 bude spolu s textovym souborem vytvoreno
nékolik grafi ve formatu png, pficemz kazdy graf odpovida jednomu pr binu a je v ném
vynesen i pozadovany pribéh tthlového rozdéleni dle vzorce

dN 1+ 2vs(pr)cos(2¢)
do 27 ’

kde vy je parametrizovan dle (2.1)) a za pr je dosazen stfed daného binu. Grafy pro sadu
10 000 srazek s multiplicitou 300 c¢astic a eliptickym tokem zavislym na pr jako ve =
0,08 pr/(1 GeV) jsou zobrazeny na obrazku

2 Anglicky oznacované jako rejection method.
3 Anglicky oznacovana jako transformation method.
4Dostupny z| <http://www.gnuplot.info>.
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Obrazek 2.1: Testovani generatoru pro sadu 10 000 srazek s multiplicitou 300 ¢astic. Zavis-
lost eliptického toku na pp je vyznacena v grafu, rozsah prislusného pr binu je uveden nad
grafem. Cerné body znaci vysledné tihlové rozdéleni a éervend ¢ara pozadované rozdéleni.



Kapitola 3

Metoda srazkové roviny

Metoda srazkové rovinyE] [10] je jednou z nejvice pouzivanych metod pro analyzu ani-
zotropniho toku. Sice je ze zde diskutovanych metod nejstarsi, ale pokud se provedou
korekce na efekty nepochazejici od toku a také na fluktuace toku, poskytuje odhady toku
srovnatelné s novéjsimi metodami. [9]

3.1 Uvod

Zavedeme pro kazdou ¢astici jednotkovy vektor u,,, n € N jako

Uy = Ty, + iy, = cos(ng) + isin(ng) = €%,

kde ¢ znaci azimutalni thel ¢astice. Déale zavedeme vektor srdZkového tokuE] Q,,, ktery pred-
stavuje nezavisly odhad orientace reakéni roviny (viéi laboratorni soustavé) pro kazdou
n-tou sférickou harmoniku. Tento je definovan jako suma vektort u, z urcité podmnoziny
¢astic produkovanych ve srazce. Oznacme tuto podmnozinu EP, pak

Q,= Z Wiy = Z w; (cos(ne;) + isin(ng;))

i€EP i€EP (3.1)
=X, +iY, =1Q,,| exp [in\I/n],

kde X,, a Y, jsou slozky vektoru srazkového toku a ¥" je jeho thel. w; jsou vahy jed-
notlivych C¢astic, v dalSim textu je polozime rovny 1 a nebudeme je dale vyznacovat.
Poznamenejme ale, ze mozna volba je w; = 1/ V/N, kde N je pocet Gastic v mnoziné EP.
Uhel ¥, je nékdy oznacovan jako thel srazkové roviny. [12] Poznamenejme, e ¢im vice
¢astic je v podmnoziné EP, tim bliZe je orientace Q,, k orientaci reakéni roviny.

Cisté z praktickych dfivodii uvedme rovnici pro vypocet ¥,

v _ tan—! (%) |
n

pricemz V¥, lezi v intervalu (0,27/n) a pro n = 2 je totozny s uhlem sréazkové roviny
uréenym z pti¢ného tenzoru sféricity S+. [7]

! Anglicky oznagovana jako event plane method
2 Anglicky se oznacuje jako event flow vector.
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3.2 Vypocet toku

3.2.1 Integralni tok

Nyni se budeme zabyvat distribucemi ¢astic vaci srazkovym rovinam. Metoda srazkové
roviny dovoluje vypocist tok fadu n pomoci odhadu srazkové roviny ¥,,, kdyz plati n =
km, k € N. Definujme

0P = (cos (n(¢ — ),

kde prumér () probihd pfes vSechny castice ve vSech srazkach. Pokud byla ¢astice s az-
imutalnim thlem ¢ pouzita pro vypocet ¥,,, musi byt tento pfed uréenim v;;bs vypocten
bez této castice, aby byl odstranén prispévek od autokorelaci. Tok radu n je pak dan
vyrazem
vgbs

(cos (n(¥yy, — Pr)))’

kde ®y je thel reakéni roviny a jmenovatel se nazyva rozliseni srdzkové roviny, oznacme
ho R, a vzdy zvétsuje hodnotu vy, (jelikoZ je mensi nez 1).

RozliSeni srazkové roviny R muze byt vyjadieno rovnici [10]

R = {(cos (n(¥y, — Pr))) = R(Xsun),

Unp =

kde funkce R je definovana jako

T 2 2
R(x) = \ge X2y [I(k—l)/Q (X2> + L(k41)/2 (é)} ; (3.2)

pricemz I je modifikovana Besselova funkce fadu s a y je tzv. parametr rozlisent, pro ktery
plati x = v,,/o. Parametr o je pak d4n rovnici 02 = 1/N, kde N je pocet ¢astic pouzitych
pro vypocet ¥,, (jak bylo definovéano v oddile . Pro zajimavost uvedme asymptotické
formy R(x) [8]:

R(x) =~ exp [ — k?/4x7] pro x> 1 (3.3a)

R(x) ~ zkr‘(\/zl)xk pro x <1, (3.3b)
2
kde I je Eulerova gamma funkce. Funkce R(x) i jeji asymptotiky jsou vykresley pro rtzna
k na obrazku pricemz je vidét, Ze nejlepsi rozliSeni lze dosdhnout volbou k& = 1.
7 dosud uvedenych rovnic neni pomoci namérenych veli¢in rozliSeni srazkové roviny
spocitatelné. Pokud ale rozdélime mnozinu EP na dvé podmnoziny A a B se stejnym
mnozstvim ¢astic, oznacme ho Ny, pak mizeme psat

<cos (n(wg, — \Ill;n))> = (cos (n(¥%, — Pr))) - <cos (n(\llfn - <I>R))> ,

kde U2, resp. ¥’ jsou tihly reakéni roviny vypocétené z mnozin A, resp. B. Tato rovnice
plati za predpokladu, Ze neexistuji jiné korelace, nez ty pochézejici od toku, nebo ze mohou
byt zanedbany. Pro k = 1, Ny = N/2 a malé x (cca x < 0,5) plati

(cos (n(Ws, — D)) ) = /2 (cos (n(Tg, — T2,))). (3.4)

Pro obecny piipad ale musime nejdrive vypocitat rozliSeni podmnozin srazek jako

R(xs) = \/<cos (n(we, —¥b))).

11
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Obrazek 3.1: Funkce R(x) (3.2) a jeji asymptotiky (3.3a) (Cerchované) a (3.3b|) (¢arko-

vané), pro riuzné hodnoty k, viz graf.

S pouzitim rovnice (3.2) pak uréime parametr ys a vypocteme rozliSeni srazkové roviny

dle
R(Xfull) = R(Xs \V N/Ns) . (35)
Speciélné pro Ny = N/2 dostavame

vobs

W. (3.6)

Unp =

3.2.2 Diferencialni tok

Urceni diferencialniho toku je jednoduché, staci si uvédomit zavislost voP(pr,y). Tedy

diferencialni tok je dan rovnici (3.6) s ¢itatelem vypocétenym za pouziti ¢astic s u,, patficim
do urcitého rozmezi pr a y.

3.3 Vysledky analyzy

Analyza byla provedena pomoci programu EventPlane.cc, ktery se nachazi na ptilozeném
CD. Program je stejné jako generator srazek napsan v jazyce C++ dle standardu POSIX
threads. Pro sviij béh potfebuje také generator nahodnych ¢isel Mersenne Twister, protoze
pomoci tohoto se ¢astice rozdéluji do jednotlivych podmnozin srazek.

Program pfijimé dva parametry, nazev souboru se vstupnimi daty a volitelné slovo
test. Pokud neni druhého parametru pouzito, musi byt vstupni soubor ve formatu OS-
CARI1997A, pokud je druhy parametr pfitomen, musi byt vstupni soubor ve forméatu,
ktery produkuje generdtorem popsanym v kapitole

Program pocita elipticky tok jak s vypoctem rozliseni reakéni roviny dle , tak dle
(3.5)). Pro druhy jmenovany poskytne program hodnotu vyrazu a hodnota ([3.5))
musi byt vypoctena a zadana ,ruc¢né“.

Analyzovany byly celkem dvé skupiny srazek vygenerované programem popsanym v
kapitole [2| Prvni skupinu tvorilo 5 sad srazek s riznou zavislosti vy (pr) parametrizovanou
rovnici . Kazda tato sada byla tvorena Neyent = 10000 srazkami s multiplicitou ¢astic

12



Tabulka 3.1: Vysledné hodnoty integralniho (v3) a diferencidlniho (v}) toku vypoctené po-
moci R uréeného dle rovnice (3.4)) pro multiplicitu M = 300 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Ngyent = 10000.

] al-] \ 002 004 006 008 0,10 \
v [—] 0,0151 0,0315 0,0416 0,0547 0,0641

0 )[=] | 0,0060 0,0093 0,0094 0,0122 0,0114
0 )[=] | 0,0060 0,0209 0,0249 0,0333 0,0389
v5(0,6 —0,9)[—] | 0,0150 0,0317 0,0403 0,0552 0,0648
5( )]
5( ) [-]

0,0227 0,0420 0,0571 0,0759 0,0894
0,0261 0,0533 0,0761 0,0969 0,1160

Tabulka 3.2: Vysledné hodnoty integralniho (v2) a diferencidlniho (v}) toku vypoctené po-
moci R uréeného dle rovnice (3.5)) pro multiplicitu M = 300 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Ngyens = 10000.

] al-] \ 002 004 006 008 0,10 \
v [~ 0,0153 0,0325 0,0445 0,0614 0,0747

0 )[=] | 0,0060 0,0096 0,0101 0,0137 0,0132
' )[=] | 0,0060 0,0216 0,0266 0,0373 0,0454
v5(0,6 —0,9)[—] | 0,052 0,0327 0,0431 0,0620 0,0755
5( ) [-]
2( ) [-]

0,0229 0,0434 0,0611 0,0852 0,1041
0,0264 0,0551 0,0815 0,1087 0,1351

M = 1000. Druha skupina byla co se jmenovanych vlastnosti ty¢e shodna s prvni, jen
multiplicita ¢astic ve srazkach byla rovna 300.

Vysledné hodnoty integralniho a diferencidlniho eliptického toku vypoctené pomoci
R urceného dle rovnice jsou pro M = 300, resp. M = 1000 uvedeny v tabulce
resp. Kazdy sloupec tabulky odpovida jedné sadé srazek s eliptickym tokem
parametrizovanym pomoci a dle rovnice (hodnota parametru b je vzdy nula). Rozsah
pr binu, v kterém byl vypocten diferencidlni tok vj, je uveden v kulatych zévorkach.
Vysledné hodnoty diferencidlniho toku jsou pak vyneseny v grafu na obrazku vlevo,
pro M = 300 a vpravo, pro M = 1000. Tyto hodnoty jsou vzdy umistény ve stiedu pr binu,
pro ktery byly pocitany a v kulatych zavorkach je uvedena hodnota a. V grafu je navic pro
kazdou sadu srazek vynesen i generovany elipticky tok va(pr). Stejnym zptsobem jsou pak
v tabulkach a uvedeny hodnoty vypoétené za pouziti R uréeného z rovnice (3.5]).
Graficky je pak v} vynesen pro M = 300 do grafu na obrazku vlevo a pro M = 1000
vpravo.

Jak muzeme vidét z graft na obrazku jsou hodnoty diferencialniho toku urcéeného
z metody srazkové roviny za pouziti rovnice v dobrém souladu s generovanymi hod-
notami jen pro piipad slabého toku a malé multiplicity M. Toto chovéani je zcela dle
ocCekavani, protoze slaby tok a nizka multiplicita odpovidaji malym hodnotam y, coz je
oblast platnosti této rovnice. Pro silnéjsi tok zac¢inaji byt hodnoty v} vyrazné mensi, nez je
jejich generovana hodnota a pro M = 1000 dokonce splyvaji s pribéhem vy pro mensi a.
Naproti tomu hodnoty vypoctené za pomoci rovnice |3.5| jsou konzistentni s generovanym

13



V2 [-]

Tabulka 3.3: Vysledné hodnoty integralniho (v2) a diferencidlniho (v4) toku vypoctené
pomoci R uréeného dle rovnice (3.4)) pro multiplicitu M = 1000.

] al-] \ 002 004 006 008 0,10 \

v [-] 0,0154 0,0273 0,0377 0,0471 0,0563
v5(0,0 — 0,3) [=] | 0,0022 0,0046 0,0084 0,0092 0,0117
v5(0,3—0,6)[] | 0,0094 0,0151 0,0226 0,0280 0,0356
v5(0,6 — 0,9) [] | 0,0157 0,0287 0,0376 0,0471 0,0600
v5(0,9—1,2)[=] | 0,0226 0,0380 0,0524 0,0658 0,0838
wh(1,2—1,5)[~] | 0,0270  0,0503 0,0678 0,0852 0,1085

Tabulka 3.4: Vysledné hodnoty integralniho (v3) a diferencidlniho (v}) toku vypoctené po-
moci R uréeného dle rovnice (3.5)) pro multiplicitu M = 1000 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Neyent = 10000.

] al-] \ 002 004 006 008 0,10 \
va [—] 0,0158 0,0301 0,0452 0,0599 0,0748
v5(0,0 — 0,3) [—] | 0,0023 0,0050 0,0101 0,0117 0,0145
v5(0,3 —0,6) [—] | 0,0096 0,0165 0,0270 0,0356 0,0450
v5(0,6 —0,9)[—] | 0,0161 0,0315 0,0449 0,0600 0,0755
v5(0,9 — 1,2) [—] | 0,0232 0,0417 0,0627 0,0839 0,1041
vh(1,2—1,5)[—] | 0,0277 0,0554 0,0811 0,1085 0,1348
0,16 0,16
T = TR =
W[EP|(0,06) o W[EP](0,06) O
0,12 = 7 [EP](0,08) x o 0,12 = 7 [EP](0,08) x
vy[EP](0,10) o - vy[EP](0,10) o
0,10 vg = 0,02, pp X 0,10 - vg = 0,02, pp
008 2 ggégi ,,,,, P i o o 008f e 88@2? - -
T S b BTG
0,04 |- 3 5 0,04 |- ;;jf- - 5
002l - 0,02 |- §
:__—:E/’ -
0,00 ke L ! ! ! 0,00 ke L ! ! !
0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 15 0,0 0,3 0,6 0,9 1,2
pr [GeV] pr [GeV]

Obrazek 3.2: Vysledné hodnoty diferencialniho toku v, ,vypoctené pomoci R uréeného dle
rovnice (3.4]), a generované zavislosti ve(pr). Multiplicita M je vyznacena v grafu a pocet
srazek v jednotlivych sadadch Neyent = 10000.
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2 [-]

o x O ¢

M = 300

pr [GeV]
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1.2

1,5
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0,16
v[EP](0,02) M — 1000 /
0,14 vh[EP](0,04) o
vh[EP](0,06) O p
0,12 = 7[EP](0,08) x )
B[EP|(0.10) o =
010 vy = 0,02, pr -
vy = 0,04, pr . .
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3 v = 0,08, pp ------- - . )
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Obrazek 3.3: Vysledné hodnoty diferencialniho toku v} ,vypoctené pomoci R uréeného dle
rovnice (3.5)), a generované zavislosti vy (pr). Multiplicita M je vyznaéena v grafu a pocet
srazek v jednotlivych sadach Neyeny = 10000.

tokem pro vSechny ndmi zkoumané zavislosti va(pr) a multiplicity. Toto chovani je tak-
téz ocekavano, protoze je v nami analyzovanych srazkach pritomen pouze tok elipticky.
V pripadé pritomnosti jinych v,, nebo efekt nepochézejicich od toku by se situace jisté
vyrazné zménila a soulad vypoctenych hodnot s generovanymi by byl mnohem horsi.
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Kapitola 4

Uvod do statistiky

V této kapitole uvedeme vlastnosti statistiky, které ndm pomohou porozumét metodam pro
vypocet anizotropniho toku diskutovanym v dalsSich kapitolach. Pro detailnéjsi pojednéani
problematiky viz napt. [14].

4.1 Jednodimenzionalni rozdéleni

Nahodné veli¢ina, nebo také stochastickd proménné, znac¢ime X, je definovana sadou
moznych hodnot, nebo rozdélenim pravdépodobnosti. Déale se zamérime na druhy pri-
pad. V pripadé jednodimenzionalniho spojitého X, je rozdéleni pravdépodobnosti dano
funkci P(z) nazyvanou hustota pravdépodobnosti, pro kterou plati

a je normalizovana jako

kde integral probihé pfes cely rozsah X.
Stfedni hodnota funkce f(X) definované na stejném stavovém prostoru jako P(z) je
déna rovnici

(X)) = /f(x)P(:p) d.

Specidlné (X™) = p,, nazyvame m-ty (obecny) moment X a pro m = 1 nazyvame p;
prumér, nebo také stfedni hodnota. Kvadrat standardni odchylky oﬂ tedy veli¢inu

0% = (X = (X))?) = p2 — it (4.1)

nazyvame rozptyl, nebo také variance.
Charakteristickd funkce stochastické proménné X, jejiz rozsah I je mnozina, nebo
podmnozina, realnych ¢isel, je definovana jako

Glk) = (X = /ei’fxp(x) dz.
I

Tato existuje pro vSechna realna k a spliuje

!Casto se ve fyzice pouziva znaceni o = AX a (X) = X.
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Charakteristicka funkce je navic generujici funkci momenti, protoze koeficienty jejiho Tay-
lorova rozvoje v proménné k jsou pravé momenty fiy,:

tedy

o = (15{)%(@

To zarucuje implikuje existenci derivace G(k) v bodé k = 0 az do fadu m stejného, jako
stupen momentu p,,. Stejnd funkce generuje také kumulanty k,,, které jsou definovany

jako
mGk) =Y (ik

m=1

k=0

m

(4.2)

Kumulanty jsou kombinaci momentti, tedy napfiklad pro prvni ¢tyfi kumulanty plati

= i,
KzZMz-M%ZUQa
K3 = pi3 — 3pap + 27,

K4 = pug — dpgpn — 33 + 120047 — 6411

4.2 Mnohodimenzionalni rozdéleni

Uvazujme nyni stochastickou proménnou s » komponentami X, Xo, ..., X,, tzv. ndhodny
vektor. Jeji hustotu pravdépodobnosti ozna¢ime P, (z1,z2,...,x,). Vezméme podmnozinu
s < r proménnych X1, Xo, ..., X;. Pravdépodobnost, ze maji né¢jaké hodnoty 1, za, ..., s,
bez ohledu na hodnoty zbylych X1, ..., X, lze uréit pomoci marginalni hustoty pravdé-
podobnosti definované jako

Py(zq,...,x5) = /Pr(xl, e Ty Tgtdy ey Tp) Ay - - dap.

Pfedpokladejme, Ze r proménnych mize byt rozdéleno do dvou mnozin (X, ..., Xj;)
a (Xst1,...,Xr), takovych, ze P, faktorizuje:

P.(z1,...,2;) = Ps(21,...,25) Pr_s(Ts41, ..., Tr).

Pak se tyto dvé mnoziny nazyvaji statisticky nezavislé.
Momenty mnohodimenzionalniho rozdéleni jsou

m m m m m m
(X{mXxge - X —/xl tay? - a'm Pz, 22, ..., 2p) deyday - - - day

a charakteristickd funkce je funkci » pomocnych proménnych
G(ki,kay ... k) = <ei(k1X1+k2X2+'"+kTXT)> )

Jeji Tayloriv rozvoj v proménnych k; generuje momenty

o)

(ik1)™ (ikg)™2 - - - (iky)™r
G(ky, ko, ... kr Z o Tal S (XX X
0 r
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Kumulanty oznac¢ime dvojitymi ostrymi zavorkami a definujeme je jako

/

> kj mi k: ma | .. .kr My
I Gkr ks k) =Y (k)™ (ih2) (ik) (X X2 X, (4.3)
0

mq! mo!---m,!

kde apostrof znamend absenci ¢lenu, ve kterém jsou vSechna m zaroven rovna 0.
Z druhého momentu muzeme vytvorit r x r matici (X;X;). Dulezitéjsi je vSak kovari-
ancni matice

(XiX;) = ((Xi = (Xa)) (X — (X)) = (XiXj) — (Xi) (X)) .
Jeji diagonalni prvky jsou dle (4.1)) variance (rozptyly) a jeji nediagonalni prvky se nazyvaji
kovariance. Pokud kovariance normalizujeme, nazyvaji se koeficienty korelace:
(XiXs) (X:X;) — (Xi) (X))

VR ) — (a3 — (x,)%)

Polozime-li 7 = 2, je statistickd nezavislost X7 a X5 vyjadfena jednim z nasledujicich
kritérii:

1. VSechny momenty faktorizuji

(X7 X5™) = (X1™) (X3™)

2. Charakteristicka funkce faktorizuje

G(k1,k2) = G1(k1)Ga(k2)

3. Kumulanty (X7 X3"?)) vymizi, pokud jsou jak m; tak mg rtizné od nuly.

Proménné X7, Xo se nazyvaji nekorelované, pokud je jejich kovariance nula, coz je
slabsi tvrzeni, nez statistickd nezavislost.

4.3 Nahodné procesy

Nahodné procesy, nebo také ndhodné bodové procesy, jsou reprezentovany stavy tvorenymi:
e nezapornym ¢islem s =0,1,...
e pro kazdé s mnozinou s realnych ¢isel 7., pro ktera plati

—0<TI < Ty < < Ty < OO, (4.4)

Tedy jednotlivé stavy mohou byt chapany jako konkrétni tézkojaderné srazky a cisla 7,
jako thly detekovanych ¢astic v této srazce.

Hustota pravdépodobnosti téchto stavi je dana posloupnosti nezapornych funkei Q4 (7,
T, ...,Ts) definovanych v oblasti a normalizovanych dle

Qo + /dTlQl 1) /dTl/deQz T,m2) + =1
—o0 sl
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Je vyhodné odstranit limitujici podminku , tedy brat kazdé 7, z intervalu —oo az
00 bez usporadéani. To muZzeme provést za podminky, ze vSech s! mnozin {7, 72,...,7s},
lisicich se jen permutaci svych ¢lent, odpovida jednomu jedinému stavu. Pokud navic
rozsifime definici Q4(71, 72, ..., 7s) na cely s-dimenzionédlni prostor tak, aby tato byla sy-
metrickou funkci svych proménnych, mize byt normaliza¢ni podminka vyjadfena jako

o0 1 0
Q0+Z§ /dTldTQ codTs Qs(1, ..y Ts) = 1
s=1 '—oo

V tomto integralu mohou byt dvé, ¢i vice 7 stejné, i kdyz hodnota Qs v téchto bodech
nebyla definovana. MnozZina téchto bodu je ale miry nula v s dimenzionalnim prostoru, a
tedy do integralu neptispivaji, pokud Qs neobsahuje d-funkce typu §(m — 72). Omezime
se proto na situace, kdy 7 nemaji kladnou pravdépodobnost koincidence.

Priméry jsou definovany pro funkci A na stejném prostoru stavi, takova funkce sestava

z posloupnosti
{Ao,Al(Tl),Ag(Tl,Tg), e ,As(Tl,TQ, e ,TS), e }

V zésadé musi byt kazdé As definovino pouze v oblasti (4.4), ale pokud definici opét
symetricky rozsifime na cely s-dimenzionalni prostor, pak

— 1
(A) = AoQo + ZS|/AS(7—177-27"'77_8)@8(7—177-2""77-S)d7_1 dry -+ drg, (4.5)
s=1 "~

tedy prumér () znamend jak sumu pfes s, tak pro kazdé s s-nasobny integral.

4.3.1 Jiny popis nahodnych procesu

Je uziteéné pro prirozenad n definovat posloupnost funkei f,(t1,%2,...,t,), jako
00 o0
5_1 /dTZ"'dTSQS(t177—27"')TS)7
s:l 0o

[o¢]
fa(ty,t2) Z -2 /dT3 < d7s Qs(tr, t2, T3y - oy Ts)s
— 0

s:2 (46)

o oo

Falti,ta, ... ty) = Z(S_ln)' /dTn_H e dTy Qs by by T 1y -5 Ts)-
s=n -0

frn méa nasledujici vlastnosti:

e />0

e f, je symtericka ve svych argumentech t1,to,...,t,

fn nepodléhaji zadné normalizaci, proto nejsou hustotami pravdépodobnosti. Ale f; je
prumérnou hustotou 7 a vyssi f, se daji interpretovat jako ”prtmérné spoleéné hus-
toty”. Jen pro infinitezimélni intervaly (¢1,¢1 + dty), (t2,te + dta),... jsou fn(t1,to,...,
t,)dty dty - - - dt,, pravdépodobnosti, ze kazdy z téchto intervalt obsahuje 7 bez ohledu
na to, kolik jich je mimo tento interval. Objasnéme toto tvrzeni na piikladu, necht méme
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interval (t4,t), kde je, narozdil od infiniteziméalniho intervalu, vice 7. Pak z rovnice
plyne, Ze integral pres fi je stfedni pocet 7, nikoli celkova pravdépodobnost nalezeni 7 v
intervalu.

Jako priklad pouziti funkci f, mizeme uvést vzorec pro stfedni hodnotu poctu ¢astic
(N) v intervalu (¢, )

(V) = /ﬁ(n)dtl (4.7)

a vzorec pro stfedni kvadratickou hodnotu poétu &astic (N?) ve stejném intervalu
ty
<N2> = <N> + /fz(tl, tz) dt1dts.
ta

Pomoci testovaci, nebo také pomocné, funkce v(t), miZzeme definovat generujici fun-
kcional pro funkce f,. Tento funkcional zavisi na vSech hodnotach, které v nabyva pro
—00 < t < 00, tuto skuteénost oznac¢ime jako [v]. Tedy

L(]) = <H (1+ v(%))> . (4.8)

o=1

Roznésobenim produktu a pouzitim definic (4.5) a (4.6) dostaneme

L([v]) =1+ /U(tl)fl(tl)dtl + % /U(tl)v(tg)fg(tl,tz) Aty dty + - - -
1 (4.9)
=1+ Z ] /v(t1)v(t2) cov(ty) fu(te, ta, .. ty) Aty dtg - - - diy,.
n=1

Tedy f, jsou koeficienty v rozvoji L([v]) v testovaci funkci v a znalost této L([v]) pro
vSechny funkce v jednoznacné urcuje vsechny f,.
Abychom pochopili diasledek tohoto vysledku, vyjadiime v pomoci jiné funkce u jako

o(t) = e — 1,

pak dle plati
<exp lizum)] > =1+ % /(ei“(tl) — 1) (@) 1) flt, o ty) by L. dEy,
o n=1

a tato rovnice ihned umoziiuje rozvoj charakteristické funkce (e*U), kde U = >__ u(7y),
pomoci funkci f,.

4.3.2 Korelaéni funkce

Kromé distribuc¢nich funkci existuji dalsi uzitecné symetrické funkce g,, zvané korela¢ni
funkce. Ty jsou definovany pomoci rozvoje f, jako

fi(t1) = g1(th),
fa(t1, t2) = g1(t1)g1(t2) + g2(t1, t2),
f3(t1,t2,t3) = g1(t1)g1(t2)g1(t3) + g1(t1)ga(t2, t3) + g1(t2)ga(t, t3)+
+ g1(t3)g2(t1, t2) + g3(t1,t2,t3),

Obecna rovnice pro f, se ziskd za pouziti nasledujicich pravidel:
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Obréazek 4.1: Rozklad f3 na korelaéni funkce, prevzato z [5].

1. Rozdélme proménné ti,to,...,t, vSemi moznymi zpusoby do riznych podmnozin
(nepoéitaje prazdnou mnozinu, ale zahrneme celou mnozinu, jako jedno uréité ro-
zdéleni).

2. Pro kazdé rozdéleni udélejme soucin funkci g pro jednotlivé podmnoziny.
3. Sectéte tyto souciny pres vSechny podmnoziny.

Pro piipad f3 je tento rozklad graficky zndzornén na obrazku
Da se dokazat, ze In L je generujici funkcional korela¢nich funkci g,,, stejné jako byly
kumulanty generovany logaritmem generujicich funkci momentt G(k), viz (4.2)), tedy

In L([U]) = Z % /U(tl)’u(tz) cee ’U(tm)gm(tl, tQ, e ,tm) dtldtg e dtm. (4.10)
m=1

Na zavér uvedme jednu zajimavou vlastnost korela¢nich funkci, pokud jsou body
nezavislé, vsechny g,, pro m > 1 vymizi.
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Kapitola 5

Metoda kumulantu

5.1 Rozvoj mnohocasticovych uhlovych korelaci do kumu-
lantt

V tomto oddile odvodime vztah tthlovych korelaci a kumulanti a tkazeme, jak se z téchto
daji kumulanty pocitat.

5.1.1 Dvoudasticové korelace

Jelikoz, jak uz bylo fefeno diive, neni skutecna orientace reakéni roviny experimentalné
zndma, muzeme mérit jen relativni azimutalni hly mezi vylétavajicimi ¢asticemi. Stan-
dardni analyza toku spoléhad na meéreni dvoucasticovych azimutalnich korelaci, které ob-
sahuji dvoucasticovou rozdélovaci funkci hybnosti f(p;,p,) = dN/d*p,;d®>p, a mohou byt
zapsany jako

/ ein(¢1_¢2)f(p1a Pz) d3P1d3P2

<ein(¢>1*¢2)>D - :D1XD2 , (5_1)
e / f(p1ap2)dgp1dgp2

Dl ><D2

pfifemz () zna¢i prameérovani ve stejném smyslu, jako v rovnici (|1.6). Dvoucasticové
rozdéleni hybnosti mtize byt obecné vyjadreno jako

f(P1,p2) = f(P1) f(P2) + fe(P1,P2), (5.2)

kde f.(p;,ps) oznacuje korelovanou ¢ast rozdéleni. Poznamenejme, Ze rozdélovaci funkce
hybnosti f nejsou totozné s funkcemi definovanymi v oddile

Necht N je celkovy pocet ¢astic vyprodukovanych ve srézce, pak je f.(py,py) typicky
fadu 1/N vzhledem k nekorelované ¢asti rozdéleni. Tento fad mize byt lehce pochopen v
ptipadé korelaci mezi rozpadovymi produkty v reakcich jako p — ww. Zakony zachovani
energie a hybnosti zptisobuji mezi rozpadovymi produkty korelace fadu jednotky. Protoze
je ve vysokoenergetickych jadro-jadernych srazkach produkovan velky pocet p mezont, je
pravdépodobnost, Ze dva libovolné piony pochazeji ze stejného p mezonu, fadu 1/N. Tedy
dohromady plati pro korelace zptisobené zachovanim celkové hybnosti skédlovéni 1/N.
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Dosazenim vyrazu ((5.2)) do rovnice (5.1)) mame

/ei"<‘f’1‘¢2)f(p1)f(p2)dpldpz+ /ei"(‘i’l“bz)fc(pppz)dpldpz

<ein(¢1—¢2)> :D1><D2 D1 xD> _
D1 XD
e /f(pl)dpl/f(pz)dpﬁ / fe(p1,P2) dp1dpy

Dy Do Dy xXDso

/ei"¢1f<p1) dp, - /ei"d)zf(Pz) dp, / 1792 f (p, p,) dp,dp,

Dl XD2

D1 Do +
/f(pl)dpl - /f(pz)dpz /f(pl)dpl - /f(pz)dpz
D1 Do D1 Do

kde jsme vyuzili vztahy [, f(p2)dp, =1a [, fe(P1,P2) dpy = 0, které plynou z

f(py) = /f(p17p2)dp2 = /f(pl)f(pz) + fe(P1,p2) dpy =

Do Do

= f(P1)/f(P2)dP2 +/fc(p1,pz)dpz-
Doy Do

Tedy nakonec dostavame

(= () (e ()

Posledni ¢len je dle definice kumulant druhého fadu a budeme ho znacit <ei"(¢1_¢2)>c =

<<ei”(¢1_¢2)>>. Dale v textu pro jednoduchost vynechame index D, ale vSechny primeéry
které budeme pouzivat jsou pres oblast fazového prostoru, kterd nutné neznamené cely
fazovy prostor, ale miize byt omezena na akceptanci detektoru. Rovnici (5.3) tedy zapiseme

ve tvaru
(o)< oy (o) s o)

Zabyvejme se nyni pripadem, kdy je pokryti detektoru izotropické, takovy detektor
budeme déale nazjvat idealni. V tomto piipadé bude &len (e?i) kvili symetrii roven nule,
a proto na pravé strané rovnice ([5.4) zistane jen ¢len <<ei"(‘1’1_¢2)>>. Tedy dvoucéasticové
korelace jsou rovny kumulantu druhého radu.

Pokud by detektor nebyl idealni a thly ¢1, ¢2 by nebyly korelované, vymizel by na
pravé strané rovnice ¢len druhy, zatimco prvni ¢len by mohl byt nenulovy. Tedy
kumulant druhého fadu <<ei"(¢1*¢2)>> predstavuje fyzikalni korelaci a oddéluje ji od efekti
detektoru.

Existuje mnoho pfispévkl ke kumulantu <<ei"(¢1*¢2)>>, déli se na korelace pochéazejici
a nepochazejici (tzv. pfimé) od toku, viz oddil Pokud je zdroj ¢astic izotropicky,
neexistuje zadna anizotropie toku a ztistanou jen p¥imé korelace. Tyto skaluji jako 1/N §,
jak bylo diskutovano drive. Pokud neni zdroj izotropni, generuje tok azimutalni korelace
mezi kazdymi dvéma vychozimi é4sticemi a piispiva faktorem v2 ke kumulantu druhého
fadu, jak uvidime v oddile [5.2.2

§Zatim predpokladame, Ze celkovy pocet vyprodukovanych &astic ve srazce N, je shodny s poétem vech
detekovanych ¢astic, ozna¢me ho M, to ale nijak neubira odvozovani na obecnosti. Rozlisovat mezi témito
budeme az kdyz to bude nutné.
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5.1.2 Mnohodasticové korelace

Selhani standardni analyzy spo¢iva v nemoznosti oddélit v rovnici korelovanou ¢ast
od nekorelované. Hlavni myslenka vypoc¢tu toku metodou kumulantti spociva v provedeni
této separace pomoci mnohocasticovych korelaci. Rozklad ¢asticové rozdélovaci funkce na
korelovanou a nekorelovanou ¢ast miize byt zobecnén na libovolny pocet ¢astic. Napriklad
tFicasticova rozdélovaci funkce mize byt rozlozena jako

AN B
dprdpydp; — f(P1, P2, P3) = fe(P1) fe(Pa) fe(P3) + fe(P1, P2) fe(P3) + fe(P1, P3) fe(Pa)+ (5.5)

+ fc(anp:s)fc(pl) + fc(p17p27p3)a

kde f.(p;) = f(p;). Posledni ¢len f.(py,py, p3) odpovida skuteéné tiicasticové korelaci,
které je fadu 1/N2.

Abychom pochopili tento ¥ad, uvedme jednoduchy pfiklad: w mezon se rozpadé preva-
7zné na tii piony. Tento rozpad generuje prevazné piimé dvoucasticové korelace, pficemz
vzédjemnd hybnost mezi kazdymi dvéma vzniklymi piony je omezena zdkonem zachovani
hybnosti a energie. Odpovidajici korelace je fadu 1/N, jak bylo diskutovéno dfive v pfipadé
reakce p — 7w, coz odpovida druhému, tfetimu a ¢tvrtému ¢lenu pravé strany rovnice
. Korelace mezi rozpadovymi produkty daného w mezonu je fadu jedné, zatim co
pravdépodobnost, 7e t¥i libovolné piony pochazeji ze stejného w skaluje s N jako 1/N2.
Tedy korelace mezi tiemi ndhodnymi piony je fadu 1/N2.

Zobecnime-li diskusi rozpadu w mezonu na rozpad skupiny k castic, bude tento gen-
erovat korelace f.(p;,...,pw) s k' < k a korelovanou ¢ast f.(py,...,p;) fadu 1/N*-1,
Tento rozklad je podobny rozkladu funkci f, na korela¢ni funkce g, diskutovaném v odd-
le[d.3.2

Stejné jako v predeslém oddilu, mizeme nyni pomoci rozkladu mnohocasticové rozdélo-
vaci funkce hybnosti rozlozit i mnohodcasticové korelace. Uvedme nejdiiv nékolik vlastnosti,
které ndm pomuzou s timto rozkladem. Pfipomenme, Ze stale predpokladame idealni de-
tektor.

Pokud je zdroj c¢astic izotropni, tedy kdyz se k-Casticové rozdéleni pii zméné vsSech
azimutélnich 1hld o libovolnou konstantu o nezmeéni, je tok v, nulovy. Tedy dvoucas-
ticové azimutalni korelace se redukuji na prispévek od piimych korelaci fadu 1/N.
Jako dalsi dtsledek izotropie vymizi také vSechny primeéry obsahujici lichy pocet c¢astic,
tedy naptiklad

<em<¢1+¢2—¢3)> _ <ein[¢1+a+¢2+a—<¢3+a)}> _ eina <ein<¢1+¢2—¢3>>7

kde prvni rovnost vyjadiuje pfedpoklad izotropie. Tato rovnost mtize byt pro libovolné
« splnéna jen tehdy, kdyz (e™(®1+92-9¢3)) — (. Zistanou tedy jen 2k-Casticové korelace
obsahujici k& mocnin ¢™® a k mocnin e ?. Pouzijeme-li metodu rozkladu rozdélovaci
funkce diskutovanou v oddile |5.1.2| naptiklad na 4-¢asticové korelace, dostaneme

<ein(¢1+¢2—¢3—¢4)> — <ein(¢1—¢3)> <ein(¢2—¢4)> _|_<ein(¢1—¢4)> <ei"(¢2—¢3)> +

+ <ein(¢1+¢2*¢3*¢4)> _

c

_ <em(¢1—¢3)> <em(¢2—¢4)> 4 <em(¢1—¢4)> <em(¢z—¢3)> i

+ << ein(¢1 +p2—p3—o4) >> ,

kde posledni ¢len na pravé strané je dle definice kumulant ¢tvrtého fadu a je nezavisly na
dvoucasticovych korelacich. Toto tvrzeni muZe byt ilustrovano na systému, jehoZ castice
jsou korelovany pouze po parech, pak je totiz kumulant ¢tvrtého fadu roven nule.
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Obecné tedy muzeme fici, ze kumulant (exp[in(¢1 + -+ + ¢k — Prr1 — - - - — Grt1)])
obsahujici k + [ ¢astic odstranuje vSechny korelace az do fadu k + 1 — 1. Prispévky korelaci
nepochazejicth od toku vyssich fadu jsou ale stile pritomny. V piipadé nepfitomnosti
toku jsou kumulanty ((exp[in(¢1 + -+ ¢k — Prr1 — ... — dr1)])) féd N1+ V pii-
padé idedlniho detektoru kumulanty fadu k # [ vymizi a jsou tedy fyzikalné nezajimavé.
Proto nas budou zajimat jen diagonélni kumulanty s k£ = [.

5.2 Integralni tok

Predeslym zptisobem bychom mohli postupovat i dale a konstruovat tak kumulanty vyssich
radt, ale jednak je tento zptisob prilis slozity a také vyzaduje predpoklad idedlniho detek-
toru. Proto definujeme kumulanty pomoci generujici funkce.

5.2.1 Generujici funkce

Nejdiive dle rovnice (4.8)) definujme pro kazdou srazku funkci G,,(2), kterd zavisi na kom-
plexni proménné z = x + iy, jako

G(2) = 1]\—/[[ (1 n w (Zeinqﬁj]\j[- ze—inqﬁi)) ﬁ (1 L w 2z Cos(ngb])]\—; 2y s1n(n¢j))
Jj=1 j=1

(5.6)
Hodnota této funkce je vzdy realna, z = x — iy znadci komplexné sdruzené cislo k z, M
je pocet detekovanych ¢astic po srazce a w; jsou vahy jednotlivych ¢astic, které v dalsim
textu polozime rovny 1. ProtoZe neni v kazdé srazce tento pocet ¢astic M konstantni, je
v generujici funkei faktor 1/M. Nyni budeme vSak pro jednoduchost predpokladat, ze ve
vSech srazkach je M stejneﬂ Pro fluktuujici pocet castic ve srazkach sta¢i po odvozeni
vysledkt nahradit M stfedni hodnotou (M). Pokud zprimérujeme funkci G,(z) pfes
v8echny srazky, oznacme ( ) a roznasobime produkt v , dostaneme

event’
2 .
(G evem, = <1 * Ze‘””’f tar Z "t g e
j<k
+% $ ein@rton) 4o % S 4 >
<k J#k event
5 M 3 M
J=1 event J=1 event J<k event
22 in(¢;+ér) zZ in(¢;—br)
e\ e i\ 2-° o
i<k event J#k event

— 1—|—Z< —1n¢1> +z < 1n¢1>

< < —in(¢1+¢2) > % <ein(¢1+¢2)> 427 <ein(¢1—¢2)>> +n
Ve smyslu velikosti.

2To je za predpokladu, Ze poéet srazek k dispozici je libovolné velky, stejné, jako Fici, ze vybereme
srazky se stejnou multiplicitou M.
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kde jsme v posledni rovnosti pouzili stejny zptsob primeérovani, ozna¢ovaného ( ), jako v

rovnici (1.6, tedy

<e_i"(¢1+¢z+~-~+¢7»)>:<(1\14) 3 e—in(¢j1+¢j2+~-+¢m>

r jl <j2<"'<j'r event

Generuyjici funkci kumulantd definujeme jako

event

C(2) = M[(Gn(z)>1/M } (5.7)

Tato funkce sice neni shodnd s definici (4.3|), ale pfejde v ni v limité velkych M.
Rozvoj funkce (5.7) do mocninné fady dava, v souladu s (4.3) kumulanty, tedy

Ch(z) = Z ’2;;;'[ <<ein(¢1+---+¢k*¢>k+1*"'*cbkﬂ)>> ) (5.8)

k.l

Protoze nas budou déle zajimat jen diagondlni kumulanty s £ = [ (viz (5.1.2))), oz-
nacime je
cn{2k} = <<ein(¢1+"'+¢k*¢k+1*"'*¢2k)>> ) (5.9)

5.2.2 Vypocet integralniho toku z kumulantt

Strategie vypoctu toku pomoci kumulant spociva v tom, Ze se pokusime dostat definici
toku do funkce , potom ji upravime a rozvineme do fady v z*z!, koeficienty v
této fadé potom budou dle definice kumulanty.

Oznacme Pp thel reakéni roviny dané srazky, pak mtze byt primér pres srazky prove-
den ve dvou krocich:

1. Nejdfive provedeme prameér pres srazky se stejnym ®r. Oznacme tedy tento priumér
veli¢iny = s pevnou hodnotou ®g jako (z|®Pgr). S pouzitim tohoto znaceni se rovnice

(1.7) zapise jako
< oine;

Pokud nyni pro jednoduchost zanedbédme korelace nepochézejici od toku, budou na
sobé vSechny ¢; nezavislé a stiedni hodnota (5.6 pro srazky se stejnym ®g bude

@R> _ <ein(¢7<I>R)ein<I>R

(I)R> = Unemq)R .

M Saind; —ing; M Zeind; —ing;
ze"" + ze J ze'"?i + ze 3
(Gn(2)|0R) = <_H (1 + M) ¢R> -11 <1 e <1>R>
J=1 J=1
M

B - 3 <ein¢j |PR) + 2z <e—in¢j \‘I)R> (14 Zvnein@'R + zvnei”q)R M
o M = i :

(5.10)
kde jsme pouzili, Ze pro nezavislé veli¢iny, je stfedni hodnota soucinu rovna soucinu
stfednich hodnot.

2. Pak provedeme primeér pres &r. Tedy

2w
(D) = [ (Gnl2) ) G2
0
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Dosazenim rovnice (5.10)) dostavame:

F0,e" PR & 2y @R\ M qPp
<Gn(z)>event = / <1+ . . >
0

M 2T

k M R
0
M 2
k=

1 (M> Un k/ ( —in®dr | $,indr\k
— it ze + ze R) d®gr
2w ‘ k (M) )
M 2
1 <M> Un \ F / Z (k‘) I —inl®gr  =k—1 in(k—1)®g
= — Z -— ze 4 e d(bR
2w — k (M) ) i l
M k 2T
1 Z <M> Un k Z <k> /lek—leinq)R(k—2l)d(b
_ on R
2T — k (M) — l )

kde integréal v poslednim vyrazu je vzdy nulovy, vyjma piipadu, kdy k = 2[, tedy

GulePn = 53 (3) ()" (1) et

k=0
M

M Un, k!
- kzzo KI(M — k)] (M) [(k/2)1]2 1"

Pokud preznac¢ime k — 2k, dostavame:

[M/2]
_ M! Un\2k ok
<Gn(z)>event - kzzo (M _ 2k)l(k|)2 (M) |Z| )

z . N vz / o v . |
kde [] v horni mezi sumy znaéi celou ¢ast. Pro velkd M mizeme nahradit ﬁ =

M?* a rozsitit sumu do 400, tedy

(Gn(2)) event = To(2vnlz]),

kde Iy zna¢i modifikovanou Besselovu funkci prvniho druhu.

Dosadime-li tento vysledek do generujici funkce kumulantt (5.7)), dostaneme
/M
Cu(2) = M | (To(20a]2D) ™ = 1] = In (To(2ua21)),

kde jsme pfi prechodu od druhého ¢lenu pouzili limitu M — oo. Rozvinutim této
rovnice do mocninné fady v 2z dostavame

1 1 11
Co(2) = v227 — ZUﬁZQZQ + §vgz323 - @vgz4,§4 + 0(2°7%).
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Pokud nyni porovname tyto ¢leny s ¢leny rozvoje (5.8), mame

_ zZ
V227 = ﬁcn{2} v {2} = {2}
1 2272
—ZviZQZQ = ﬁcn{él} v {4} = —c, {4}
1 5 2373 cn{6}
§U1612323 = ﬁcn{G} Un{6}6 = n4
1 g 44 22 s cn{8}
RS TR enl8F =T

kde jsme odhad v, z ¢, {2k} oznaéili v,{2k}.

5.3 Diferencialni tok

Pro vypocet diferencialniho toku rozdélime detekované cCastice na dvé skupiny, castice
nalezici do oblasti fazového prostoru v kterém budeme tok méfit nazveme protony (tedy
prakticky vybereme néjaky druh ¢astic s pfi¢nou hybnosti a rapiditou v uré¢itém intervalu)
a Castice, které byly pouzity pro vypocet integralniho toku nazveme piony. Poznamenejme,
Ze jde jen o nazvy skupin, a ne urceni druhu ¢astice.

Azimutalni thel protonu v laboratorni soustavé budeme znacit . Diferenciadlni tok
fadu p oznacime vj’o, tedy v;) = (eip(w_q’R)> a urc¢ime ho korelaci azimutalnich (hl protont
s azimutalnimi thly piont. Pokud je proton jednim z pionti, musi se odstranit autoko-
relace, viz déle. Vypocet diferencidlniho toku fadu p = mn,m € N lze provést jen se
znalosti integralniho tok radu n. Z toho divodu zavedeme znaceni v; Jn COZ znamena
odhad diferencialniho toku fadu p, za pomoci integralniho toku fadu n.

5.3.1 Generujici funkce

Pro vypocet diferencialniho toku definujeme generujici funkci tthlovych korelaci mezi pro-
tony a piony jako

_ ("Gnl2)

Dyn(2) = prot (5.11)

<Gn(’z)>event 7
kde funkce Gy, (z) v ¢itateli je generujici funkce (5.6) vypoc¢tena pro srdzku, ze které pochazi
proton. Znaceni ()pmt znamend prameérovani pres vSechny protony ve vSech srazkéc
Pokud byl pro vypocet integralniho toku pouzit i proton (tedy proton je zaroven i pion),
musi se tato funkce v Citateli vydélit faktorem
zel | e in¥

L VA
¢imz odstranime autokorelace.

Objasnéme si vypocet generujici funkce (5.11)) na prikladu. Méjme integralni tok, ktery
jsme vypocetli pouzitim vSech castic ve srazkach, tedy protond i piont. Pro tento vypocet
jsme museli spocitat (G, (%)) yents €0Z DAm zaroveri tvoii jmenovatel (5.11). Nyni vybereme
prvni srazku, ve které jsou néjaké protony, pro jednoduchost predpokladejme, zZe jsou v

3Tento zptisob primérovani je v souladu s referenci [3], v [], jak sami autofi uvadéji, byl uveden
nespravne.
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ni pravé dva s azimutalnimi ahly 1 a 9. Pro tuto srdzku spocteme G, (z) dle (5.6)) za
pouziti vSech ¢astic v této srazce. Nyni spocteme sumu

PG, (2) P2, (2)
Eeinwl +ze—in1/)1 Zeind)2+ze—inw2 :
I+=——— 14+=—7—

Takto postupujeme i u vSech dalsich srazek obsahujicich protony. Nakonec jednotlivé sumy
seCteme a vydélime celkovym poc¢tem protont. Tim dostavame citatel (5.11)).
Dle definice jsou kumulanty koeficienty rozvoje

sk 1
Dyn(z) = it elPY+in(1+-+ ok —dry1——brt1) | (5.12)
v/ ; Kl << >>

Generujici funkee D), /,,(2) je pro idedlni detektor symetricka ve smyslu D,,,,(2) = Dy, (%),
coz implikuje, ze takto definované kumulanty jsou realné. Pokud navic, za dodrZeni pred-
pokladu idealniho detektoru, posuneme thly protont i pioni o thel «, bude ¢itatel ,
majici po tomto posunuti tvar (eip‘ﬁe*il’aGn(zeina))pmt, po priméru pies o nenulovy jen
pro [ = k 4+ m. Tedy jediné fyzikalné relevantni kumulanty jsou

{2k +m+1} =R [<<ein(mw+¢1+---+¢k*¢k+1f.‘.7¢>2k+m)>>} ’

kde R znamend realnou ¢ast a {2k + m + 1} znadi, ze kumulant obsahuje korelace mezi
2k + m piony a jednim protonem. Poznamenejme, Ze tato definice plati pro libovolny
detektor.

5.3.2 Vypocet diferencialniho toku z kumulantu

V tomto oddile budeme pro jednoduchost uvazovat idealni detektor a zanedbame korelace
nepochazejici od toku. Pokud pouzijeme prumérovani ve dvou krocich, jako v pripadé
integrovaného toku, a oznacime

(ePV|DR) = v/ PR,

ptejde rovnice (5.11)) v

2
, d®
ipdr R
[erme Gualen) 38
Dy/n(z) =2 v (5.13)

<Gn(z)>event

Vypocet citatele je shodny s vipoctem v oddile az na faktor e?®® . Citatel je nenulovy
jen pro p = mn, kde m je prirozené ¢islo, tedy

M k 2
_ 1 MY rop\* k 1 sk—1_in®g (k+m—21)
Dot~ 35 () ()15 () o rrnm s
= 0

k=0
M
M\ /v, \F k ktm . ktm
:Z<k><M> <k+m>z I
k=0 2
i M) (Un)k k! k:zm_kam
= — z z
= KM = k)P AM/ (B ()



Prezna¢me k — 2k + m, pak

[(M—m)/2]
- M) vp\ 2k+m (2k + m)! k+m =k
Dy (%) = kZO 2k + m)I(M — 2k —m)! <M> [
[(M—m)/2] M vp \2ktm
= Z (M —m — 2k)\k!(k +m)! (M) “E

k=0

kde [] opét znaéi celou ¢ast. V limité velkych M plati (M+L2k), ~ M?k+m 3 také mizeme

rozsifit sumu do 400, tedy

1 m m
D 2 m W 2]<: k=5 k+35
mn/n(2) = (22) 2 vy kzo (k—i—m)' Un W’Z z
(unlP)" 2\ z\"
n = Im 2 n T
(I=fon)™ k' (k+m)! \ 2| (2vn]z]) |z

a rovnice (5.13]) bude mit tvar
In(2)zlvn) (2 \™
= —-—-———--- pa—
Drnn®) = o @fzfon) \Jaf)

kde I,,, zna¢i modifikovanou Besselovu funkci m-tého stupné.
Nas bude zajimat piipad m = 1, tedy rozvoj do mocninné rady dava

1 1 z
Dun(e) = (wnlel = Gdlel? + gullal + 00115 ) Zyo

1 1
= v upz — 51}' v322z + 3%0273322 + 0(|2°)zv

a porovnanim koeficientt s (5.12) dostavame

dp {2
%dn/n{2 0+ 141} =0 v,z /v{ } = U;L/n{Q}
z2° 1 /{4
%dn/n@ 1+141}= —511;17)2,222 - /03{ ; = U;I/n{ll}
2223 1 5 3-92 dn/n{6}
Sral dpmi2-2+1+1} = gv;lvnz z e = U;/n{G}.

5.4 Prakticky vypocet kumulanta

Vypocet eliptického toku metodou kumulantti provedeme numericky. Nejdfive musime
ur¢it hodnoty generujici funkce (5.8) v kmax X gmax bodech komplexni roviny. Oznac¢me
tyto body zp 4 = xp g +iyp ¢, kde

2
Tp.q = T04/D COS ( an >

Qmax

. 2qm
Yp.q = To/Psin < ) ,

Qmax
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pricemZ p=1,..., knax aq¢ =0, ..., gmax — 1. Pokud budeme chtit vypocist k; kumulanti
cn{2k} pro k = 1,...,k; a kg kumulantii d,,,, {2k +m + 1} pro k = 0,..., kg — 1, musi
Emax & Gmax splilovat nerovnosti kmax > ki, kg & gmax > 2ki, 2(kg + m — 1). Konstanta

zajistuje mensi numerickou chybu pfi vypoctu generujici funkce a je ddna rovnici [3]

)1/ M
(w?)’

kde € znaci presnost elementarnich operaci, Neyts je pocet analyzovanych srazek a w jsou
véhy z rovnice (5.6). Obvykle je 79 rovno 1,5, nebo 2,0.

ro =~ (eN>/2 M

evts

5.4.1 Integralni tok
Ozna¢me hodnotu generujici funkce (5.7)) v bodech z,, jako Cj, 4, tedy

Cpqg = Cnl2p,g)-

Dle definice (5.9)) jsou kumulanty ¢, {2k} koeficienty pro diagonalni prvky k = I. Aby-
chom odstranili piispévky od nediagondalnich ¢lenti, provedeme priimeér pies fazi bodi z, 4,
ozna¢me ho C), tedy

Gmax

qu

Qmax —0

Rozvojem C}, do mocninné fady dle (5.8) dostdvame soustavu k; rovnic pro kumulanty
2k:
(1o
G, = Z Vo2

Reseni této rovnice pro piipad k; = 3 je
1

Cn{Q} = 7“72(301 — %CZ + %Cg)
0

2
Cn{4} = ( 5C +4Cy — 03)

Cn{ﬁ} = (301 —3Cy + Cg)

vy

Ty
6
7
Ty
5.4.2 Diferencialni tok

Ozna¢me nyni generujici funkei pro diferencialni tok (5.11)) vypoétenou v bodé z,, jako
Dy (2p,q) a jeji redlnou, resp. imagindrni ¢ést jako X, 4, resp. Y} 4. Potom plati

Dnnjelna) = Zna + o (5.14)
cos(mnap z ot
Xpq = R[Dynn(2p.0)] = | (< (Z)p q)>( pqt)>p
(sin(mna)) Gy (2p, )>prot
o = S =G ey
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kde Gy (zp4) je oznaceni funkce vyjadiené v bodé z,, a R, resp. I znaci realnou,
resp. imaginarni cast.

Abychom odstranili pfispévky od kumulanti, které pro idealni detektor vymizi, vyna-
sobime nejprve ([5.14) 2™ a vezmeme jeho redlnou ¢ast

Rl (Do) )] =R |y + ) Gov/5)™ (05 (m 207 ) —isin (1 27 ) )|

Qmax Qmax

2 2
= (ro/P)™" [Xp’q - COS (mqur > + Y, - sin (mqqﬁ )} ,
max max

nyni provedeme prumeér pres fazi z, , a oznacime tento primeér D,, tedy

m dmax—1
2 2
D, = M Z [Xpﬂ‘cos <m q7r> +Yp 4 sin <m qﬂ)] .

Qmax qIO Qmax Qmax

Rozvojem D, do mocninné fady dle (5.12)) dostdvame soustavu k, rovnic pro kumulanty

kqg—1 (T’O\f> (k+m)

D =
b El(k 4+ m)!

mn/n{Qk +m+ 1}

Pro kg =3 a m =1 je TeSeni této soustavy dano rovnicemi

1
dn/n{2} = P(3D1 - %DQ + %Di})
0

1
dn/n{4} = 7(—5D1 + 4Dy — D3)
0

n/n{G} f(3D1 3Dy + Ds).

5.5 Chyby metody

Metoda kumulanti je, jako kazda jind metoda odhadu toku, zatizena dvéma druhy chyb,
systematickou a statistickou. Systematickd chyba je zptisobena vlastnostmi metody, pfi-
¢emz dulezitou slozku tvori korelace nepochéazejicimi od toku a statisticka chyba je zpi-
sobena koneénym poctem srazek, které jsou k dispozici Neyts. Zde uvedeme jen struény
prehled problematiky, pro detailnéjsi popis viz [4].

Zaméime se nejdiive na chyby pfi vypoctu integralniho toku. Definujme odhad sys-
tematické chyby jako rozdil kvadratd vypoctené a skutecné hodnoty toku, tedy

((51)n~{2k}~)§ySt = Un{2k}2k — vgk.

Pokud je splnéna nutnd podminka méfitelnosti toku v, > 1/M, plati (dv,{2k})syst ~
(Muv,) 2% a systematicka chyba se se zvysujicim k snizuje.

Odhad statistické chyby ozna¢me dv,{2k}. Tento s rostoucim k roste, a proto je nutné
najit vhodné k tak, aby obé chyby byly priblizné stejné velké. V mnoha praktickych
piipadech je volba 2k = 4. Pokud zavedeme parametr rozliseni jako x = v,v/M, plati

. 1 142y
(5@77,{2}) — <Un{2} > <Un{2}> MNevtS 2X2 ’
1T 14432+ X +2¢6
2 _
(5Un{4}) — <v”{4} > <’Un{4}> MNevts 2X6 ,
2 _ 1 341832 + 9yt + 28y + 12x® + 24x1°
(60n{6})% = (va{6}%) — (va{6})* = M Nevis 2410 7
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pricemz v limité y > 1 pfejdou vSechny rovnice na vyraz 1/(M Neyts)-
Pro chyby diferencialniho toku je situace obdobné, se zvysujicim se 2k+m systematicka
chyba klesa, zatimco statisticka chyba roste. Pro optimalni fad kumulantu priblizné plati
In N’
2k+m+1~1+ ——,
In M
kde N’ znadi celkovy pocet protonil pouzitych v analyze. Statistické chyby vypoctu difer-
encialniho toku se daji pro m = 1 vyjadrit jako

2
(50121 = (d2)) = nd2))? = 5752

1 246x2 4+ x*+ O
(5%/71{4})2 = <U;/n{4}2> — (U {4})? = SN NG

a v limité y > 1 pfejdou vSechny rovnice na vyraz 1/(2N’).

Poznamenejme, ze nékdy mohou statistické fluktuace vyustit v zapornou hodnotu toku
v {2k}?F. Pokud nastane tento p¥ipad, je jasné, Ze pomoci tohoto fa4du kumulantu neni
mozné odhad toku urcit.

5.6 Vysledky analyzy

Analyza byla provedena pomoci programu Cumulants.cc, ktery se nachazi na prilozeném
CD. Program je opét napsan v jazyce C++ dle standardu POSIX threads. Program
pri spusténi prijima dva parametry, nazev souboru se vstupnimi daty a volitelné slovo
test. Pokud neni druhého parametru pouzito, musi byt vstupni soubor ve formatu OS-
CAR1997A, pokud je druhy parametr pritomen, musi byt vstupni soubor ve forméatu,
ktery produkuje generator popsanym v kapitole [2| Tedy zcela obdobné, jako tomu bylo v
ptipadé programu diskutovaného v oddilu

Program pocita integralni a diferencidlni elipticky tok za pomoci 2 a 4 ¢asticovych
kumulantti, pficemz elipticky diferencialni tok se pocitd pomoci integralniho toku stejného
fadu, tedy m = 1. Spolu s témito hodnotami je vypoctena i relativni statisticka chyba
integralniho toku dvy a absolutni statistickd chyba toku diferencialniho dvy o .

Analyzovany byly stejné skupiny srazek jako v pfipadé metody reakéni roviny. Hodnoty
integralniho a diferencidlniho eliptického toku vypoctené pomoci 2 ¢asticovych kumulanti
jsou pro piipad M = 300, resp. M = 1000 v tabulcdb.1], resp. Graficky jsou pak vyne-
seny v grafech na obrazku vlevo, resp. vpravo. V tabulkach jsou opét sady srazek pro
jednotlivé hodnoty parametru a (udavajiciho zavislost generovaného ve na pr dle rovnice
(2.1)) umistény ve sloupcich. V poslednich péti fadcich jsou pak hodnoty diferencidlniho
eliptického toku vypoctené v pr binech danych v kulatych zavorkach. Hodnoty jsou uve-
deny i s absolutni statistickou chybou év}, /2 V tabulkach H, resp. jsou hodnoty
vypoctené pomoci ¢tyfcasticovych kumulantd pro M = 300, resp. M = 1000. Vyneseny
jsou pak v grafech na obrazku pro M = 300 vlevo a pro M = 1000 vpravo. Opét je
v grafu vynesen i generovany tok vy a kazda hodnota v}, /2 je umisténa do stfedu pr binu
pro ktery byla spoctena.

Porovnanim grafi na obrazcich a vidime dobrou shodu vypoétenych hodnot
s vygenerovanymi a to jak pro dvou, tak i pro ¢tyfcasticové kumulanty. Dvoucasticové
kumulanty, az na drobné odchylky pro a = 0,02, velice pifesné rekonstruuji generovany
elipticky tok a navic maji v porovnani se ¢tyrcasticovymi kumulanty mensi absolutni chyby.
Ctytéasticové kumulanty uréuji tok také dobfe a generované hodnoty takika vzdy lezi v
jejich chybovych intervalech. Vétsi statistické chyby jsou pozorovany v pfipadé slabého
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Tabulka 5.1: Vysledné hodnoty integralniho (v2) a diferencidlniho (v4) toku vypoctené
pomoci kumulantu druhého fadu pro multiplicitu M = 1000 a pocet srézek v jednotlivych
sadach Ngyent = 300.

al-] \ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

U2 [-] 0,0156 0,0306 0,0438 0,0603 0,0742

Sva [%)] 0,186 0,137 0,078 0,047 0,036
v4(0,0 — 0,3) [—] | 0,0031 40,0023 0,0077 +0,0020 0,0097 + 0,0015 0,0130 £ 0,0012  0,0139 & 0,0012
v4(0,3—0,6)[—] | 0,0034 +0,0023 0,0199 + 0,0020 0,0275 =+ 0,0015 0,0359 & 0,0012  0,0451 + 0,0012
v5(0,6 — 0,9)[] | 0,0119 40,0023 0,0323 40,0020 0,0437 +0,0015 0,0604 40,0012  0,0746 + 0,0012
v5(0,9—1,2)[—] | 0,0146 & 0,0023 0,0440 0,0020 0,0623 +0,0015 0,0837 40,0012 0,1037 40,0012
vh(1,2—1,5)[—] | 0,0172 £0,0023 0,0559 £ 0,0020 0,0841 £ 0,0015 0,1071 & 0,0012  0,1338 & 0,0012

Tabulka 5.2: Vysledné hodnoty integralniho (v2) a diferencialniho (v4) toku vypoctené
pomoci kumulantu druhého fadu pro multiplicitu M = 1000 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Ngyent = 10000.

al-] \ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

vs [—] 0,0150 0,0297 0,0452 0,0598 0,0747

Svo [%] 0,076 0,055 0,017 0,013 0,010
v4,(0,0 — 0,3)[=] | 0,0017 +0,0011  0,0046 40,0007 0,0099 + 0,0006 0,0113 £ 0,0006 0,0144 + 0,0005
vh(0,3 — 0,6)[—] | 0,0078 +0,0011 0,0157 +0,0007 0,0270 + 0,0006 0,0354 = 0,0006 0,0448 & 0,0005
vh(0,6 —0,9)[—] | 0,0142 +0,0011 0,0305 £ 0,0007 0,0449 = 0,0006 0,0592 & 0,0006 0,0753 + 0,0005
vh(0,9 —1,2)[-] | 0,0212+0,0011 0,0407 £ 0,0007 0,0624 = 0,0006 0,0834 & 0,0006 0,1037 + 0,0005
vh(1,2—1,5)[~] | 0,0152 40,0011 0,0547 4+ 0,0007 0,0808 + 0,0006 0,1084 = 0,0006 0,1343 & 0,0005

Tabulka 5.3: Vysledné hodnoty integralniho (v) a diferencialniho (v4) toku vypoctené
pomoci kumulantu ¢tvrtého fadu pro multiplicitu M = 1000 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Neyent = 300.

al-] \ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

U2 [-] 0,0246 0,0294 0,0421 0,0606 0,0740

Svo [%] 6,417 2,416 0,369 0,066 0,028
v4,(0,0 — 0,3) [—] | 0,0218 +0,0209 0,0137 +0,0132  0,0012 + 0,0056 0,0084 = 0,0026  0,0102 + 0,0019
v,(0,3 — 0,6)[—] | 0,0271 +0,0209 0,0363 +0,0132  0,0227 + 0,0056  0,0339 = 0,0026  0,0448 + 0,0019
vh(0,6 —0,9)[—] | 0,0205 40,0209 0,0270 +0,0132  0,0332 £ 0,0056  0,0627 = 0,0026  0,0728 =+ 0,0019
vh(0,9 —1,2)[-] | 0,0190 +0,0209 0,0360 +0,0132 0,0629  0,0056 0,0828 = 0,0026  0,1022 + 0,0019
vh(1,2—1,5)[~] | 0,0386 +0,0209 0,0353 +0,0132 0,0910 £ 0,0056 0,1123 = 0,0026  0,1341 & 0,0019
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V2 [-]

V2 [-]

Tabulka 5.4: Vysledné hodnoty integralniho (ve) a diferencidlniho (v}) toku vypoctené
pomoci kumulantu ¢tvrtého fadu pro multiplicitu M = 1000 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Ngyent = 10000.

] al-] 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
U3 ] 0,0159 0,0302 0,0455 0,0600 0,0749
Sva [%)] 1,402 0,055 0,010 0,004 0,002
v5(0,0 — 0,3) [<] | —0,0004 £ 0,0074 0,0054 £ 0,0017 0,010 £ 0,0009 0,0115 = 0,0007  0,0146 = 0,0006
v5(0,3—-0,6) [—] | 0,0125+0,0074 0,0186 £ 0,0017 0,0263 £ 0,0009 0,0350 & 0,0007 0,0441 4+ 0,0006
v5(0,6 —0,9)[-] | 0,0156 +0,0074  0,0313 £0,0017 0,0454 4+ 0,0009 0,0601 + 0,0007 0,0738 & 0,0006
v5(0,9—1,2)[—] | 0,0274 40,0074  0,0430 +0,0017 0,0620 40,0009 0,0831 + 0,0007  0,1020 = 0,0006
vh(1,2—1,5)[—] | 0,0262+0,0074  0,0526 +0,0017 0,0814 40,0009 0,1063 + 0,0007 0,1317 + 0,0006
0,16 0,16
0,14 Ji?jj%ﬁggii —oi M =300 0,14 Ji?jjgﬁggii —oi M= 1000
ol 123(0.06) o ° ol 2{2}(0.06) e ~
012 =}, {2}(0,08) +—x— . 012 =}, {2}(0,08) +—x— )
0.10 71)72);2i2(})’(((])é1£1)' —o— o X 0,10 7@72);2;2[})’(851;’)' —o— PRg %
vy = 0,04 pr x- o - vy = 0,04 pp -
0,08 |- Vg = 0;06]]:/, —————— @ . - E 0,08 |- Vg = 0,06]]:1 —————— e . &
vy = 0,08pp - . o vy = 0,08pp oo L o
0,06 - q;:o;ng S - : 0,06 - é:o,mﬁT S L% :
0,04 |- 2 - 0,04 |- e =
0,02 |- > 0,02 |- . =
::’:g’:—
0,00 L ! ! ! 0,00 Lz L ! ! !
0,0 03 0,6 0,9 1,2 1,5 0,0 03 0,6 0,9 1,2 15
pr [GeV] pr [GeV]
Obrézek 5.1: Vysledné hodnoty diferencidlniho toku v} vypoétené pomoci kumulantu
druhého fadu pro generované zavislosti vy (pr). Multiplicita M je vyznadena v grafu a
pocet srazek v jednotlivych sadédch Neyent = 10000.
0,16 0,16
vl ,5{4}(0,02 o vl 5{4}1(0,02 r_
0,14 fof 2}4{20,04; —o—i M =300 ; 014 fof 2%4%0_04; e M = 1000 )
]2 {43(0.06) e - vl {4}(0.06) e -6
0,12 =47, {4}(0,08) i 0,12 *17;/2{4}(0.08) —x—
V3/5{4}(0,10) +—o— - R Uy,{4}(0,10) —o— - o
0,10 4, = 0,02pr ° 5 0,10 4, = 0,02pr °
vy = 0,04 - . - vy = 0,04 .
008 F or Z 0060 - P K o 0081, 006 . - =
vy = 0,08pp ------- . - ) vy = 0,08 pp ------- . )
0,06 - vzzo,log B * -d 0,06 - UQ:O,IOZ S % -
0,04 | 4; 0,04 |- i =
0,02 + 1 0,02 |- . -0
B
0,00 1 I I I 0,00 L = 1 I I I
0,0 03 0,6 0.9 1,2 1,5 0,0 03 0.6 0.9 1,2 1,5
pr [GeV] pr [GeV]

Obrazek 5.2: Vysledné hodnoty diferencialniho toku v} vypoctené pomoci kumulantu
¢tvrtého fadu pro generované zavislosti ve(pr). Multiplicita M je vyznacena v grafu a
pocet srazek v jednotlivych sadach Neyent = 10000.
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toku a M = 300, coz je v souladu s ocekavanim, jelikoz statisticka chyba u kumulanti
roste s jejich fadem. Zdiraznéme, Ze v nami studovanych srazkach maji ¢astice rovnomérné
rozdélené pricné hybnosti, a tedy v kazdém pp binu je stejny pocet Castic, z ¢ehoz za
pouziti 6(v/,)? o< 1/N’ vyplyvaji i stejné statistické chyby pro diferencialni tok nap¥i¢ biny
(se stejnym a).

P1i vypoctu toku pomoci kumulantt se mtize stat, ze nékterd z vypoctenych hodnot je
zaporna. Toto chovani jsme pozorovali u diferencidlniho toku z ¢tyféasticovych kumulantt
v binu (0,0 — 0,3) GeV s M = 1000 a vo = 0,02 py. Jak bylo fec¢eno na konci oddilu
nemiize byt v tomto piipadé tok danym kumulantem urcen.

Z vysSe uvedeného se zda, Ze dvoucasticové kumulanty jsou pro analyzu toku vhod-
néjsi, protoze maji mensi statistické chyby a jejich vysledky se velmi dobfe shoduji s
generovanym tokem. Toto je ale zpusobeno idealnimi podminkami, kdy ve srazkach neex-
istuji jiné prispévky k toku nez od vs. Tento piredpoklad vsak neni prakticky splnén a lze
predpokladat, ze diky necitlivosti ¢tyfcasticovych kumulantd na korelace fadu < 3 budou
tyto poskytovat presnéjsi vysledky.
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Kapitola 6

Lee-Yangovy nuly

Metoda Lee-Yangovych nul je vyvojové nejmladsi metodou diskutovanou v této praci. K
vypoctu pouZiva, stejné jako metoda kumulantti, kumulanty. Ale misto toho, aby se pfimo
pocitaly kumulanty daného fadu, je zkoumano jejich chovéani pro fady vysoké. Navic se
ukazuje, Ze nalezeni tohoto chovani je jednodussi, nez prace se zadanym koneénym radem.

6.1 Integralni tok

6.1.1 Generujici funkce

Stejné jako v pripadé metody kumulantii, musime i nyni pro kazdou srazku definovat
generujici funkei. Abychom tak mohli uéinit, musime nejdifve definovat funkci G(z)}
Zprvu byla pouzivana funkce vychazejici z projekce vektoru srazkového toku @Q,, (3.1)) na
libovolny smér s azimutalnim thlem v laboratorni soustavé nf. Oznaéme tuto projekei Q?

M
Q9 = @, cos(nb) + Qysin(nbh) = Z w; cos (n(gbj — 0)),
j=1

kde w; jsou vahy jednotlivych ¢astic a slozky vektoru Q,, jsme oznacili jako Q. a Q. Pak
pro dany thel € definujeme funkci

M
G%(z) =@ = exp |z Z wj cos (n(¢; —0)) | (6.1)
j=1

kde z = z + iy je libovolné komplexni ¢islo.
Jind moZnost je definovat funkci G(z) bez pouziti vektoru Q,, jako

M

) =] [1 + 2w; cos (n(é; — e))] . (6.2)

j=1

Tato funkce ma mensi standardni odchylku o a je pfesnéjsi pii vypoctu diferencidlniho
toku vyssich fadd, nez (6.1) [2] a dale budeme pouzivat ji. Postup odvozeni vypoctu
anizotropniho toku za pouziti funkce (6.1) je stejny a lze ho nalézt v [I]. Funkce (6.2)) je

!Narozdil od [I] nebudeme funkci G(z) nazyvat generujici funkci, protoze tou se dle matematické definice
nazyva funkce C(z). Navic spojeni ,funkce G(z)“ je zde pouzito jako ndzev pro funkci, z které se urcuje
funkce generujici, jednotlivé jeji definice budou opatfeny riznymi indexy.
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tedy komplexni funkci komplexni proménné, narozdil od redlné funkce G, (z) v pfipadé
metody kumulanti, viz (5.6)).

Podivejme se nyni na pramér funkce G?(z) pfes viechny srazky se stejnou centralitou.
Pokud tento primeér oznac¢ime jako { }, pak je funkce symetrickd ve vyznamu

{G"70(2)y = {G(—2)}, (6.3a)
(&)} ={C"(7)}- (6.3b)

Pfi¢emz pruh znaci komplexni sdruzeni a stejné vlastnosti ma i {G% (2)}.

Dale polozime, jako v pfedeslém textu, vahy vSech ¢astic rovny 1 a nebudeme je, vyjma
nékterych definic, dale vyznacovat.

V souladu s rovnici definujeme kumulanty, oznacme je ((G?)*)), jako rozvoj
generujici funkce C?(z) do mocninné fady:

Clz) = (G (=) = > i!«(c:@)’“». (6.4)

6.1.2 Predpoklady metody

Odvozeni metody Lee-Yangovych nul zavisi na né€kolika predpokladech:

1. Multiplicita ve srazce je mnohem vétsi nez jedna.

Tento predpoklad je ve vysokoenergetickych srazkach tézkych jader dobre splnén.

2. Pro pevnou orientaci reakéni roviny (tedy thlu ®g) je kazda ¢astice korelovéna s
malym poctem castic, ktery se moc nemeéni s velikosti srazejicich se jader, ani se
srézkovym parametrem.

Tento predpoklad je klicovy a fika, ze pri stejné velikosti a orientaci srazkového
parametru jsou korelace castic stejného radu, tak jako kdyby byla srazka jader
pouhou superpozici nezavislych srazek nukleonti. To mizeme povazovat v ultrarel-
ativistickych srazkach za splnéné [I], protoze pfiény rozmér studovaného systému,
je mnohem vétsi, nez casova skéla srazky, a proto jsou interakce nukleonii probiha-
jici v riznych mistech pficné roviny nekorelované cisté kvili kauzalité. Interakce
konec¢ného stavu mohou sice zptisobit, ¢i znicit, korelace, ale predpoklada se, Ze tyto
budou obsahovat jen mélo ¢astic, jejichz pocet zistane se zvétsujicim se systémem
priblizné stejny. Tento predpoklad ale neplati v blizkosti fazového prechodu, kdy
kritické fluktuace zptisobi korelace dlouhého dosahu. [13]

3. Pocet srazek, které jsou k dispozici je libovolné velky.
Diky tomuto pfedpokladu mutzeme primeéry pouzité dale povazovat za statistické
pruméry pies mnoho srazek, ozna¢ovaném jako ().

4. Detektor ma symetrické pokryti v azimutalnim thlu.

Tento predpoklad neni nepostradatelny, ale zjednodusi, stejné jako v pripadé prede-
$lych metod, vypocty.
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6.1.3 Vypocet integralniho toku

Analogicky s postupem v oddile definujeme priimér pres srazky se stejnou orientaci
reakéni roviny jako ( |®Rr) a budeme se zabjvat priimérem (G?(2)|®R). Protoze plati pred-
poklad [I] a 2 je mozné kazdou srazku rozdélit na N nezévislych podmnozin, pficemz N
skaluje s multiplicitou srazky M. Tedy mizeme psat

(G°(2)|®R) = H 2)|Pr) (6.5)

kde jsme G? (z) oznaéili funkce jednotlivych N podmnozin. Logaritmus tohoto vyrazu pak
skéluje jako pocet nezavislych podmnozin N, ktery skaluje s multiplicitou M, tedy

n(GY(2)|®R) ~ M(az 4+ b22 + 2+ ...), (6.6)

kde jsou vSechny koeficienty nezavislé na velikosti systému a fadu jednotky (coz plati, pro-
toze jsme v 1) zavedli w; = 1). Tato rovnice je matematickym vyjadfenim predpokladu
2| v oddilu|6.1.2|a zistava v platnosti i pies pfitomnost zdkona zachovani celkové hybnosti,
protoze ten7 ac se tyka vsech ¢astic, se efektivné chova jako korelace kratkého dosahu. [I]

Protoze jsou vSechny koeficienty v stejného faddu a protoze predpoklddéme, ze
|z| < 1, mizeme tuto fadu prepsat jako

In (G ( )| PR) ~z<Zcos ))

kde o znaci standardni odchylku metody, definovanou jako

=(Q2+Q2) — (Qu)” — (Qy)* — Vi, (6.8)

pricemz V,, je definovano rovnici .

Poznamenejme jesté, ze ponechani pouze dvou ¢lenti v rovnici je centralni limitni
veta.

Definujeme nyni ,integralni“ tok jako

Vo, = <Z cos (n(pj — CIJR))> . (6.9)

Tato definice neni integralnim tokem ve smyslu oddilu ale v pripadé jednotkovych
vah a pokud zanedbame fluktuace multiplicity ¢astic M ve srazce, plati

2.2
<1>R> + “42 , (6.7)

Vi = Muy,

kde vy, jiz znaci integralni tok jak byl definovan diive.
Abychom mohli upravit rovnici (6.7]), podivejme se nejdiive na vyraz cos (n(qﬁj - 9))
a vyuZijme symetrie interakéni zény vuéi reakéni roviné (viz. pouziti v rovnici ([1.7))):

cos (n(qu — 9)) — (9 —0) _ oin(¢j—PR)4in(Pr—0)
= cos (n(¢; — Pr)) cos (n(Pr — 0)).
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Nyni miZeme za pouziti definice prepsat koeficient u z na pravé strané rovnice (6.7))
jako

<Z cos (n(¢; — 0))

‘I>R> = <Z cos (n(¢; — Pr)) cos (n(Pr — 0)) ‘I>R>

J=1

M (6.10)
= cos (n(Pr — 0)) Z cos (n(¢; — Pr))|Pr
j=1
= cos (n(Pr — 0))V;,.
Tento vztah ndm umozni pfepsat rovnici (6.7) ve formé

<G9(2)"I>R> _ 65222/4 +Vinzcos (n(CPRfH)) ) (611)

Nyni provedeme priameér pies vSechny mozné orientace ®g

2m
@) = [ Gl G2
0

Abychom tento vyraz mohli dale upravit, budeme pfedpokladat, Ze o je nezavisla na dy
[1], tedy s timto pfedpokladem dostévame

2
<Gc‘l. (Z)> — ea2z2/4/eVnzcos (n(@r{fﬁ)) (12(}%’ (6.12)
0

pri¢emz index ,,c.1.“ zdiraznuje pouziti centralni limitni véty pii odvozeni tohoto vysledku.
Po provedeni integrace dostavame

(Ger(2)) = 7 # /4T (Vy2), (6.13)

kde I je modifikovana Besselova funkce fadu 0. Funkce (G?, (2)) je dle ocekévani (viz
rovnice (6.3a)) sudd, tedy nelze uréit znaménko V,, a liché kumulanty vymizi. Od ted
budeme predpokladat, ze V;, jsou kladné. Zduraznéme, ze tato funkce nezavisi na 6, proto
jsme vynechali prislusny index.

Nyni bychom mohli, stejné jako v pripadé metody kumulanti, rozvést prirozeny log-
aritmus rovnice do mocninné fady a porovnanim piislusnych koeficienttt u 22* s
rozvojem v pocitat odhady V?{2k}5. My se ale budeme zabjvat piipadem, kdy
k — oo. Dle [1] lze kazda funkce f(x), ktera je v blizkosti po¢atku analytickd, rozvést do

mocninné fady
o0
f(z) =) arz¥,
k=0

pricemz chovani koeficientli ay, pro velka k je urceno singularitami f(z), které jsou nejblize
pocatku. Specidlné pro funkce (6.4) a (6.13) plati pro velka k

ap ~ —%%R <(z(1))k> (6.14)

$Rovnice (6.13)) sice na 0 nezavisi, ale kumulanty v rozvoji (6.4) ano, proto nese odhad index 6.
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kde zy je bod, v kterém jsou tyto funkce nulové. Tento bod budeme v pripadé funkce
znacit zg a v pripadé funkce zp. Poznamenejme, Ze zg # zg .

Protoze ted vime, Ze nas budou zajimat jen nulové body, miZeme v rovnici ,
protoze vsechny nulové body Iy lezi na imaginarni ose, polozit z = ir a psat

<Gc.l.(ir)> = 6_02T2/4J0(Vnr)7 (6.15)

kde Jy je Besselova funkce fadu 0. Prvni nulovy bod Jy oznacme jg1, pfiCemz jo; ~ 2,405.
Tedy rovnice (6.15]) je rovna nule, pravé kdyz V,,r = jo1. Oznacme ro = V,,/jo1, pak
milZeme psat N

zZ0 — i’r‘o = Uﬂ

Vi

Tedy pokud podle (6.14) vyjadfime pro funkce (6.4) a (6.15)) koeficienty asx a porovname
je, dostaneme

(V2k})™ = (=1)* (o) * R ((zgl)%) :

Pokud bychom nyni mohli ucinit o zg stejny predpoklad, jako o zg, tedy Ze lezi na imag-
inarni ose: zg = irg , dostali bychom rovnici

Jo1
Vi {oo} ==, (6.16)
)

kde V,?{o0} znaéi pouziti chovani rozvoje (G.1.(ir)) a (G?(2)) pro velka k. Tento piedpok-
lad ale neni obecné splnén, protoze statistické fluktuace (GY(2)) kviili koneénému poctu
srazek vychyli nulové body z imaginarni osy. Proto nebudeme hledat nulové body, ale
prvni minimum funkee | (GY(ir)) |. Pokud oznaéime toto prvni minimum jako r§, pak je
rovnice platna. Zdtraznéme, ze V,?{occ} je limitou V?{2k} pro k — oo, jen tehdy,
kdyZ prvni nulovy bod (G?(z)) lezi pfesné na imaginarni ose.

S pouzitim rovnic a dostavame pro (GY(ir)) vztah
(G/n(ir)) = (G”(—ir)) = (G7Gi)
Tedy pro absolutni hodnotu (G?(ir)) plati
(G () | = [(GO(=ir)) | = [(G(ir) |,

a tedy pfi vybéru thlu 6 se mizeme omezit na interval (0, 7/n).

Pro zvyseni piesnosti metody je vhodné provést vipocet V. {oo} (dle (6.16])) pro néko-
lik hodnot thlu € (zpravidla 4, nebo 5 se stejnym rozestupem) a pak vypocist pramér.
Ozna¢me koneény odhad V,,{oc}, tedy

-1
1P
Vi{oo} == Vi),
{oo} ) kZ:O {oo}
kde p zna&i pocet whli 6, pro které se pocital odhad V{cc}.
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6.2 Diferencialni tok

Odvozeni vztahu pro vypocet diferencidlniho toku je identické s predeslym postupem pro
tok integralni. Pfedpoklady jsou také stejné, jako v oddﬂe Céstice nalezici do ¢4sti fa-
zového prostoru pro ktery budeme diferencialni tok pocitat, nazveme, v souladu s metodou
kumulantt (viz oddﬂ, protony a ¢astice pouzité pro vypocet integralniho toku nazveme

piony. Odhad diferencialni toku fadu mn, m € N, ziskany pomoci odhadu integralniho toku

V.9 oznacime v/ a azimutélni thel protonu .

6.2.1 Vypocet diferencialniho toku

Budeme se zabyvat priiméry korelaci (cos (mn (¢ — 0))G9(2)>pmt pfes vSechny protony ve

viech srazkachP Ozna¢me
DY (2) = cos (mn(y — 0))G‘9(z)

a s pouzitim piedpokladu |2/ z oddilu miiZeme analogicky s rovnici (DY (2)|®R)
faktorizovat, pokud pak navic tuto rovnici vydélime (G?(2)|®r), jednotlivé faktorizované
piispévky se, az na ten obsahujici proton, zrusi. Uvedme ptiklad pro existenci protonu v
podmnoziné ki, tedy

{cos (mn(y - 0)) G}, (2)|@r) (G5 (2)|r)
(cos (mn(y — 0))GY(z)|PR) _ * ! j:llgl;ékl :
(GBlen) 1))
j=1
_ (cos (mn(w — 9))Gzl(z)|<I>R>
(G}, (2)|Pr) ’

coz umoznuje provést rozvoj do rady

(cos (mn(t — 0))G(2)|¥x)

=ad +bz+d22+. .., 6.17
(G om) (6.17)

kde koeficienty rozvoje jsou nezavislé na velikosti systému a jsou fadu jednotky.

Podivejme se na vlastnosti praméru Dgl(z) pres srazky se stejnou centralitou, tedy
{D? (2)}. V souladu s ptedpokladem [3| v oddile @I budeme dal povazovat pramér { }
za pravy statisticky pramér a znacit ho jako (). Tedy funkce (D? (2)) je symetricka ve
smyslu

(DEm(=)) = (=1 (Dhnl(=2)) (6.15a)
(DL = (")) - (6.18b)

Pokud je navic pocet srdzek nekonecény a pokud je detektor symetricky v azimutalnim
tihlu, je funkce (DY, (2)) nezévisla na 6.
Definujme nyni kumulanty, ozna¢me je jako di, rozvojem

DY (2 2, 2k
<<G9((Z))>> = kz_:o Tk (6.19)

2Stejné jako u metody kumulantf, je tento primér jiny nez ndmi norméalné pouzivany primeér pies
vSechny srazky znaceny (), proto je opatfen indexem ,prot“, pro vétsi pfehlednost textu ale definujeme

(cos (mn(y — 0))G%(2)) = (cos (mn(y — 9))G9(z)>.

prot
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Pokud je v systému pfitomen anizotropni tok, mizeme v rozvoji ponechat pouze
prvni ¢len a
(cos (mn(x — 6))G¥(2)| %)
(GY(2)|Pr)
Coz je stejné, jako predpokladat, Ze pro pevnou orientaci reakéni roviny neni proton
korelovan s ostatnimi Casticemi a Ze neexistuji autokorelace, tedy Ze proton neni mezi
asticemi, z kterych byla zkonstruovana funkce G?(z) v éitateli zlomku na levé strané.
Systematickd chyba zptusobend autokorelacemi (tedy kdyz je proton zaroverii i pion) je pro
m = 1 mald, ale pro m > 1 za¢ind byt znatelné [I], a proto ozna¢me

~ (cos (mn(¢ — 0))|PR) . (6.20)

(0 () — G’(2)
G2 = 1+ irf cos (n(y — 6))

a dale budeme pouzivat G(z).
Jmenovatel na levé strané rovnice (6.20) je dén rovnici (6.11) a prava strana této
rovnice je analogicky s rovnici (6.10) dana

(cos (mn (¢ — 0))|Pr) = v),, cos (mn(Pr — 0)).
Celkem tedy mame

(cos (mn(y — 60))G(2)|®r)
e02,22/4—&—\/nz cos (n(@R—G))

= Uy, cos (mn(Pg — 0)).

Nyni mizeme provést prumeér pres vSechny mozné orientace ®g

2

~ dP -
(Dl = [ 8 teos (mnfs - 0)G ()] )
0
2T
_ / dj)R eo'2z2/4+VnZCOS (n(@R—G)) 'U;nn CoS (mn((pR _ 9))
s
0
T 4o
— ,U;rmea2z2/4/ R eVnzcos (n(@R—G)) COS (mn(ch _ 9))
2
0

= v;nnea222/4lm(Vnz),

kde DY (z) znaéi funkci DY, (#) vytvorenou za pouziti funkce G?(2) a Iy (2) je modifikovana,

Besselova funkce fadu m. (DY, (z)) tedy nezavisi na tthlu 6 a navic jsme pouzili pfedpoklad,
ze o nezavisi na P (stejné jako pii odvozovéani vztahu pro integralni tok), proto oznac¢me

2,2
(Dpper(2)) =067 Z 1AL, (V).
Pouzitim rovnice (6.13]) mizeme déle psat

(Dimer(2)  Inm(Vaz) ,
G (2))  To(Vnz) ™ (6.21)

Pokud bychom postupovali v souladu s metodou kumulantt, rozvinuli bychom tuto funkci
do mocninné fady a porovnali koeficienty u prislusnych ¢lent s rozvojem danym rovnici
(6.19). Nas ale, stejné jako v pfipadé toku integralniho, bude zajimat chovani koeficient
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mocninné fady pro vysoka k. Protoze funkce (6.21)) spliiuje podminky kladené na funkci
f(z) v oddile je chovani koeficientt pro vysokéd k déno vztahem [I]

el ) ) 2 V) ),
g (Zo)kﬂw mn (20)* Vo It (Vizo) ) ™™

z=z0

Dosadime-li za V;, jeho odhad pro @ z rovnice (6.16), lezi pak pdl v bodé zy = irf.
Dosazenim této hodnoty a pouzitim vztahu I,,(ir) =1"J,,(r), dostavame

20" Jm(jor) ) v
ak ~ =R\ T T 0 oo}’
(irg) 1 J1(jor) ) Vi/{oo}
pri¢emz prava strana je nenulovd, jen tehdy, kdyz k = 2k’ +m, k' € Ny a odhad diferen-
cialniho toku v/, za pouziti odhadu toku integralniho V,!{cc} jsme oznadili v/2, .
Také rovnice (6.19) splituje podminky pro funkei f(z) v oddile a jeji koeficienty
mocninného rozvoje pro velkd k jsou dany vztahem

2 (DY ()
ag ~ —R (o) d<G;Z(Z)> , (6.22)
Z=20

kde singularity lﬁjfn(z) jsou opét nulové body funkce GY(z). Stejné jako v piipadé integral-
niho toku, je redlna ¢ast prvniho nulového bodu zg nepodstatna a proto polozime zy = irg.

Derivaci ve jmenovateli vypocteme jako
d(G?(2)) _ Z cos (n(¢; — 0)) Go(2)
dz - 1+ zcos (n(¢; — 6)) '

Nyni mizeme porovnat koeficienty (6.2.1) a (6.22) pro k — 2k +m

T < 2im—1 Jm(jm)) v L 2 (DY, (ir))
(irg)2k+m+1 J1 (jOl) Vne{OO} (irg)2k+m+1 < __¢cos (n(¢j—9))
J 1+ird cos (n(d)j—G)

)G9(ir8)>

a dostaneme

<G9(17’8) cos (mn(w—G)) >
prot

U;;?m{oo} _ J1(jo1) R 1+irfwy, cos (n(w—H))

Vo{oc}  Jm(jor) im_1<G9(irg)Z w,; cos (n(¢;-0)) > ’

1+ir§w; cos (n(qﬁj—ﬁ))
J

(6.23)

kde jsme, pro vétsi obecnost, uvedli pfipad s vahami ¢astic w; a protonti wy, a také jsme
explicitné vyznaéili pramérovani pies vSechny protony ve vSech srazkach () Jako v
pripadé integralniho toku, plati pro odhady toku diferencidlniho vztah

prot*

,U/9+7r/n

10
mn v

mn-*
Proto muzeme volit thel § z intervalu (0, 7/n). Abychom ziskali odhad v/,,{oc} s mensi
statistickou chybou, staéi provést priimér v/9 {oo} ptes 6, jako v piipadé integralniho toku.
Poznamenejme, ze pokud preintegrujeme rovnici pres cely fazovy prostor (pr a y),
nedostaneme presné kvili odstranénym autokorelacim tok integralni.

Pokud v ¢itateli na pravé strané rovnice provedeme zadménu cos (mn(¢ — 6)) —
sin (mn(w — 9)), mél by byt vysledek v mezich statistické chyby roven nule, pokud je
zachovana parita.
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6.3 Chyby metody

Stejné jako v pripadé metody kumulant, i zde uvedeme jen vysledné vztahy pro urceni
statistickych a systematickych chyb, detailnéjsi popis lze nalézt v [1].

Systematicka chyba je zplusobena dvéma aproximacemi. Prvni byla ponechat pouze
prvni ¢len v rozvoji a druha byl predpoklad nezavislosti o na thlu reakéni roviny
®R pii odvozeni rovnice . Radové je relativni systematické chyba uréeni integralniho

toku rovna Viloo) V. ) .
n100y — Vi L V2n
=0 (5) +o () +o (i)

Systematickd chyba odhadu diferencidlniho toku v/, je chybou relativni a fddové je srov-
natelnd se systematickou chybou pro integralni tok, pfi¢emz pro sférické harmoniky vyssich
fada v),,,, m > 1 je pii neodstranéni autokorelaci vyrazné vyssi.

Statistickd chyba vznikd kvuli kone¢nému poctu srazek, které jsou k dispozici a je

zavisla na parametru rozliseni y definovaném jako

kde V,, je definovan rovnici a ¢ rovnici . Definujme statistickou chybu odhadu
V9{c0} nasledovné
oVl =V oo}l — V.

Pomoci parametru rozlideni pak mizeme vyjad¥it korelaci (5V/6V?) jako

(sv2av) 1 {exp {3312 cos (n(6 — 9’))] Jo (2,7‘01 sin (”(9—9')>>

Vn2 B 2Nevtsj31=]1(j01)2 2x 2
2 ’
J . n(0 —6)
+exp [—2;12 cos (n(9 — 9’))} Jo <2j01 cos (2 .

S pomoci téchto korelaci mizeme vypocitat jak relativni statistickou chybu V,f , tak rela-
tivni statistickou chybu jejich priméru V,,, pficemz statistické chyba se s rostoucim poctem
prumérovanych Vne snizuje. Prakticky je dostatecné vypocitat Vna pro 4, nebo 5 hodnot
uhlu 6.

V pripadé vypoctu statistické chyby urceni diferencidlniho toku 6v7’fm postupujeme
stejné, jako vyse u toku integralniho. Rozdil spoc¢iva v tom, Ze statistickd chyba u difer-
encialniho toku je chybou absolutni. Pro diferencialni tok tedy zavedeme korelace jako

H(=1)™ exp {—2]0;12 cos (n(6 — 9'))] o <2j01 cos (7”‘(92—9’)» } ,

kde N’ je celkovy podet protonti ve vSech srazkach. Pomoci téchto korelaci pak mtizeme
vypocist statistickou chybu jednotlivych U;fm i jejich praméru v),,,. I zde plati, Ze s ros-
toucim poctem priimérovanygch v/ = statisticka chyba v/, klesa.

Poznamenejme, 7e pokud v analjze klesne parametr rozligeni x? = V.¢{c0} /o pod hod-
notu jo1/1/2In(Neyis/2), neda se vysledny odhad toku interpretovat jako pravy éasticovy

tok ve srazce a je pouze dusledkem statistickych fluktuaci.
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Tabulka 6.1: Vysledné hodnoty integralniho (v2) a diferencidlniho (v4) toku vypoctené
pomoci metody Lee-Yangovych nul pro multiplicitu M = 300 a pocet srédzek v jednotlivych
sadach Ngyens = 10000.

al-] \ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

v2 [—] 0,0388 0,0391 0,0456 0,0615 0,0745

Svo [%] 2,241 3,958 2,731 1,066 0,731
0,0 —0,3)[—] | 0,0819 + 0,0048 0,0336 = 0,0085 0,0156 & 0,0059 0,0143 +0,0023  0,0129 + 0,0017
0,3—0,6)[—] | 0,0389 £ 0,0048 0,0308 = 0,0085 0,0250 & 0,0059  0,0402 +0,0023  0,0457 + 0,0017
0,6 —0,9)[—] | 0,0541 £ 0,0048 0,0509 = 0,0085 0,0464 & 0,0059  0,0609 & 0,0023  0,0750 + 0,0017
0,9—1,2)[—] | 0,0666 & 0,0048 0,0435 40,0085 0,0632 + 0,0059  0,0842 + 0,0023  0,1034 & 0,0017
1,2—1,5)[—] | 0,0549 +0,0048 0,0541 +0,0085 0,0739 +0,0059 0,1070 + 0,0023  0,1355 + 0,0017

6.4 Vysledky analyzy

Analyza byla provedena pomoci programu Zeroes.cc, ktery se nachéazi na pfiloZzeném CD.
Program je opét napsan v jazyce C++ dle standardu POSIX threads. Program pfi spusténi
prijimé celkem t¥i parametry, ndzev souboru se vstupnimi daty, odhad hodnoty integral-
niho eliptického toku a volitelné slovo test. Pokud neni tretiho parametru pouzito, musi
byt vstupni soubor ve formatu OSCAR1997A, pokud je tfeti parametr pfitomen, musi
byt vstupni soubor ve forméatu, ktery produkuje generator popsanym v kapitole [2l Druhy
parametr je zde kviili zrychleni metody, kdy minimum funkce | (GY(ir)) | je hledano bud
metodou zlatého Fezu, nebo Brentovou metodou (viz napf. [11]) v zavislosti na nastaveni
proménné vypocet v samotném programu. Pokud neni odhad integralniho eliptického toku
k dispozici, lze stale najit minimum | (G?(ir)) | vykreslenim této funkce do grafu. Avsak
pouziti jedné ze dvou uvedenych metod na hledani minima je pfiblizné 4krat rychlejsi (v
zavislosti na poc¢tu bodu pii vykreslovani grafu).

Diferencialni tok se po¢ita pomoci integralniho toku stejného radu, tedy m = 1. Spolu
s témito hodnotami je vypoctena i relativni statistickd chyba integralniho toku dvs a
absolutni statisticka chyba toku diferencidlniho dv,, /20 Vysledné hodnoty integralniho, resp.
diferencialniho eliptického toku byly ziskany jako priimér pies pét odhadu toku V20, resp.
v¥ s riizngm thlem 6 € (0, 7/5).

Analyzovany byly stejné skupiny srazek jako v pripadé obou predchozich metod, pri-
¢emz jako odhad integralniho toku byl pouzit vysledek ze ctyréasticovych kumulantii.
Hledéni minima pak probihalo metodou zlatého fezu. Vypoctené hodnoty integralniho a
diferencidlniho eliptického toku jsou pro piipad M = 300, resp. M = 1000 v tabulcd6.1],
resp. Graficky jsou pak vyneseny v grafech na obrazku [5.1] vlevo, resp. vpravo. V grafu
je 1 nyni vynesen generovany tok vy a kazdd hodnota v4 je umisténa do stfedu pr binu
pro ktery byla spoctena. V tabulkach jsou sady srazek pro jednotlivé hodnoty parametru
a (udévajiciho zavislost generovaného ve na pr dle rovnice ) umistény ve sloupcich.
V poslednich péti fadcich jsou pak hodnoty diferencidlniho eliptického toku vypoctené v
pr binech danych v kulatych zavorkiach. Hodnoty jsou uvedeny i s absolutni statistickou
chybou 6v}. V piipadé diferencidlniho toku s vo = 0,02 pp a M = 300 (viz|6.1)) metoda zcela
selhala a produkovala obrovské hodnoty, proto nebyl tento pfipad vynesen do grafu
Stejné tak nebyly ze stejného divodu vykresleny prvni t¥i hodnoty pro ptipad vo = 0,04 pr
a M = 300. Odstranéna byla i hodnota v4(0,0 —0,3) pro ve = 0,02 py a M = 1000, protoze
byla zaporna.

7 vyslednych hodnot jasné vyplyva silna zavislost metody na poctu ¢astic M a na sile
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Tabulka 6.2: Vysledné hodnoty integralniho (v3) a diferencidlniho (v}) toku vypoctené po-
moci metody Lee-Yangovych nul pro multiplicitu M = 1000 a pocet srazek v jednotlivych
sadach Neyent = 10000.

’ al-] ‘ 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
v [—] 0,0197 0,0301 0,0455 0,0600 0,0749
vy [70] 6,498 1,482 0,605 0,407 0,312
v5(0,0 = 0,3) [-] | —0,0006 & 0,0076 0,0048 £ 0,0018 0,0106 £ 0,0008 0,0120 £ 0,0006  0,0145 £ 0,0006
v5(0,3 —0,6)[-] | 0,0226 +£0,0076  0,0173 £0,0018 0,0273 £ 0,0008 0,0355 £ 0,0006  0,0453 £ 0,0006
v5(0,6 —0,9) [-] | 0,032540,0076  0,0320 +0,0018 0,0452 £ 0,0008 0,0607 £ 0,0006  0,0754 £ 0,0006
v5(0,9 —1,2)[-] | 0,01574+0,0076  0,0423 £0,0018 0,0624 40,0008 0,0841 £ 0,0006 0,1040 % 0,0006
v5(1,2—1,5)[-] | 0,0260+0,0076  0,0537 0,0018 0,0818 40,0008 0,1078 & 0,0006 0,1354 £ 0,0006
0,16 0,16
{00 }(0,04 [=: 0,02 I =
014 |- vigmigo,osg —o—i M =300 ] 0.14 7 ; M = 1000
v5{00}(0,08) ’ ,06)
v3{00} (0, 08)

0,3

0,6
pr [GeV]

15

V2 [-]

pr [GeV]

Obrézek 6.1: Vysledné hodnoty diferencidlniho toku v} vypoétené pomoci metody Lee-
Yangovych nul pro generované zavislosti ve(pr). Multiplicita M je vyznacena v grafu a
pocet srazek v jednotlivych saddch Neyent = 10000.
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toku. Zatim co pro silnéjsi tok (ve = 0,08 pr s M = 300 a vo = 0,04 pr s M = 1000) jsou
vysledky ve velmi dobrém souladu s generovanym tokem a statistické chyby nejsou velké,
neni pro slabé toky a nizkou multiplicitu metoda pouzitelna. Jeden vypocteny tok byl
dokonce zaporny, viz tabulka coz v tomto pfipadé svédcéi o jejim selhani. Pfipomenme,
7e hodnoty eliptického toku, jak integralniho, tak diferencialniho, jsou vysledkem primeéru
pres nékolik (v nasem pfipadé 5) odhadi pro ruzné thly 6, tedy kdyZ jsou primérné hod-
noty zaporné, je metoda opravdu nepouzitelna. I pfes vyse zminéné nedostatky, muzeme
metodu dobfe aplikovat na vypocet eliptického toku pfi vyssich multiplicitach a silnéjsich
tocich. V jeji neprospéch ale mluvi také relativni naro¢nost vypoctid, obzvlasté kdyz se
minimum funkce | (G(ir)) | hled4 vykreslenim grafu.
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Kapitola 7
Zaver

Tato prace se zabyvala riiznymi metodami pro vypocet anizotropniho toku s diirazem na
tok elipticky. Pro tento tcel byly uvazovany celkem tfi metody, metoda srazkové roviny,
metoda kumulanti a metoda Lee-Yangovych nul. Abychom mohli lépe porovnat jejich
vlastnosti, jsou v grafech na obrazcich a shrnuty vysledky vypoctu
diferencialniho toku témito metodami pro rizné multiplicity a zavislosti eliptického toku
na pri¢né hybnosti (viz legendy v grafech). Vypocet pomoci metody srazkové roviny je
oznacen jako v5[EP], pomoci metody kumulantt jako vé/Q{k}, kde k je jeji fad, a pomoci
metody Lee-Yangovych nul jako v{oco}. Pro lepsi vizualizaci jsou hodnoty pro jednotlivé
metody rozprostieny v daném pp binu, pri¢emz generovana hodnota diferencidlniho toku
v v binu je vyznacena prerusovanou vodorovnou ¢arou majici délku binu.

Pro srovnani odhadu integralniho toku byly vytvoreny podobné grafy, viz obrazek
Integralni tok vypocteny pomoci jednotlivych metod je vynesen v zavislosti na parametru
a (ktery ur¢uje ve(pr) dle rovnice (2.1), pficemz b = 0) do jednotlivych binti. Generovany
integralni tok je pak v jednotlivych binech vyznacen vodorovnou prerusovanou ¢arou.

Z téchto vSech grafi je patrné, ze nejlepsi vysledky (nejlepsi shodu s generovanym
tokem) maji metoda srazkové roviny a metoda dvouéasticovych kumulantii. Avsak skute¢nost,
ze pracujeme s idedlnim piipadem, kdy ve srazkach nejsou pritomny kolektivni efekty
nepochazejici od toku, efektivné znevyhodnuje metodu Lee-Yangovych nul a ctyréasti-
covych kumulantd oproti oboum zbylym metodam. Je rozumné piedpokladat, ze pokud
by se jednalo o realnou srazku, zhorsil by se odhad pomoci metody srazkové roviny a
dvoucasticovych kumulantd mnohem vice, nez u metod ¢tyréasticovych kumulantt a Lee-
Yangovych nul. Jako vhodné se kazdopadné jevi analyzovat anizotropni tok pomoci vice
metod najednou a vysledky spolu porovnat.

Kromé teoretickych popistt metod byly jako soucést prace vytvoreny pocitacové pro-
gramy pro jejich pocitani, které se mohou bez vétsich iprav pouzit na analyzu realnych dat.
Také byl vytvoren jednoduchy generator srazek, ktery poslouzil k otestovani funkénosti a
demonstraci nékterych vlastnosti diskutovanych metod.
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V2 [-]

0,10 |- vﬁ[EPﬂ o I 0,10 |- U,é[Epﬂ °
v?ﬂﬁ} —o—i U%ﬂﬁ} —o—i
Vb /o " Ya/2 e
008 1 olloo} e 0.08 1= 4/ Too} e
0,06 | 0,06 |
T
0,04 - = 004 %
0,02 |- I Qg 1 0,02 % ---@ ij— - iﬂH
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| | | | | | | |
0.0 0.3 0.6 0,9 12 15 0,0 0.3 0.6 0,9 12 15
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Obrazek 7.1: Diferencidlni tok v} vypocteny metodou srazkové roviny v5[EP], metodou
kumulantii v}, /2{k} fddu k a metodou Lee-Yangovych nul v4{co} pro ve(pr) = 0,02 pr,
Nevent = 10000 a rizné multiplicity M, viz legenda a text.
0,07 0,07
vh [EP{ o vh[EP] o
0,06 |- V5/512} t—o— 0,06 | Vg/512} —o—i
'“2/2{4} —a& 0% ’“2/2{4} & T T E
005 |- va{oo} 0,05 | va{oo} F @
0,04 |- i s —ogBE--
T
0,03 L BN . 2 003 _ogh¥
0,02 © 0,02
s SR I ol oz 2E
0,01 | o§ Vo :’0,041)7- 0,01 | vg = 0,04 pp
,,,,,,,,,, M = 300 st M = 1000
0’00 1 1 1 1 0700 1 1 1 1
0.0 0.3 0.6 0,9 12 15 0.0 0.3 0.6 0,9 12 15
pr [GeV] pr [GeV]
Obrazek 7.2: Diferencidlni tok v} vypocteny metodou srazkové roviny v5[EP], metodou
kumulantii v}, /Q{k} fadu k£ a metodou Lee-Yangovych nul vi{oo} pro ve(pr) = 0,04 pr,
Nevent = 10000 a rizné multiplicity M, viz legenda a text.
0,10 0,10
rz/',é [Epﬂ o % 'U,é [Epﬂ 5
U 1242} —o—i - U9 0{2} —o—i
0,08 - v5,0{4} —e— ---0=--x-- 0,08 - vy ,0{4} —e— - om@X- -
vp{00} i % vp{o0} =
0,06 ofH 0,06 CoosmxT
T
————————— g oD x---
0,04 |- o % 0,04
———QQ—EIE%——— % ---oH@X---
0,02 |- % 03 = 0,06 pr 0,02 - vy = 0,06 pr
cow Lo M =300 wmx_ M = 1000
;L | | | | | | | |
0,00 0,00
0.0 0.3 0.6 0,9 12 15 0.0 0.3 0.6 0,9 12 15
pr [GeV] pr [GeV]

Obréazek 7.3: Diferencidlni tok v} vypocteny metodou srazkové roviny vj[EP], metodou
kumulanti v}, /Q{k} fadu k a metodou Lee-Yangovych nul vi{oo} pro ve(pr) = 0,06 pr,
Nevent = 10000 a rizné multiplicity M, viz legenda a text.
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Obrazek 7.4: Diferencidlni tok v} vypocteny metodou srazkové roviny v5[EP], metodou
kumulantii v}, /2{k} fddu k a metodou Lee-Yangovych nul v4{co} pro ve(pr) = 0,08 pr,
Nevent = 10000 a rizné multiplicity M, viz legenda a text.
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