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podklady (literaturu, projekty, software, atd.) uvedené v přiloženém seznamu.
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Abstrakt:

Celkové pozorované multiplicity jednotlivých druh̊u částic z ultrarelativistických srážek

těžkých iont̊u souhlaśı se statistickým modelem při teplotách nad 160 MeV. V tomto př́ıpadě

jsou susceptibility vyšš́ıch řád̊u porovnávány s daty, která jsou spojená s fluktuacemi. Tato

teplota je nižš́ı než 160 MeV. Susceptibility r̊uzných řád̊u se přitom projevuj́ı ve vyšš́ıch

momentech rozděleńı multiplicity.

Ćılem této práce je studovat vývoj rozděleńı multiplicity za pomoci ř́ıd́ıćı rovnice. Nejdř́ıve

se zaměřujeme na vyšš́ı faktoriálńı momenty, ze kterých můžeme následně odvodit všechny

ostatńı momenty jako např. centrálńı momenty nebo koeficient šikmosti a koeficient špičatosti.

Jelikož nás zaj́ımá čas termalizace faktoriálńıch moment̊u, nejdř́ıve studujeme relaxaci rozděleńı

multiplicity pro konstantńı teplotu. Potom necháme teplotu fireballu postupně klesat a sle-

dujeme, jak se vyšš́ı momenty chovaj́ı v tomto př́ıpadě.

Kĺıčová slova: fázový přechod, ř́ıd́ıćı rovnice, faktoriálńı momenty, centrálńı momenty, koefi-

cient šikmosti a špičatosti
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Abstract:

The overall observed multiplicity of different types of particles from ultrarelativistic

nuclear collisions agrees with the statistical model at temperatures above 160 MeV. The

phase transition temperature can be also determined by lattice QCD methods. In this case

are susceptibilities of higher orders compared with data associated with fluctuations. This

temperature is lower than 160 MeV. Susceptibilities of different orders manifest themselves

in higher moments of the multiplicity distribution.

The main aim of this work is to study the evolution of the multiplicity distribution with

the help of a master equation. Particularly we focus on the higher factorial moments from

which all other kinds of moments, eg. central moments or the coefficients of skewness and

kurtosis, can be calculated. We first study thermalisation time of factorial moments when

the temperature is fixed. Then we study the evolution of the moments in a situation with

decreasing temperature.

Key words: phase transition, Master equation, factorial moments, central moments, coef-

ficient of skewness and kurtosis
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1.4 Kvantová chromodynamika (QCD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Co v́ıme o QCD fázovém diagramu? 25
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3.3 Rovnice pro změnu multiplicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3.5 Ř́ıd́ıćı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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4.6.1 Konstantńı teplota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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6.4 Clebsch-Gordanovy koeficienty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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1.1 Popis srážky těžkých jader . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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√
sNN = 200GeV . . . . . . . . . . . . 90
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√
sNN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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účinný pr̊uřez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Úvod

Jednou z oblast́ı zájmu současné částicové fyziky je studium horké a husté hadronové

hmoty nazývané kvark-gluonové plazma (QGP), ve které už běžné hadrony neexistuj́ı a ve

které nejsou kvarky a gluony vázány v hadronech. Toto médium vzniká v rané fázi ultra-

relativistické jaderné srážky. Celkové pozorované multiplicity jednotlivých druh̊u částic z

těchto srážek jsou dobře popsány statistickým modelem pro teploty vyšš́ı než 160 MeV. Na

druhé straně je možné teplotu fázového přechodu stanovit i pomoćı metod QCD na mř́ıžce.

Je to teplota, při které se hustota energie jako funkce teploty měńı nejrychleji. Vyšš́ı deri-

vace partičńı funkce potom v okoĺı kritické teploty velice fluktuuj́ı, a proto je obt́ıžné určit

přesnou hodnotu kritické teploty. Tato teplota se nacháźı okolo 150 MeV. Susceptibilita se

přitom projevuje ve vyšš́ıch momentech rozděleńı multiplicity.

Prvńı kapitola je věnována ultrarelativistickým srážkám těžkých iont̊u. Je v ńı popsán

časový vývoj ultrarelativistické srážky, tj. proces produkce částic, čas termalizace, hydrody-

namická expanze, chemické a kinetické vymrznut́ı. Dále jsou v této kapitole stručně zmı́něny

vlastnosti kvark-gluonového plazmatu a kvantové chromodynamiky.

Druhá kapitola je zaměřena na fázový diagram QCD. Je zde popsáno, jakým zp̊usobem se

hledá struktura fázového diagramu a předevš́ım potom, jak se hledá poloha kritického bodu.

Třet́ı kapitola je zaměřena na popis rozděleńı multiplicity. Je zde uvedena a vysvětlena

rovnice pro změnu multiplicity, dále ř́ıd́ıćı rovnice a generuj́ıćı funkce. Pomoćı generuj́ıćı

funkce je zde odvozeno rovnovážné řešeńı ř́ıd́ıćı rovnice. Nejd̊uležitěǰśı součást́ı této kapitoly

jsou definice faktoriálńıch moment̊u a odvozeńı jejich rovnovážných hodnot. Na konci kapitoly

jsou popsány zvolené počátečńı podmı́nky pro ř́ıd́ıćı rovnici.

Ve čtvrté kapitole je odvozena ř́ıd́ıćı rovnice závislá na reálném čase. Zavedeńım účinných

pr̊uřez̊u pro konkrétńı reakci vzniká závislost ř́ıd́ıćı rovnice na teplotě. V této kapitole se

věnujeme reakci, ve které se produkuje podivnost πN → KΛ. Dı́ky závislosti ř́ıd́ıćı rovnice

na teplotě a reálném čase můžeme studovat chováńı moment̊u při postupné změně teploty.

Pátá kapitola je věnována centrálńım moment̊um, odvozeńı jejich rovnovážných hodnot

a jejich d̊uležitým poměr̊um jako je koeficient šikmosti a špičatosti.

V šesté kapitole se věnujeme reakci πN → πN , která v ultrarelativistických srážkách

těžkých iont̊u nastává s větš́ı pravděpodobnost́ı než reakce πN → KΛ. Hlavńım d̊uvodem,

proč se této reakci věnujeme je fakt, že d̊uležitou studovanou veličinou je rozděleńı počtu
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baryon̊u a jeho fluktuace. Tyto fluktuace se projevuj́ı ve fluktuaćıch počtu proton̊u, které v

této kapitole sledujeme pomoćı jednoduchého modelu. V sedmé kapitole tento model ještě

vylepš́ıme. Opět zde studujeme chováńı faktoriálńıch moment̊u pro postupné snižováńı tep-

loty.

V sedmé kapitole je odvozena ř́ıd́ıćı rovnice pro dvojici reakćı, kde jeden z produkt̊u prvńı

reakce je zároveň reaktantem druhé reakce. Chováńı vyšš́ıch faktoriálńıch moment̊u rozděleńı

počtu proton̊u je studováno pro dvojici reakćı p+π− → ∆0 → π0 +n, p+π0 → ∆+ → π+ +n.

Posledńı osmá kapitola je věnována porovnáńı výsledk̊u s experimentálńımi daty.



1. ULTRARELATIVISTICKÉ SRÁŽKY TĚŽKÝCH IONTŮ

1 Ultrarelativistické srážky těžkých iont̊u

1.1 Vysoko-energetické jaderné srážky

Hlavńım ćılem vysokoenergetických srážek atomových jader je produkce a snaha o pochopeńı

horké a husté jaderné hmoty při hustotách energie nad energíı základńıho stavu jádra (ε0 '
0, 15 GeV/fm3). Tato myšlenka je stará nyńı asi 45 let [5]. Při vysokých hustotách energie

a/nebo při vysokých teplotách očekáváme, že kvarky (stavebńı bloky hadron̊u) nejsou dále

vázány, ale pohybuj́ı se volně po vzdálenostech větš́ıch než jsou rozměry nukleonu (okolo

1 fm = 10−15 m). Takovýto stav hmoty, ve kterém jsou kvarky relevantńımi stupni volnosti,

se nazývá kvark-gluonové plazma (QGP).

Prvńı experimenty zkoumaj́ıćı srážky těžkých iont̊u s energiemi nad 10 GeV na nukleon v

paprsku projektilu byly provedeny v BNL (”Brookhaven National Laboratory”) a v CERNu

(”European Organisation for Nuclear Research”) v r. 1968 [4]. Srážky těžkých iont̊u se v

současné době prováděj́ı na urychlovač́ıch RHIC (”Relativistic Heavy Ion Collider”) a LHC

(”Large Hadron Collider”) za účelem studia vlastnost́ı jaderné hmoty při vysokých teplotách

a hustotách energie. Důležitými experimenty zabývaj́ıćımi se touto oblastńı jsou také ex-

periment HADES v GSI Darmstadt a experiment NA61 na SPS v CERNu. Mezi budoućı

experimenty patř́ı NICA v SÚJV Dubna nebo FAIR v Darmstadt.

V ultrarelativistických srážkách těžkých iont̊u je produkováno velké množstv́ı částic.

Počet částic nazýváme částicovou multiplicitou. Hmota, která je ve srážkách tvořena, žije

jen velice krátkou dobu, rychle expanduje a chladne. Proto můžeme předpokládat, že bude

časoprostorový vývoj prob́ıhat daleko od rovnovážného stavu.
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1.2 Časový vývoj ultrarelativistické srážky těžkých iont̊u

Ve všech daľśıch vztaźıch budeme pokládat ~1=c=kB
2=1.

Srážka jader je vysoce dynamická událost. Systém se po srážce rychle vyv́ıj́ı v expanduj́ıćı,

horkou a hustou hmotu kvark̊u a gluon̊u. Existuje několik př́ıstup̊u, jak přechod k horkému a

hustému systému kvark̊u a gluon̊u popsat. Tento přechod popisujeme např́ıklad pomoćı QCD

roztržeńı struny, QCD kaskádńıho modelu nebo pomoćı CGC 3, který se vyv́ıj́ı v glasma a

poté v kvark-gluonové plazma.

Časoprostorový vývoj ultrarelativistické srážky je na Obr.1.1, který ukazuje srážku dvou

Lorentzovsky kontrahovaných jader srážej́ıćıch se s rychlost́ı bĺızkou rychlosti světla. Svislá

osa popisuje časový směr, kde dolńı část osy popisuje čas před srážkou a horńı část čas

po srážce. Vodorovná osa reprezentuje prostorovou dimenzi. Obě jádra se srazila v čase

(t, z) = (0, 0). Po srážce se vytvořil fireball, který expanduje v čase a procháźı r̊uznými fázemi

až do chv́ıle, kdy vytvořené částice vymrznou a dosáhnou detektoru. Křivka odpov́ıdaj́ıćı

rovnici t2 − z2 = 0 (
√
t2 − z2 ≡ τ je podélný vlastńı čas částice) podél dráhy srážej́ıćıch se

jader definuje světelný kužel. Vrchńı část světelného kužele, pro kterou plat́ı t2 − z2 > 0, se

nazývá času-podobnou oblast́ı. Produkce částic ve srážkách těžkých iont̊u se odehrává právě

ve vrchńı části (t, z) roviny světelného kužele. Oblast, která se nacháźı mimo světelný kužel,

a pro kterou plat́ı t2 − z2 < 0, se nazývá prostoru-podobná [13].

Důležitou veličinou je časoprostorová rapidita, která je definovaná následuj́ıćım vztahem

ηs =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
. (1.1)

Můžeme si všimnout, že vztah (1.1) neńı definován v prostoru-podobné oblasti. Nabývá

hodnot ±∞ podél směr̊u paprsku, pro které je t = ±z [2].

Ř́ıkáme, že částice je světlu-podobná, když se pohybuje podél směru paprsku.

Daľśı d̊uležitou veličinou je rapidita y, která je definovaná vztahem

y =
1

2
ln

(
E + pz
E − pz

)
, (1.2)

1redukovaná Planckova konstanta ~ = h
2π = 6, 58.10−22 MeV.s [4]

2Boltzmannova konstanta kB = 8, 625.10−11MeV/K [4]
3Color Glass Condensate je efektivńı teorie, která byla vyvinuta s ćılem organizovat výpočty proces̊u v

saturačńı oblasti. Tato teorie popisuje gluonový obsah vysoce energetických hadron̊u nebo jader v saturačńı
oblasti [1].
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1. ULTRARELATIVISTICKÉ SRÁŽKY TĚŽKÝCH IONTŮ

Obrázek 1.1: Popis srážky těžkých iont̊u jader v prostorové (z) a časové (t) dimenzi [14].

kde pz je podélná hybnost. Dále můžeme pro volnou částici nacházej́ıćı se na hmotnostńı

slupce (pro kterou plat́ı E2 = p2 + m2), a pro ńıž má 4-hybnost pouze 3 stupně volnosti,

definovat E a pz pomoćı (y, ~pT ). (E, pz) vyjádř́ıme pomoćı (y, ~pT ) jako

E = mT cosh y, (1.3)

pz = mT sinh y, (1.4)

kde mT je př́ıčná hmotnost, pro kterou plat́ı vztah

m2
T = m2 + ~p2

T . (1.5)

Ve vztahu (1.5) je ~pT př́ıčná hybnost.

Srážku těžkých iont̊u můžeme schematicky rozdělit do několika fáźı [3]:

(i) Počátečńı srážka

(ii) Přechod od počátečńıch podmı́nek k hydrodynamické expanzi: s touto fáźı je spojený

čas termalizace, který je potřebný k dosažeńı rovnovážného rozděleńı energie. Data z

RHICu ukazuj́ı, že tento čas je τtherm < 1 fm. Pokud bereme v úvahu silně vázané

kvark-gluonové plazma, źıskáme dobu termalizace 1 fm [13].
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(iii) Hydrodynamická expanze a chlazeńı (ve stavu ”deconfinementu”): v d̊usledku expanze

se termodynamické vlastnosti hadronové hmoty velmi rychle měńı. Toto pozorováńı

souhlaśı s faktem, že je zde př́ıtomný fázový přechod z kvark-gluonového plazmatu o

vysoké teplotě (T > Tc) do hadronového plynu o ńızké teplotě (T < Tc ∼ 160 MeV).

Pokud je tento přechod přechodem prvńıho druhu, pak můžeme pro ńızké energie a

pomalé rozṕınáńı systému předpokládat, že se skládá ze tř́ı krok̊u. Nejprve je hmota

adiabaticky se rozṕınaj́ıćım kvark-gluonovým plazmatem, potom se hmota změńı ve

směs fáze plazmatu a hadronového plynu a v posledńım kroku hmota expanduje do

hadronového plynu. Poté nastává expanze hadronového plynu[4].

(iv) Chemické vymrznut́ı: při ochlazováńı systému je velice pravděpodobné, že neelastické

srážky mezi hadrony skonč́ı dř́ıve než elastické srážky. Chemické vymrznut́ı nastává

ve chv́ıli, kdy vymiźı neelastické srážky, hadronové výtěžky jsou zmraženy. Teplotu

chemického vymrznut́ı lze odvodit z poměr̊u měřených hadronových multiplicit.

(v) Kinetické (tepelné) vymrznut́ı: toto vymrznut́ı nastává ve chv́ıli, kdy hadrony přestanou

interagovat, elastické srážky vymiźı, spektra a korelace jsou zmraženy. Při tepelném

vymrznut́ı přecháźı systém ze silně vázaného stavu do úplně volného systému neinter-

aguj́ıćıch hadron̊u. Tento přechod od jednoho stavu do druhého je vyvolán rozṕınáńım

hmoty, které zp̊usobuje rychlý nár̊ust středńı volné dráhy částic λ. Tepelné vymrznut́ı

tedy nastává ve chv́ıli, kdy čas spojený se srážkou, který je úměrný λ, překoná čas

spojený s rozṕınáńım, který je rovný ∂µu
µ.

Při vývoji systému z chemického do tepelného vymrznut́ı jsou dominantńı elastické srážky,

např. π + π → ρ → π + π nebo π + N → ∆ → π + N a silné rozpady těžš́ıch rezonanćı,

jejichž rozpadem vznikaj́ı stabilńı hadrony.

Schéma rozpadu rezonanćı je na Obr.1.2.

Hlavńım ćılem srážek těžkých iont̊u je charakterizovat horké stádium (iii) nazývané fire-

ball, zat́ımco většina měřeńı prováděných pomoćı hadron̊u nebo jejich produkt̊u rozpadu nám

přináš́ı primárně informaci o fáźıch systému (iv) a (v). Informace o vlastnostech počátečńı

horké fáze źıskáme pouze s pomoćı model̊u. Při ńızkých a středńıch energíıch se použ́ıvá

hadronový transportńı model. Při vysokých energíıch se využ́ıvá hydrodynamiky. Existuj́ı i

hybridńı modely, které kombinuj́ı hydrodynamiku s transportńım modelem [3].

Typická doba života fireballu se pohybuje v řádu deseti fm/c, což je přibližně 10−22 s a
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1. ULTRARELATIVISTICKÉ SRÁŽKY TĚŽKÝCH IONTŮ

Obrázek 1.2: Schéma hadronové polévky vytvořené v relativistické srážce těžkých iont̊u při

procesu vymrznut́ı. Těžš́ı rezonance se následně rozpadaj́ı na stabilńı hadrony [4].

jeho typický rozměr je v řádu 10 fm. Typické měř́ıtko silného rozpadu je v řádu 1 fm. Fireball

tedy žije déle a je větš́ı v porovnáńı se silným rozpadem. Rozděleńı částic je charakterizováno

pomoćı Bose-Einsteinovy nebo Fermi-Diracovy statistiky [16].

1.3 Od hadron̊u ke kvark̊um a gluon̊um

Přechod od hadronové hmoty ke kvark-gluonovému plazmatu může být přibĺıžen jedno-

duchým modelem. Pro ideálńı plyn nehmotných pion̊u je závislost tlaku od teploty dána

Stefan-Boltzmanovým vztahem

Pπ = 3
π2

90
T 4, (1.6)

kde faktor 3 je zde proto, že započ́ıtáváme 3 druhy pion̊u π±, π0.

Pro kvark-gluonové plazma se dvěma v̊uněmi a třemi barvami plat́ı podobný vztah

Pqg =

{
2× 8 +

7

8
(3× 2× 2× 2)

}
π2

90
T 4 −B = 37

π2

90
T 4 −B, (1.7)

kde člen 2 × 8 máme pro 2 spiny a 8 barevných stupň̊u volnosti gluon̊u, člen 3 × 2 × 2 × 2

popisuje 3 barvy, 2 v̊uně, 2 spiny a 2 stupně volnosti pro dvojici kvark-antikvark pro kvarky.

Faktor 7/8 přidáváme kv̊uli správné statistice fermion̊u. Tlak B je ve vztahu kv̊uli rozd́ılu
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Obrázek 1.3: Tlak a hustota energie ve dvoufázovém modelu ideálńıho plynu. Na levém

obrázku je porovnáńı chováńı tlaku pro ideálńı plyn a pro kvark-gluonové plazma a na pravém

obrázku je závislost hustoty energie na teplotě T . Na obou obrázćıch vid́ıme fázový přechod

prvńıho druhu [13] .

mezi fyzikálńım vakuem a základńım stavem pro kvarky a gluony v médiu. V termodynamice

plat́ı, že se systém snaž́ı zaujmout stav s nejnižš́ı možnou volnou energíı a tud́ıž s nejvyšš́ım

tlakem. Na levé části Obr.1.3 porovnáme chováńı tlaku pro rovnice (1.6) a (1.7).

Výše popsaný jednoduchý model vede k dvoufázovému popisu silně interaguj́ıćı hmoty.

Hadronová fáze existuje až do teploty

Tc =

(
45

17π2

)1/4

B1/4 ' 0, 72B1/4. (1.8)

Nad touto kritickou teplotou se pak nacháźı kvark-gluonové plazma. Z hadronové spek-

troskopie dostaneme B1/4 ' 0, 2 GeV.

Pro kritickou teplotu pak dostaneme

Tc ' 150 MeV. (1.9)

Hustota energie pro hadronovou fázi je dána vztahem

επ =
π2

10
T 4 (1.10)
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1. ULTRARELATIVISTICKÉ SRÁŽKY TĚŽKÝCH IONTŮ

a pro kvark-gluonové plazma vztahem

εqg = 37
π2

30
T 4 +B. (1.11)

Výsledná závislost teploty Tc je na pravé části Obr.1.3. Přechod od hadronové fáze ke

kvark-gluonovému plazmatu je potom prvńıho druhu. Vztahy v této kapitole byly převzány

z [13].

1.4 Kvantová chromodynamika (QCD)

Nyńı se zaměř́ıme na silné interakce, které jsou popsány kvantovou chromodynamikou.

Lagranžián QCD je dán vztahem

L = −1

4

∑
a

F a
µνF

µν
a +

Nf∑
f=1

ψ
f

(
iγµ∂µ −mf − gγµ

∑
a

Aaµ
λa
2

)
ψf , (1.12)

kde

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν . (1.13)

Ve vztaźıch (1.12) a (1.13) je Aaµ gluonové pole barev a (a =1,2,...,8) a ψf je kvarkové pole

v̊uńı f (u,d,s,c,b,t), hmotnosti vstupuj́ıćıch kvark̊u jsou dány mf , γ
µ jsou Diracovy matice,

g je vazbová konstanta silné interakce, λa jsou Gell-Mannovy matice a fabc jsou strukturńı

funkce Liovy algebry. Vztahy (1.12) a (1.13) byly převzaty z [4].

QCD je fundamentálńı teorie silně interaguj́ıćı hmoty, je to teorie kvark̊u a gluon̊u. Ty

jsou za normálńıch podmı́nek uvězněny v hadronech (baryonech a mezonech). Systém silně

interaguj́ıćıch částic je produkován během srážky těžkých iont̊u.

Tato teorie sahá do r.1963, kdy Gell-Mann a Zweig navrhli, že by struktura hadron̊u

mohla být vysvětlena existenćı menš́ıch částic uvnitř hadron̊u, v této době to byly kvarky

u,d,s. V r.1964 Greenberg a v r.1965 Han s Nambu navrhli, že kvarky maj́ı daľśı stupeň

volnosti, který byl později nazván barevným nábojem. Dále Han a Nambu přǐsli s t́ım, že

by kvarky mohli interagovat skrze výměnu oktetu vektorových kalibračńıch boson̊u (později

gluon̊u) [4].

Důležitou vlastnost́ı QCD je barevné uvězněńı, které je opakem asymptotické volnosti.

To je jev, který ř́ıká, že barevně nabité částice jako jsou kvarky a gluony nemůžou být
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izolovány jako samostatné objekty. To znamená, že kvarky a gluony nemůžou být př́ımo

pozorovány. Fyzikálně může být tento jev demonstrován pomoćı struny, která je napnutá

mezi kvark-antikvarkovým párem. Pokud budeme pár kvark-antikvark rychle oddalovat od

sebe, ve struně se bude hromadit velké množstv́ı potenciálńı energie, až se nakonec struna

roztrhne na menš́ı d́ılky. Na konci nových kousk̊u vzniknou opět kvarky, resp. antikvarky, jak

je zobrazeno na Obr.1.4.

Obrázek 1.4: Schématické znázorněńı mechanismu uvězněńı kvark̊u pomoćı struny. Struna

je napnuta mezi párem qq. Při naṕınáńı vede hromad́ıćı se energie uvnitř struny k jej́ımu

roztržeńı a vytvořeńı nových strun mezi páry qq. Vı́ce pár̊u vede k vytvořeńı koncového

stavu, k formaci hadron̊u [4].

Jaderná śıla p̊usob́ıćı mezi baryony a mezony může být v určitém smyslu chápána jako

zbytková śıla mezi kvarky a gluony jako je např. chemická (Van der Waalsova) śıla zbytkovou

silou elektromagnetické interakce.



2. CO VÍME O QCD FÁZOVÉM DIAGRAMU?

2 Co v́ıme o QCD fázovém diagramu?

Hledáńı struktury QCD fázového diagramu stejně tak jako hledáńı kritického bodu se stalo

hlavńım zájmem výzkumu silných interakćı v posledńıch několika letech. Část teoretik̊u a

experimentátor̊u se soustřed́ı na měřeńı a výpočty kumulant̊u zachovávaj́ıćıch se náboj̊u,

zejména se pak soustřed́ı na výpočet kumulant̊u rozděleńı baryonového č́ısla.

Kumulanty rozděleńı počtu částic maj́ı tu výhodu, že jsou snadno spočitatelné v teo-

rii pole s konečnou teplotou, protože jsou dané derivacemi volné energie s ohledem na od-

pov́ıdaj́ıćı chemický potenciál. Maj́ı ale tu nevýhodu, že mı́chaj́ı korelace r̊uzných řád̊u [10].

Bylo předpovězeno, že kumulanty vyšš́ıch řád̊u fluktuaćı baryonového a nebo nábojového

č́ısla jsou velmi citlivé ke korelačńı délce, ξ, a tud́ıž nám poskytuj́ı informaci o základńım

chováńı kritického módu [11].

2.1 QCD na mř́ıžce

Základńı poznatky o QCD fázovém přechodu lze źıskat z výpočt̊u QCD na diskretizované

časoprostorové mř́ıžce. Partičńı funkce systému je sice známá, ale my ji neumı́me spoč́ıtat.

A proto muśıme použ́ıt QCD na mř́ıžce, které nám umožňuje spoč́ıtat tuto funkci pomoćı

Monte-Carlo metod.

Partičńı funkci můžeme definovat vztahem [4]:

Z = Tr
[
exp

(
−Ê/T + µBN̂B/T

)]
, (2.1)

kde Ê je operátor energie, N̂B je operátor baryonového č́ısla, T je teplota a µB je baryoche-

mický potenciál.

Z této definice partičńı funkce můžeme spoč́ıtat např́ıklad

• středńı hodnotu energie

〈E〉 =
1

2
Tr
[
Ê exp

(
−Ê/T + µBN̂B/T

)]
= −∂ ln(Z)

∂(1/T )
, (2.2)

• rozptyl energie

〈
(δE)2

〉
=
〈
E2
〉
− 〈E〉2 =

(
−∂

2 ln(Z)

∂(1/T )2

)
=

(
− ∂

∂(1/T )

)
〈E〉 , (2.3)
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〈(δE)n〉 =

(
− ∂

∂(1/T )

)n−1

〈E〉 . (2.4)

Partičńı funkce (2.1) může být pro µB = 0 ekvivalentně vyjádřena pomoćı funkcionálńıho

dráhového integrálu jako

Z(T, V ) =

∫
dAdψdψ exp

(
−
∫
V

d3x

∫ 1/T

0

dτL(A,ψ, ψ)

)
, (2.5)

kde L je definován vztahem (1.12), V je objem systému (prostorová integrace), integračńı

škála přes τ je spoč́ıtaná z inverzńı teploty systému.

Z partičńı funkce Z(T, V ) lze spoč́ıtat např. hustotu energie, která je dána vztahem

ε =
(
T 2/V

)(∂ lnZ

∂T

)
V

(2.6)

a tlak, který je dán vztahem

P = T

(
∂ lnZ

∂V

)
T

. (2.7)

Energii můžeme definovat pomoćı ostatńıch termodynamických veličin jako

E = TS − pV + µBNB. (2.8)

Kumulanty energie jsou daný derivacemi lnZ podle teploty T a kumulanty baryonového

č́ısla jsou daný derivacemi lnZ podle chemického potenciálu µ.

Kumulanty baryonového č́ısla jsou potom definovaný vztahy

Kn =
∂n

∂(µB/T )n
ln(Z) =

∂n−1

∂(µB/T )n−1
〈N〉 , (2.9)

K1 = 〈N〉 , K2 =
〈
(δN)2

〉
= 〈N − 〈N〉〉2 , (2.10)

K3 =
〈
(δN)3

〉
= 〈N − 〈N〉〉3 , K4 =

〈
(δN)4

〉
− 3

〈
(δN)2

〉
. (2.11)

Všechny kumulanty jsou škálované s objemem, plat́ı pro ně

Kn ∼ V. (2.12)
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2. CO VÍME O QCD FÁZOVÉM DIAGRAMU?

Jelikož se objem při srážkách těžkých iont̊u špatně kontroluje, je lepš́ı měřit na objemu

nezávislé poměry
K2

〈N〉
,

K3

K2

,
K4

K2

. (2.13)

Pro studium kritického chováńı jsou velice d̊uležité korelace dlouhého dosahu a mnoho

částicové interakce. Typická vazbová konstanta je v tomto př́ıpadě velká. Z tohoto d̊uvodu

tu nefunguje poruchová teorie a proto ji nemůžeme použ́ıt. Je proto potřeba jiný př́ıstup,

abychom mohli poč́ıtat tlak a energii. Nezbytné neporuchové schéma nám poskytuj́ı právě

formulace QCD na mř́ıžce. To následně vede k formě, která může být spoč́ıtána numericky

pomoćı poč́ıtačových simulaćı.

2.2 Fázový diagram

Na Obr.2.1 je znázorněn fázový diagram z pohledu současných teoretických výpočt̊u. Na

fázovém diagramu nás nejv́ıce zaj́ımá poloha fázových přechod̊u, tedy hranice mezi jednot-

livými fázemi. Fázové přechody jsou termodynamickými singularitami systému. Předpokládáme,

že systém je oblast silně interaguj́ıćı hmoty, která je v tepelné a chemické rovnováze a která

je charakterizovaná danými hodnotami teploty T a baryochemického potenciálu µB. V teorii

je tato oblast považována za nekonečnou, protože se odvozuje v termodynamické limitě, ve

které je počet částic obrovský. V praxi je takovýto systém uvnitř neutronových hvězd nebo

uvnitř horkého a hustého objektu tzv. fireballu, který se tvoř́ı při srážkách těžkých iont̊u.

Fázový přechod nazveme prvńıho druhu, jsou-li v bodě přechodu nespojité prvńı deri-

vace partičńı funkce podle teploty (existuje-li zde konečný skok). Fázový přechod nazveme

druhého druhu, jsou-li v bodě přechodu nespojité druhé derivace partičńı funkce (existuje-li

zde konečný skok)

Fázový diagram můžeme rozdělit do několika oblast́ı podle hodnoty teploty T a baryo-

chemického potenciálu µB [12].

• Oblast s ńızkou hodnotou teploty T a velkou hodnotou baryochemického potenciálu

µB je relevantńı pro fyziku neutronových hvězd. V této oblasti se daj́ı dělat analy-

tické výpočty, proto je pro teoretiky zaj́ımavá. Tato skutečnost vyplývá z asymptotické

volnosti QCD.

• Z experimentálńıho hlediska se ovšem snadněji prozkoumává oblast fázového diagramu,

která se nacháźı okolo teploty T ∼ 100 MeV a výše (až do 170 − 200 MeV). Pro
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Obrázek 2.1: Fázový diagram QCD, ve kterém µ je baryochemický potenciál, který určuje

baryonovou hustotu systému, a T je teplota. Plná b́ılá čára znázorňuje čáru fázového přechodu

mezi partony a hadrony a konč́ı kritickým bodem. Při menš́ıch hodnotách µB se vyskytuje

cross-over přechod [6].

baryochemický potenciál v této oblasti plat́ı µB ∼ 0 − 600 MeV. V této oblasti je

nejzaj́ımavěǰśım bodem takzvaný kritický bod E, který je koncovým bodem křivky

fázového přechodu prvńıho druhu.

2.3 Proč by se na konci křivky fázového přechodu prvńıho druhu

měl nacházet kritický bod?

Základńı tvrzeńı, které podporuj́ı existenci kritického bodu E [12]:

• Přechod při µB = 0, který je ř́ızený teplotou, neńı termodynamickou singularitou. Je to
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2. CO VÍME O QCD FÁZOVÉM DIAGRAMU?

rychlý, ale hladký ”crossover”přechod z oblasti hadronového plynu do oblasti, ve které

dominuj́ı vnitřńı stupně volnosti QCD kvarky a gluony. Tyto poznatky jsou výsledkem

mř́ıžkových výpočt̊u pro konečné teploty.

• Při T = 0 a vysokém baryochemickém potenciálu je př́ıtomný hladký crossover přechod

z CFL (Colour Flavor locked 4) fáze a Nambu-Goldstone (hadronové) fáze. Tento cros-

sover přechod může mı́t úzkou souvislost s myšlenkou kvark-hadronového kontinua [21].

Mř́ıžkové výpočty v této oblasti nejsou ale zcela kontrolovatelné.

Koncovým bodem křivky fázového přechodu prvńıho druhu je kritický bod druhého druhu.

V QCD existuj́ı dvě fáze současně, hadronový plyn při nižš́ı teplotě T a kvark-gluonové

plazma při vyšš́ı teplotě T . Rozd́ıl mezi těmito dvěma fázemi je pouze kvantitativńı a je v́ıce

zřetelný v bĺızkosti kritického bodu. Pro vysokou hodnotu teploty T a ńızkou hodnotu bary-

ochemického potenciálu µB se předpokládá, že kritická teplota přechodu mezi konfinovanou

a dekonfinovanou fáźı hmoty je přibližně Tkrit ≈ 170 MeV. Tato teplota odpov́ıdá hustotě

energie přibližně 1 GeV/fm3. V tomto př́ıpadě se nejedná o fázový přechod prvńıho druhu,

ale pouze o plynulý přechod od jedné fáze k druhé. V současnosti je snaha tento přechod

naj́ıt a změřit [13].

Očekáváme tedy, že by se ve fázovém diagramu měl nacházet fázový přechod prvńıho

druhu, protože to předpov́ıdá efektivńı chirálńı teorie se 2 nehmotnými kvarky. A proto tedy

také očekáváme, že se tam bude nacházet i kritický bod. Pořád ale z̊ustává nezodpovězená

spousta otázek. Opravdu tam kritický bod je? Jak ho naj́ıt? Jak se projevuje? Jak ho expe-

rimentálně změřit? A proto je d̊uležité fázový diagram zkoumat podrobněji, abychom jednou

na tyto otázky našli odpovědi.

2.4 Kritický bod

Nyńı se budeme zabývat chirálně symetrickou teoríı s nehmotnými kvarky, protože tady

dokážeme provádět výpočty a také doufáme, že i přes veškerá zjednodušeńı se něco rele-

vantńıho dozv́ıme o fázovém diagramu.

V idealizovaném QCD, ve kterém jsou kvarky nehmotné (mq = 0), je rozd́ıl mezi fáźı

hadronového plynu a fáźı kvark-gluonového plazmatu prudký. V tomto limitńım př́ıpadě

QCD se dvěma nehmotnými kvarky u a d je chirálńı symetrie SU(2)V × SU(2)A přesná.

4barevné stupně volnosti a ”flavour”stupně volnosti jsou navzájem svázané
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Nyńı budeme uvažovat fixńı baryochemický potenciál, např. µB = 0. Chirálńı kondenzát〈
ψψ
〉

jako funkce teploty T je potom roven nule (ze symetrie) pro všechny teploty vyšš́ı, než

je nějaká teplota Tc a neńı nulový pro všechny teploty, které jsou pod teplotou Tc (narušeńı

symetrie). Takováto funkce nemůže být analytická a singularita muśı nastat v bodě Tc.

Z výpočt̊u QCD na mř́ıžce v́ıme, že singularita je fázovým přechodem druhého druhu,

pokud se teplota Tc bĺıž́ı k hodnotě potenciálu µB = 0. Pro ostatńı hodnoty µB je kritická

teplota odlǐsná. Křivka fázového přechodu Tc(µB) nemůže být přerušena, protože jakákoliv

cesta z vakua T = µB = 0 do fáze s vyšš́ım T muśı protnout singularitu. Někde uprostřed

fázového diagramu se potom crossover přechod měńı na fázový přechod prvńıho druhu. Bod,

ve kterém tato změna nastává, se nazývá trojkritickým bodem [12]. Výsledný diagram je na

Obr.2.2.

Obrázek 2.2: Fázový diagram QCD pro dva nehmotné kvarky. Parametr uspořádáńı chirálńı

symetrie kvalitativně rozlǐsuje dvě fáze:
〈
ψψ
〉
6= 0 ve fázi, ve které je symetrie narušena a〈

ψψ
〉

= 0 ve fázi, ve které neńı symetrie narušena [12].

Pro hmotné kvarky je rozd́ıl mezi fáźı, kde neńı symetrie narušena a fáźı, kde je symetrie

narušena, rozmazaný. V tomto př́ıpadě je fázový přechod druhého druhu nahrazen hladkým

”crossover”přechodem. To znamená, že nenastává žádný pravý fázový přechod, ale nastává

rychlá změna v malém intervalu teploty. Pro nulový baryochemický potenciál µB = 0 jsou
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výsledky shrnuty na Obr. 2.3, p̊uvodńı práce [8] a [9].

Obrázek 2.3: Závislost kritického chováńı QCD na hodnotě kvarkových hmotnost́ı. Tato

závislost je známá pod názvem ”Columbia plot”. Převzato z [7].

• V limitě mu,md,ms → ∞ máme pouze kalibračńı teorii, protože kvarky se ničeho

neúčastńı a efektivně máme pouze gluony.

• Pro limitu mu = md = ms → 0 dostáváme chirálńı fázový přechod, který je fázovým

přechodem prvńıho druhu.

• Pro mu,md = 0 a ms je větš́ı než hodnota trojkritického bodu mtri
s , fázový přechod je

druhého druhu.

• ”Fyzikálńı bod” odpov́ıdá malým hodnotám mu a md, zat́ımco ms > mtri
s . Podle

současných pozorováńı tento bod odpov́ıdá hladkému cross-over přechodu. To znamená, že

nenastává žádný pravý fázový přechod, ale nastává rychlá změna v malém intervalu teploty.

• Pro všechny hodnotymu,md,ms se parametry chirálńı susceptibilita χ(T ) a Polyakovova

smyčka L(T ) ostře měńı s teplotou. A tud́ıž můžeme dobře definovat kritický bod Tc.
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

3 Rozděleńı multiplicity

3.1 Motivace

Hlavńı motivaćı následuj́ıćıch kapitol je pozorováńı, že celkové pozorované multiplicity

jednotlivých druh̊u částic z ultrarelativistických jaderných srážek souhlaśı se statistickým

modelem při teplotách nad 160 MeV. Na druhé straně je možné teplotu fázového přechodu

stanovit i pomoćı metod QCD na mř́ıžce. Teplota se v tomto př́ıpadě určuje tak, že se měř́ı

2. až 4. řád fluktuaćı proton̊u, které představuj́ı fluktuace baryon̊u. Tyto výsledky se pak

porovnávaj́ı s výsledky QCD na mř́ıžce. Takto určená teplota je potom nižš́ı než 160 MeV.

Ćılem následuj́ıćıch kapitol je tedy zjistit, jak rychle r̊uzné momenty rozděleńı multiplicity

dosáhnou své rovnovážné hodnoty. Pokud se soubor systémů částic začne vyv́ıjet s rozděleńım

multiplicity mimo rovnovážnou hodnotu, vývoj multiplicity je popsán pomoćı ř́ıd́ıćı rovnice,

kterou k popisu použijeme.

3.2 Úvod

Relativistická statistická termodynamika je použ́ıvána k popisu částicové produkce ve

vysokoenergetických srážkách těžkých iont̊u. Nedávné analýzy ukázaly, že statistický model

dává uspokojivý popis multiplicit většiny hadron̊u měřených ve srážkách A − A v BNL a

CERNu. Popisu multiplicity pomoćı statistického modelu se věnuje např. práce [31]. Dyna-

mika částicového rovnovážného stavu a chemické rovnováhy neńı ovšem stále úplně pocho-

pena [17].

Produkce částic je obvykle popsána za pomoci grandkanonického souboru, ve kterém

jsou pr̊uměrné multiplicity kontrolovány pomoćı chemického potenciálu. V tomto popisu

fluktuuje čistá hodnota náboje (např. elektrického, baryonového, podivného, p̊uvabného, ...)

daná U(1). Je-li částic mnoho, můžeme fluktuace připustit, přestože se náboje v podstatě

muśı zachovávat - čili bychom neměli mı́t žádné fluktuace. V opačném př́ıpadě, když bude

produkce částic ř́ıdká, muśıme použ́ıt kanonický soubor.

Ukazuje se, že kanonický statistický model dobře popisuje výtěžek částic měřených v

ńızko-energetických srážkách těžkých iont̊u a vysoko-energetických hadron-jaderných srážkách,

hadron-hadronových srážkách a e+e− reakćıch. Fluktuace budou jiné pro kanonický a jiné

pro grandkanonický soubor. Proto je nezbytné do výpočt̊u zahrnout fluktuace multiplicity
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[17].

Fluktuace ř́ıdce se vyskytuj́ıćıch částic jsou velmi citlivou sondou stupně rovnováhy

dosaženého v dané srážce. Takovéto měřeńı může poskytnout prvńı př́ımý experimentálńı

d̊ukaz pro chemickou rovnováhu v reakćıch těžkých iont̊u [18].

3.3 Rovnice pro změnu multiplicity

Uvažujme binárńı proces a1a2 ←→ b1b2, kde a 6= b. Rovnici pro změnu multiplicity částic

typu b potom můžeme popsat rovnićı

d 〈Nb1〉
dt

=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 −

L

V
〈Nb1〉 〈Nb2〉 , (3.1)

kde G ≡ 〈σGv〉 je kreačńı člen a L ≡ 〈σLv〉 je anihilačńı člen, přičemž σG resp. σL je účinný

pr̊uřez pro proces a1a2 → b1b2 resp. pro proces b1b2 → a1a2, v je relativńı rychlost mezi

dvěma reaguj́ıćımi částicemi, Nk určuje celkový počet částic k, V je vlastńı objem reakce

(objem, ve kterém spolu částice interaguj́ı a ”v́ı”o sobě). Součin σv je následně ustředněn

přes všechny relativńı rychlosti reaguj́ıćıch částic. Typickým př́ıkladem tohoto procesu je pro-

dukce/anihilace kaonu π+π− ↔ K+K−. Rovnice pro změnu multiplicity (3.1) však nemůže

být použita v př́ıpadě ř́ıdké produkce částic a silné korelace pomoćı přesného zachováńı

náboje.

Rovnice (3.1) obecně neobsahuje korelaci mezi produkćı/anihilaćı b1 a b2, která tam

např́ıklad bude, budou-li mı́t opačné náboje. Abychom mohli tuto korelaci zahrnout, de-

finujeme pravděpodobnost Pi,j, která určuje pravděpodobnost nalezeńı i částic b1 a j částic

b2 v 1 eventu. Dále definujeme pravděpodobnost Pi, že najdeme i částic typu b v 1 eventu.

Pr̊uměrný počet částic b v jednom eventu je definován jako

〈Nb〉 =
∞∑
i=0

iPi. (3.2)

Potom je obecná rovnice pro pr̊uměrnou částicovou multiplicitu dána vztahem

d 〈Nb1〉
dτ

=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 −

L

V

∑
i,j

ijPi,j. (3.3)

Aby byla zachována vnitřńı symetrie U(1) (v př́ıpadě kaon̊u podivnost), muśı částice b1 a

b2 nést opačný náboj. Aby platila U(1) nábojová neutralita systému, muśı platit N ≡ Nb1 ≡
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

Nb2 . Počty částic b1 a b2 jsou tedy silně korelované.

Potom plat́ı

Pi,j = Piδij, (3.4)

a ∑
i,j

ijPi,j =
∑
i

i2Pi ≡
〈
N2
〉

= 〈N〉2 +
〈
δN2

〉
, (3.5)

kde 〈δN2〉 reprezentuje fluktuace počtu b1b2 pár̊u v jednotlivých srážkách.

Po celou dobu předpokládáme, že máme velký počet částic a1 a a2 (např. pion̊u nebo

nukleon̊u), takže můžeme zanedbat ”event-by-event” fluktuace jejich multiplicit a změnu

jejich počtu během procesu.

Pomoćı rovnic (3.4) a (3.5) můžeme přepsat rovnici (3.3) do tvaru

d 〈N〉
dτ

=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 −

L

V

〈
N2
〉
. (3.6)

Pokud vzniká velký počet pár̊u b1b2, tj. 〈N〉 � 1, potom plat́ı

〈
N2
〉
≈ 〈N〉2 (3.7)

a rovnice (3.6) přejde do následuj́ıćıho tvaru

d 〈N〉
dτ

≈ G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 −

L

V
〈N〉2 . (3.8)

Pokud vzniká malý počet pár̊u b1b2, tj. 〈N〉 � 1, rovnice (3.1) a (3.8) už dále neplat́ı. V

tomto př́ıpadě máme P1 � Pi pro i ≥ 2, potom

〈
N2
〉
≈ 〈N〉 , (3.9)

č́ımž přejde rovnice (3.6) do následuj́ıćıho tvaru

d 〈N〉
dτ

=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 −

L

V
〈N〉 . (3.10)

Z rovnice (3.8) vid́ıme, že pro př́ıpad 〈N〉 � 1 záviśı absorpčńı člen na počtu pár̊u b1b2

kvadraticky, zat́ımco pro 〈N〉 � 1 pouze lineárně.

Vztahy v kapitole 3.3 byly převzaty z [17].
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3.4 Multiplicita v rovnovážném stavu a relaxačńı čas

Abychom mohli ilustrovat rozd́ıly v časovém vývoji malého a velkého počtu částic, budeme

předpokládat dva limitńı př́ıpady: 〈N〉 � 1 a 〈N〉 � 1. Toto rozděleńı na dva limitńı př́ıpady

je ještě potřeba trochu upřesnit. Počet částic systému 〈N〉 se s časem měńı. Limitńı př́ıpady

se tedy lǐśı t́ım, kolik částic typu b se během vývoje vyprodukuje, pokud systém necháme

vyv́ıjet dostatečně dlouho. Bude-li kreačńı člen velký v d̊usledku velkého účinného pr̊uřezu

pro kreačńı reakci, bude nakonec velké i N . V opačném př́ıpadě, kdy bude kreačńı člen malý

oproti anihilačńımu členu (např. d́ıky tomu, že budou částice b moc těžké), z̊ustane systém

vždy u malého N . Budeme uvažovat systém se stálou teplotou, objemem a s nulovým počtem

počátečńıch b1b2 pár̊u, tj. 〈N〉 (τ = 0) = 0.

V limitě 〈N〉 � 1 plat́ı rovnice (3.8) a jej́ı řešeńı má tvar

〈N〉GC (τ) = NGC
eq tanh(τ/τGC0 ), (3.11)

kde NGC
eq je rovnovážná hodnota pro počet pár̊u b1b2 a τGC0 je relaxačńı čas. Tyto konstanty

jsou dány vztahy

NGC
eq =

√
ε, τGC0 =

V

L
√
ε
, (3.12)

kde

ε = G 〈Na1〉 〈Na2〉 /L. (3.13)

V př́ıpadě, kdy jsou rozděleńı hybnost́ı částic tepelná, kreačńı člen (G) a anihilačńı člen

(L) jsou tepelné pr̊uměry účinných pr̊uřez̊u pro produkci a absorpci. Potom po zanedbáńı

kvantové statistiky plat́ı

G

L
=

db1α
2
b1
K2(αb1)db2α

2
b2
K2(αb2)

da1α
2
a1
K2(αa1)da2α

2
a2
K2(αa2)

, (3.14)

kde dk jsou degeneračńı faktory, αk ≡
mk

T
a K2 jsou modifikované Besselovy funkce.

Rovnovážná hodnota pro počet pár̊u b1b2 pak přejde z rovnice (3.12) do tvaru

NGC
eq =

1

2π2
V T 3

√
db1α

2
b1
K2(αb1)

√
db2α

2
b2
K2(αb2). (3.15)
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

Rovnovážná hodnota je tedy popsána pomoćı grandkanonických výsledk̊u bez chemického

potenciálu d́ıky U(1) nábojové neutralitě systému.

V limitě 〈N〉 � 1 je časový vývoj popsán rovnićı (3.10), která má následuj́ıćı řešeńı

〈N〉C (τ) = NC
eq(1− exp(−τ/τC0 )), (3.16)

s rovnovážnou hodnotou a relaxačńım časem ve tvaru

NC
eq = ε, τC0 =

V

L
. (3.17)

Pro tepelné rozděleńı hybnost́ı má rovnovážná hodnota multiplicity pár̊u b1b2 tvar

NC
eq =

[
db1
2π2

V T 3α2
b1
K2(αb1)

]
·
[
db2
2π2

V T 3α2
b2
K2(αb2)

]
. (3.18)

Tato rovnice ukazuje lokálńı nábojové zachováńı U(1). Pro každou částici b1 je vyprodu-

kována ve stejném eventu i částice b2 s opačným nábojem, aby se zachoval lokálně náboj.

Tento výsledek je očekáván z kanonického formalismu, který vyjadřuje zákony zachováńı.

Rovnice (3.18) vyjadřuje pouze vedoućı člen rozvoje kanonického výsledku pro multiplicity

částic nesoućıch U(1) náboje. Obecný výraz má tvar

NC
eq = NGC

eq

I1(2Neq
GC)

I0(2NeqGC)
, (3.19)

kde hodnota NGC
eq je dána rovnićı (3.15) a Ii jsou modifikované Besselovy funkce.

Nyńı porovnáme rovnice (3.12) a (3.17).

Pro 〈N〉 � 1 je rovnovážná hodnota multiplicity v kanonickém formalismu mnohem

menš́ı než hodnota, která je předpokládána z grandkanonického výsledku

NC
eq = (NGC

eq )2 � NGC
eq . (3.20)

Z rovnice (3.20) vid́ıme, že kanonický formalismus je pro popis nábojového zachováńı pro

malou multiplicitu nabitých částic velice d̊uležitý.

Hustota částic v grandkanonické limitě nezáviśı na objemu V , zat́ımco v kanonické limitě

se hustota škáluje s 1/V .

Dále plat́ı, že relaxačńı čas pro kanonický systém je mnohem kratš́ı než pro grandkano-

nický systém
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τC0 = τGC0 NGC
eq � τGC0 (3.21)

d́ıky malému počtu částic (NGC
eq � 1).

Grandkanonické výsledky souhlaśı s malými fluktuacemi počtu pár̊u b1b2 (〈δN2〉 / 〈N〉2 �
1), zat́ımco kanonický popis vede k velkým fluktuaćım počtu pár̊u b1b2.

Vztahy v kapitole 3.4 byly převzaty z [17].

3.5 Řı́d́ıćı rovnice

V této kapitole formulujeme obecnou rovnici vývoje rozděleńı multiplicity systému, která

je platná pro libovolnou hodnotu 〈N〉. Tato rovnice se nazývá ř́ıd́ıćı rovnice pro Pn(τ),

pravděpodobnost nalezeńı n pár̊u b1b2 v bezrozměrném čase τ . Tato pravděpodobnost se

zvětšuje přechodem systému ze stav̊u n − 1 nebo n + 1 do stavu n, a naopak zmenšuje se

přechody systému ze stavu n do stav̊u n− 1, anebo n+ 1.

Pro binárńı proces a1a2 → b1b2, kde a 6= b, jako je např. reakce π+N → K+ Λ, má ř́ıd́ıćı

rovnice tvar

dPn(τ)

dτ
= ε [Pn−1(τ)− Pn(τ)]−

[
n2Pn(τ)− (n+ 1)2Pn+1(τ)

]
, (3.22)

kde n = 0, 1, 2, 3, ..., ε je definováno vztahem (3.13). Bezrozměrná časová proměnná τ má

tvar

τ = t
L

V
, (3.23)

takže τ je měřeno v jednotkách relaxačńıho času τC0 = V/L.

Rovnice (3.22) muśı být řešena numericky.

Vztahy v kapitole 3.5 byly převzaty z [18].

3.6 Generuj́ıćı funkce

Vynásobeńım rovnice (3.22) n a vysumováńım přes n obdrž́ıme obecnou rovnici pro

středńı hodnotu multiplicity (3.6). Rovnice (3.22) obsahuje ovšem mnohem v́ıce informaćı

než rovnice pro středńı hodnotu multiplicity (3.6).
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

Rovnici (3.22) pro pravděpodobnosti Pn můžeme převést na parciálńı diferenciálńı rovnici

pro generuj́ıćı funkci

g(x, τ) =
∞∑
n=0

xnPn(τ). (3.24)

Vynásobeńım rovnice (3.22) xn a vysč́ıtáńım přes n dostaneme

∂g(x, τ)

∂τ
=
L

V
(1− x)(xg′′ + g′ − εg), (3.25)

kde g′ ≡ ∂g

∂x
. Je zřejmé, že g(1, τ) se neměńı v čase, což je ekvivalentńı zachováńı celkové

pravděpodobnosti.

Řešeńı v rovnovážném stavu źıskáme po vyřešeńı rovnice

xg
′′

eq + g
′

eq − εgeq = 0. (3.26)

Po zavedeńı substituce x = y2/(4ε) můžeme rovnici (3.26) redukovat na Besselovu rovnici.

Řešeńı, které je regulérńı v x = 0 (g(0) = P0 ≤ 1), je dáno vztahem

geq(x) =
I0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)

(3.27)

s normalizaćı g(1) =
∑
Pn = 1, ε bylo definováno v rovnici (3.13).

Detailńı odvozeńı rovnovážné hodnoty geq(x) je provedeno v Př́ıloze B.1.

Rovnovážné rozděleńı pravděpodobnosti Pn źıskáme z rovnic (3.24) a (3.27) ve tvaru

Pn,eq =
εn

I0(2
√
ε)(n!)2

(3.28)

a hodnota pro pr̊uměrný počet b1b2 pár̊u v 1 eventu v rovnováze je dána jako

〈N〉eq = g
′

eq(1). (3.29)

Vztahy v kapitole 3.6 byly převzaty z [17].
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3.7 Faktoriálńı momenty

Faktoriálńı momenty źıskáme pomoćı derivaćı generuj́ıćı funkce.

Rovnovážné hodnoty druhého (F2 = 〈N(N − 1)〉), třet́ıho ( F3 = 〈N(N − 1)(N − 2)〉) a

čtvrtého (F4 = 〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉) faktoriálńıho momentu jsou odvozeny v Př́ıloze

C.

Vztah pro rovnovážnou hodnotu středńıho počtu částic je dán jako

〈N〉eq = g
′

eq(1) =
√
ε
I
′
0(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

=
√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
. (3.30)

Pro rovnovážnou hodnotu 2. faktoriálńıho momentu dostaneme vztah

〈N(N − 1)〉eq = g
′′

eq(1) = −1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (3.31)

Rovnovážná hodnota 3. faktoriálńıho momentu je dána vztahem

〈N(N − 1)(N − 2)〉eq = g
′′′

eq(1)

=
3

4

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− 3

4
ε
I0(2
√
ε) + I2(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

4
ε3/2 I3(2

√
ε) + 3I1(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (3.32)

Pro rovnovážnou hodnotu 4. faktoriálńıho momentu jsme odvodili vztah

〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉eq = gIV.eq (1) = −15

8

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
15

8
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

− 3

4
ε3/2 3I1(2

√
ε) + I3(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

8
ε2 3I0(2

√
ε) + 4I2(2

√
ε) + I4(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (3.33)

3.7.1 Centrálńı momenty

Postupnými úpravami lze z rovnic (C.3), (C.6), (C.9) a (C.12) vyjádřit centrálńı momenty

〈(N − 〈N〉)〉, 〈(N − 〈N〉)2〉, 〈(N − 〈N〉)3〉 a 〈(N − 〈N〉)4〉. Z těchto hodnot pak můžeme

vyjádřit koeficient šikmosti a koeficient špičatosti.

Koeficient šikmosti (Obr.3.1) je charakteristika rozděleńı náhodné veličiny, která popisuje

jeho asymetrii. Nulová šikmost znač́ı, že hodnoty náhodné veličiny jsou symetricky rozděleny

vlevo a vpravo od středńı hodnoty. Kladná šikmost znač́ı, že vpravo od pr̊uměru se vyskytuj́ı
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

odlehleǰśı hodnoty nežli vlevo (rozděleńı má tzv. pravý ocas) a většina hodnot se nacháźı

vlevo bĺızko od pr̊uměru. U záporné šikmosti je tomu naopak. Symetrická rozděleńı včetně

normálńıho rozděleńı maj́ı šikmost nula [23]. Koeficient šikmosti je definován vztahem

S =
〈(N − 〈N〉)3〉
〈(N − 〈N〉)2〉3/2

(3.34)

Koeficient špičatosti (Obr.3.2) je charakteristika rozděleńı náhodné veličiny, která po-

rovnává dané rozděleńı s normálńım rozděleńım pravděpodobnosti. Normálńı rozděleńı má

špičatost nula. Kladná špičatost znač́ı, že většina hodnot náhodné veličiny lež́ı bĺızko jej́ı

středńı hodnoty a hlavńı vliv na rozptyl maj́ı málo pravděpodobné odlehlé hodnoty. Křivka

hustoty je špičatěǰśı, nežli u normálńıho rozděleńı. Záporná špičatost znač́ı, že rozděleńı je

rovnoměrněǰśı a jeho křivka hustoty je plošš́ı nežli u normálńıho rozděleńı [23]. Pro koeficient

špičatosti plat́ı vztah

κ =
〈(N − 〈N〉)4〉
〈(N − 〈N〉)2〉2

− 3. (3.35)

Obrázek 3.1: Koeficient šikmosti [24].

Obrázek 3.2: Koeficient špičatosti [25].

Vztahy (3.34) a (3.35) byly převzaty z [22].
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3.8 Numerické řešeńı ř́ıd́ıćı rovnice

3.8.1 Počátečńı podmı́nky

Budeme uvažovat tyto dva př́ıpady:

1. Počátečńı počet částic předpokládáme menš́ı než je hodnota v rovnovážném stavu.

Tomuto předpokladu odpov́ıdá např. proces produkce kaon̊u v 1A GeV srážce těžkých iont̊u.

2. Počátečńı počet částic předpokládáme větš́ı než je hodnota v rovnovážném stavu. Tento

př́ıpad je např. produkce p̊uvabu v 200A GeV srážkách těžkých iont̊u [18].

V prvńım př́ıpadě můžeme předpokládat, že na počátku máme v daném eventu maximálně

1 částici. V tomto př́ıpadě maj́ı počátečńı podmı́nky tvar

P0(τ = 0) = 1−N0, (3.36)

P1(τ = 0) = N0, (3.37)

Pn(τ = 0) = 0, n > 1, (3.38)

kde N0 je počátečńı pr̊uměrný počet částic.

Tyto počátečńı podmı́nky nazýváme binomickými počátečńımi podmı́nkami. V práci [18]

bylo ukázáno, že druhý faktoriálńı moment zač́ıná v nule. Na Obr. 3.3 vid́ıme, že třet́ı a čtvrtý

faktoriálńı moment v tomto př́ıpadě také zač́ıná v 0 a poté rychle dosáhne svého maxima v

čase

τmax =
N0

〈N〉eq
(3.39)

a pro N0/ 〈N〉eq � 1 je maximálńı hodnota druhého faktoriálńıho momentu Fmax
2 ' 1.

Proto se faktoriálńı momenty bĺıž́ı shora ke své rovnovážné hodnotě a měřeńı moment̊u

potom bude indikovat stupeň rovnováhy, které bylo dosaženo ve srážce těžkých iont̊u. Přesný

čas, kdy momenty dosáhnou maxima, záviśı na parametrech N0 a ε, [18].

V druhém př́ıpadě můžeme předpokládat, že jsou na počátku pravděpodobnosti Pn rozdělené

podle poissonovského rozděleńı

Pn(τ = 0) =
Nn

0

n!
e−N0 . (3.40)
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

V tomto př́ıpadě zač́ınaj́ı faktoriálńı momenty v Fn(τ = 0) = 1.

3.8.2 Časový vývoj faktoriálńıch moment̊u

Necháme rozděleńı multiplicity vyv́ıjet v čase podle ř́ıd́ıćı rovnice (3.22).

Normovaný druhý faktoriálńı moment je dán vztahem

F2(τ) = 〈N(N − 1)〉 / 〈N〉2 , (3.41)

normovaný třet́ı faktoriálńı moment má tvar

F3(τ) = 〈N(N − 1)(N − 2)〉 / 〈N〉3 (3.42)

a normovaný čtvrtý faktoriálńı moment je potom

F4(τ) = 〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉 / 〈N〉4 . (3.43)

Výsledky pro binomické a poissonovské počáteńı podmı́nky pro r̊uzné hodnoty parametr̊u

N0 a ε jsou v následuj́ıćı kapitole.

3.8.3 Výsledky

Nejdř́ıve se pod́ıvejme na př́ıpad termalizace, kde se teplota nebude měnit a tud́ıž rozděleńı

hybnost́ı a ustředněné účinné pr̊uřezy z̊ustávaj́ı konstantńı.

Na Obr. 3.3 vid́ıme 2. faktoriálńı moment pro r̊uzné hodnoty počátečńıho pr̊uměrného

počtu N0 částic a pro binomické počátečńı podmı́nky. Vid́ıme, že pro větš́ı pr̊uměrný počet

částic N0 dostaneme menš́ı hodnotu Fmax
2 .

Rovnice(3.22) byla řešena s binomickými počátečńımi podmı́nkami (Obr. 3.3, Obr. 3.4,

Obr. 3.6) a s poissonovskými počátečńımi podmı́nkami (Obr. 3.5).

Z těchto obrázk̊u je vidět, že se všechny faktoriálńı momenty v př́ıpadě konstantńı teploty

bĺıž́ı k jejich rovnovážné hodnotě stejně rychle. Faktoriálńı momenty se však pro binomické

počátečńı podmı́nky odlǐsuj́ı jejich maximálńımi dosaženými hodnotami. Se zvyšuj́ıćım se

řádem momentu rozděleńı multiplicity se snižuje hodnota tohoto momentu. Pro poissonovské

počátečńı podmı́nky (Obr. 3.5) je maximálńı hodnota všech moment̊u rovna 1.

Na Obr. 3.6 vid́ıme časový vývoj 2., 3. a 4. faktoriálńıho momentu, které jsou předělené
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jejich rovnovážnými hodnotami odvozenými v Př́ıloze C a tud́ıž všechny tyto momenty kon-

verguj́ı k 1.

Obrázek 3.3: Časový vývoj druhého faktoriálńıho momentu pro binomické počátečńı

podmı́nky. Druhý faktoriálńı moment je ukázán pro r̊uzné hodnoty pr̊uměrného počtu částic

N0 pro ε = 0, 1.

Za použit́ı ř́ıd́ıćı rovnice nezávislé na teplotě jsem tedy zjistila, že při zvyšuj́ıćım se řádu

momentu rozděleńı multiplicity nenar̊ustá doba, za kterou tento moment dosáhne svého rov-

novážného stavu.
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3. ROZDĚLENÍ MULTIPLICITY

Obrázek 3.4: Druhý, třet́ı a čtvrtý faktoriálńı moment pro binomické počátečńı podmı́nky

pro ε = 0, 1 a N0 = 0, 005.

Obrázek 3.5: Druhý, třet́ı a čtvrtý faktoriálńı moment pro poissonovské počátečńı podmı́nky

pro ε = 0, 1 a N0 = 0, 000009.
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Obrázek 3.6: Časový vývoj druhého, třet́ıho a čtvrtého faktoriálńıho momentu pro bino-

mické počátečńı podmı́nky, které jsou předělené jejich rovnovážnými hodnotami odvozenými

v kapitole 3.7.
.

46



4 Řı́d́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

4.1 Motivace

Na obrázkách Obr. 3.4, Obr. 3.5 a Obr. 3.6 v kapitole 3.8.3 jsme viděli, že relaxace

faktoriálńıch moment̊u vypadá pro všechny tři momenty velice podobně. Pro daľśı studium

faktoriálńıch moment̊u chceme do ř́ıd́ıćı rovnice přidat závislost na teplotě a reálném čase.

V př́ıpadě, že se teplota neměńı, je možné ř́ıd́ıćı rovnici formulovat v bezrozměrném čase,

který vznikne tak, že se čas přeškáluje relaxačńım časem. To jde v př́ıpadě, že se relaxačńı

čas neměńı. To nastává v př́ıpadě neměnné teploty. Ale měńı-li se teplota, bude se také

měnit i relaxačńı čas a tud́ıž se dř́ıve použitá základńı časová škála měńı a nemůžeme zavést

bezrozměrný čas. Také to znamená, že budeme muset vývoj poč́ıtat pro konkrétńı chemic-

kou reakci s konkrétńımi účinnými pr̊uřezy. Dı́ky tepelnému pr̊uměrováńı účinných pr̊uřezu

vstouṕı do rovnice závislost na teplotě. Budeme se cht́ıt pod́ıvat na to, co se stane s fak-

toriálńımi momenty, když se bude teplota měnit postupně. Chceme se pod́ıvat, zda-li se při

změně teploty ukážou nějaké rozd́ıly mezi r̊uznými momenty. Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě

a reálném čase odpov́ıdá reálné situaci, ve které se teplota fireballu snižuje.

4.2 Chemické složeńı a reakce

Pro potřeby pr̊uměrováńı přes relativńı rychlosti budeme předpokládat, že jsou hybnosti

rozděleny podle Boltzmannova rozděleńı

ni(p) ∝ exp

(
−
√
m2
i + p2

T

)
, (4.1)

kde p je hybnost, mi je hmotnost částice i a T je teplota.

T́ım vytvoř́ıme předpoklad tepelné rovnováhy, ale chemicky budeme systém považovat za

systém v nerovnovážném stavu.

Relativńı rychlost je dána vztahem

vij =

[
(pipj)

2 −m2
im

2
j

]1/2
EiEj

, (4.2)

kde Ei a Ej jsou energie dvou částic.



Středńı hodnota součinu účinného pr̊uřezu σXij a relativńı rychlosti vij je definována jako

〈
σXij vij

〉
=

∫
d3pi

∫
d3pjni(pi)nj(pj)σ

X
ij vij, (4.3)

kde nk(pk) jsou rozděleńı hybnosti částic.

Po vyintegrováńı rovnice (4.3) źıskáme požadovaný vztah pro středńı hodnotu součinu

účinného pr̊uřezu a relativńı rychlosti ve tvaru

〈
vijσ

X
ij

〉
=

∫∞√
s0
dxσXij (x)K1

( x
T

)
[x2 − (mi +mj)

2] [x2 − (mi −mj)
2]

4m2
im

2
jTK2(mi/T )K2(mj/T )

, (4.4)

kde Ki jsou modifikované Besselovy funkce definované vztahy

K1(z) =

∫ ∞
0

e−z cosh t cosh(t)dt, (4.5)

K2(z) =

∫ ∞
0

e−z cosh t cosh(2t)dt. (4.6)

Dále
√
s0 = max(mi +mj,Σfinalma) (4.7)

je prahová energie reakce.

Vztahy v kapitole 4.2 byly převzaty z [19] a [20].

4.3 Účinné pr̊uřezy pro produkci kaon̊u

V následuj́ıćıch kapitolách specifikujeme účinné pr̊uřezy pro reakce s produkćı podiv-

nosti, které jsou relevantńı pro uvažované energie srážky. Budeme zanedbávat možnou změnu

účinného pr̊uřezu v husté a horké hmotě a budeme uvažovat jeho vakuovou hodnotu. Tato

aproximace splňuje náš předpoklad, že se vlastnosti všech částic v médiu neměńı.

Pro procesy s dvěma částicemi v konečném stavu muśıme do výpočtu zahrnout i inverzńı

reakce.

Účinný pr̊uřez pro inverzńı reakce se poč́ıtá z poměr̊u fázových prostor̊u v konečném stavu

jako

σ34−→12(
√
s) =

(2J3 + 1)(2J4 + 1)

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

p2
cm(s,m1,m2)

p2
cm(s,m3,m4)

× σ12−→34, (
√
s) (4.8)
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4. ŘÍDÍCÍ ROVNICE ZÁVISLÁ NA TEPLOTĚ A REÁLNÉM ČASE

kde Ji a mi jsou spiny a hmotnosti částic, které se účastńı reakce, σ12−→34(
√
s) je účinný

pr̊uřez pro reakci a1a2 → b1b2 a pcm je hybnost v soustavě hmotného středu definovaná jako

p2
cm(s,m1,m2) =

[s− (m2
1 +m2

2)]
2 − 4m2

1m
2
2

4s
. (4.9)

Vztahy v kapitole 4.3 byly převzány z [20].

4.4 Řı́d́ıćı rovnice závislá na reálném čase

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase má tvar

dPn
dt

(t) =
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 [Pn−1(t)− Pn(t)]− L

V

[
n2Pn(t)− (n+ 1)2Pn+1(t)

]
, (4.10)

kde G je ”kreačńı člen” definovaný vztahem G ≡ 〈σGv〉 a L je ”anihilačńı člen” definovaný

vztahem L ≡ 〈σLv〉. Tyto středńı hodnoty dostaneme ze vztahu (4.4).

V rovnici (4.10) je V vlastńı objem reakce, 〈Na1〉 a 〈Na2〉 jsou pr̊uměrné počátečńı počty

částic pro reakci a1a2 → b1b2.

Rovnici (4.10) dostaneme upraveńım ř́ıd́ıćı rovnice (3.22), která je závislá pouze na bez-

rozměrném čase τ . Nejprve dosad́ıme v rovnici (3.22) za ε vztah (3.13), č́ımž dostaneme

dPn
dτ

(τ) = G 〈Na1〉 〈Na2〉 /L [Pn−1(τ)− Pn(τ)]−
[
n2Pn(τ)− (n+ 1)2Pn+1(τ)

]
. (4.11)

Rovnici (4.11) nyńı přenásob́ıme L/V a dosad́ıme dτ = dt
L

V
(ze vztahu (3.23)). Tedy

L

V

dPn
dt

(t
L

V
)
V

L
=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉

[
Pn−1(t

L

V
)− Pn(t

L

V
)

]
− L

V

[
n2Pn(t

L

V
)− (n+ 1)2Pn+1(t

L

V
)

]
. (4.12)

Po přeškálováńı τ = t
L

V
a přejmenováńı τ = t dostaneme rovnici (4.10).
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4.5 Reakce πN → KΛ

Ř́ıd́ıćı rovnici závislou na teplotě a reálném času budeme demonstrovat pro reakci

π+ + n→ K+ + Λ0. (4.13)

Pro hmotnosti plat́ı

mπ+ = 139, 570 MeV/c2, (4.14)

mn = 939, 565 MeV/c2, (4.15)

mΛ0 = 1115, 683 MeV/c2, (4.16)

mK+ = 493, 677 MeV/c2 (4.17)

a pro spinové degenerace plat́ı

dπ+ = 1, (4.18)

dn = 2, (4.19)

dΛ0 = 2, (4.20)

dK+ = 1. (4.21)

Hodnoty hmotnost́ı a spin̊u byly převzaty z [27].

Objem reakce uvažujeme V = 125 fm3.

Prahovou energii reakce źıskáme z rovnice (4.7)

√
s0 = max(mπ+ +mn,mΛ0 +mK+)

= max(1079, 135 MeV, 1609, 360 MeV) ' 1, 61 GeV. (4.22)
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4. ŘÍDÍCÍ ROVNICE ZÁVISLÁ NA TEPLOTĚ A REÁLNÉM ČASE

Účinný pr̊uřez pro reakci (4.13) je dán vztahy

σΛK
πN =

0, 054 · (s1/2 − 1, 61)

0, 091
fm2, 1, 7 ≥ s1/2 ≥ 1, 61 GeV, (4.23)

σΛK
πN =

0, 0045

s1/2 − 1, 6
fm2, s1/2 ≥ 1, 7 GeV, (4.24)

σΛK
πN = 0 fm2, s1/2 ≤ 1, 61 GeV. (4.25)

a je zobrazen na obrázku Obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Účinný pr̊uřez pro reakci (4.13).

Účinný pr̊uřez pro inverzńı reakci źıskáme z rovnice (4.8).

4.6 Výsledky

4.6.1 Konstantńı teplota

Nejprve ukážeme, jak vypadaj́ı faktoriálńı momenty pro ř́ıd́ıćı rovnici závislou na kon-

stantńı teplotě T předělené svou rovnovážnou hodnotou, abychom mohli posoudit, jak rychle

r̊uzné momenty termalizuj́ı.

Na Obr. 4.2 je 4. faktoriálńı moment předělený svou rovnovážnou hodnotou pro r̊uzné

teploty T = 165 MeV, T = 145 MeV a T = 125 MeV. Čtvrtý faktoriálńı moment jsem

vykreslila proto, že jsou na něm nejv́ıce patrné veškeré změny (viz. Obr.3.6). Z tohoto grafu
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je vidět, že čas termalizace pro 4. faktoriálńı moment je okolo 1000 fm/c. Z femtoskopie

ovšem v́ıme, že doba života fireballu je okolo 10 fm/c. Pro naši chemickou reakci jsme ale

dostali mnohonásobně vyšš́ı čas relaxace. Čas 1000 fm/c je př́ılǐs dlouhý na to, aby se vývoj

této chemické reakce projevil během doby vývoje fireballu. Chtěli bychom zkoumat situaci,

ve které se náš chemický systém vyv́ıj́ı přibližně stejně rychle jako expanduje fireball. Tento

rozd́ıl je zp̊usoben t́ım, že v této práci uvažujeme pouze jednu reakci πN → KΛ, avšak v

reálném př́ıpadě prob́ıhá při vývoji plazmatu v́ıce reakćı. Dále tedy budeme použ́ıvat účinný

pr̊uřez definovaný v kapitole 4.5 r̊uzně přeškálovaný, abychom źıskali v́ıce reálné závislosti.

Čtvrtý faktoriálńı moment předělený svou rovnovážnou hodnotou pro r̊uzné teploty T =

165 MeV, T = 145 MeV a T = 125 MeV s 200krát větš́ım účinným pr̊uřezem je na Obr. 4.3.

Z tohoto grafu vid́ıme, že pro 200krát větš́ı účinný pr̊uřez je doba termalizace okolo 3 fm/c.

Grafy jsou vykresleny pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Pro numerické výpočty byly použity binomické počátečńı podmı́nky s N0 = 0, 0005 a

objem byl uvažován V = 125 fm3.

Obrázek 4.2: 4. faktoriálńı moment předělený svou rovnovážnou hodnotou pro r̊uzné teploty

T = 165 MeV, T = 145 MeV a T = 125 MeV.
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Obrázek 4.3: 4. faktoriálńı moment předělený svou rovnovážnou hodnotou pro r̊uzné teploty

T = 165 MeV, T = 145 MeV a T = 125 MeV s 200krát větš́ım účinným pr̊uřezem.
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4.6.2 Postupná změna teploty

Jak už bylo řečeno, fireball se vyv́ıj́ı v čase, rychle chladne a expanduje. Doba jeho života

je okolo 10 fm/c. Relevantńı jsou pro nás potom časy řádově porovnatelné s 10 fm/c a teploty

mezi 80− 150 MeV.

Nejprve se pod́ıváme na závislost relaxačńıho času definovaného vztahem (3.12) na tep-

lotě. Tato závislost je pro r̊uzné násobky účinného pr̊uřezu σ na Obr. 4.4.

Obrázek 4.4: Závislost relaxačńıho času definovaného vztahem (3.12) na teplotě pro r̊uzné

násobky účinného pr̊uřezu σ, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Nejjednodušš́ı model časového vývoje fireballu je Bjorken̊uv model [28], ve kterém se

fireball rozṕıná v podélném směru. Podélná boost-invariantńı expanze vypadá stejně ve všech

vztažných soustavách s jakoukoli podélnou rychlost́ı. V tomto modelu je teplota nepř́ımo

úměrná podélnému času. Předpokládáme-li takovouto časovou závislost teploty, můžeme z ńı

určit, jak se s časem bude měnit relaxačńı čas.

Dále se tedy pod́ıváme na závislost relaxačńıho času definovaného vztahem (3.12) na

normálńım čase a na závislost teploty na normálńım čase. Tyto závislosti pro r̊uzné násobky

účinného pr̊uřezu σ jsou na Obr. 4.5 a na Obr. 4.6. Z obrázku Obr. 4.5 vid́ıme, že nejv́ıce
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se relaxačńı čas v̊uči normálńımu času měńı pro 30krát zvětšený účinný pr̊uřez. Závislost

teploty T na normálńım čase je daná Bjorkenovým modelem a definovaná vztahem (4.26).

Vůbec tedy nezáviśı na tom, kolikrát jsme účinný pr̊uřez zvětšili, což můžeme vidět na Obr.

4.6.

Obrázek 4.5: Závislost relaxačńıho času definovaného vztahem (3.12) na normálńım čase pro

r̊uzné násobky účinného pr̊uřezu, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Pro postupnou změnu teploty si potřebujeme nastavit počátečńı podmı́nky. Při teplotě

chemického freeze-outu vzniká v chemické rovnováze fireball. Rozděleńı multiplicity se potom

vyv́ıj́ı podle ř́ıd́ıćı rovnice při měńıćıch se podmı́nkách (teplotě a objemu). Na počátku při

teplotě 165 MeV tedy nastav́ıme systém do termalizovaného stavu.

Nyńı necháme teplotu po úplné termalizaci faktoriálńıch moment̊u klesat podle Bjorke-

nova modelu z počátečńı teploty T0 = 0, 165 GeV podle vztahu

T 3 = T 3
0

t0
t

(4.26)

až na teplotu T = 0, 100 GeV.

Čas t0 je čas hadronizace pro teplotu T = 0, 165 GeV. Z Bjorkenovy závislosti teploty na
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Obrázek 4.6: Závislost teploty T na normálńım čase, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

čase, která je na Obr. 4.6, dostaneme pro T = 0, 165 GeV t0 = 2, 2 fm/c.

Relaxačńı čas zavedený v kapitole 3 je vlastnost systému. Kdybychom systém vychýlili

z rovnováhy, po nějaké době se do ńı vrát́ı. Relaxačńı čas je měř́ıtkem toho, jak rychle to

relaxuje.

Pro všechny násobky účinného pr̊uřezu jsou hodnoty relaxačńıho času trelax pro teplotu

0, 165 GeV shrnuty v tabulce 4.1.

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

trelax[fm/c] 20,05 6,01 3,01 1,50

Tabulka 4.1: Hodnoty relaxačńıho času trelax pro r̊uzné násobky účinného pr̊uřezu pro teplotu
0, 165 GeV.

Zároveň s teplotou se měńı i objem systému podle vztahu

V = V0
t

t0
, (4.27)

kde V0 = 125 fm3.
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Pro numerické výpočty byly použity binomické počátečńı podmı́nky s N0 = 0, 005.

Výsledky jsou na obrázkách Obr. 4.7 pro 30krát zvětšený účinný pr̊uřez (čas termalizace

okolo 1, 5 fm/c), Obr. 4.8 pro 100krát zvětšený účinný pr̊uřez (čas termalizace okolo 6 fm/c),

Obr. 4.9 pro 200krát zvětšený účinný pr̊uřez (čas termalizace okolo 20 fm/c) a Obr. 4.10 pro

400krát zvětšený účinný pr̊uřez (čas termalizace okolo 3 fm/c). Grafy jsou vykresleny pro 15

pion̊u a 10 neutron̊u.

Pro porovnáńı ukazujeme, jak by vypadaly hodnoty faktoriálńıch moment̊u v rovnováze

(čerchovaná čára) a jak by vypadali ve skutečnosti, kdyby se vyv́ıjeli podle ř́ıd́ıćı rovnice

(plná čára). Na obrázkách ńıže tedy vid́ıme odlǐsnost rovnovážné křivky od nerovnovážné

křivky. Rozd́ıl je vidět předevš́ım pro menš́ı násobky účinných pr̊uřez̊u.

Obrázek 4.7: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na

100 MeV pro 30krát zvětšený účinný pr̊uřez.

Z Obr. 4.9 pro 200krát zvětšený účinný pr̊uřez, Obr. 4.8 pro 100krát zvětšený účinný

pr̊uřez, Obr. 4.10 pro 400krát zvětšený účinný pr̊uřez a z Obr. 4.7 pro 30krát zvětšený účinný

pr̊uřez vid́ıme, že vyšš́ı momenty se v́ıce odlǐsuj́ı od svých rovnovážných hodnot.
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Obrázek 4.8: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na

100 MeV pro 100krát zvětšený účinný pr̊uřez.

Obrázek 4.9: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na

100 MeV pro 200krát zvětšený účinný pr̊uřez.
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4. ŘÍDÍCÍ ROVNICE ZÁVISLÁ NA TEPLOTĚ A REÁLNÉM ČASE

Obrázek 4.10: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na

100 MeV pro 400krát zvětšený účinný pr̊uřez.
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4.6.3 Zdánlivá teplota vymrznut́ı

Z obrázk̊u Obr. 4.7, Obr.. 4.8, Obr. 4.9 a Obr. 4.10 lze zpětně určit zdánlivou tep-

lotu vymrznut́ı jednotlivých faktoriálńıch moment̊u pro r̊uzné násobky účinného pr̊uřezu.

Předpokládejme, že pozorujeme konečné hodnoty faktoriálńıch moment̊u, kterých systém

nakonec dosáhl při svém nerovnovážném vývoji v čase 10 fm/c. Mysĺıme si ale, že systém je

pořád termalizovaný a budeme se tedy ptát, při jaké teplotě by termalizovaný systém vedl

k dané hodnotě faktoriálńıho momentu v rovnovážném stavu. Tuto teplotu źıskáme tak, že

v čase t = 10 fm/c povedeme kolmici k ose y z bodu, kde daný faktoriálńı moment osu y

prot́ıná až do bodu, kde tato kolmice naraźı na rovnovážnou křivku daného faktoriálńıho mo-

mentu. Pomoćı kolmice k ose x v tomto bodě źıskáme zdánlivou teplotu vymrznut́ı daného

faktoriálńıho momentu.

Výsledky jsou na obrázkách Obr. 4.11, Obr. 4.12, Obr. 4.13, Obr. 4.14 a v tabulkách D.1,

D.2, D.3, D.4, viz. př́ıloha D.

Obrázek 4.11: Zdánlivá teplota vymrznut́ı faktoriálńıch moment̊u pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro 30krát zvětšený účinný pr̊uřez.

Vid́ıme, že vyšš́ı momenty vymrzaj́ı při nižš́ı teplotě, tedy později než momenty nižš́ı. Pro

větš́ı účinné pr̊uřezy se dedukované teploty nelǐśı tolik jako pro menš́ı účinné pr̊uřezy. Různé

faktoriálńı momenty vedou k r̊uzným hodnotám teploty.
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4. ŘÍDÍCÍ ROVNICE ZÁVISLÁ NA TEPLOTĚ A REÁLNÉM ČASE

Obrázek 4.12: Zdánlivá teplota vymrznut́ı faktoriálńıch moment̊u pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro 100krát zvětšený účinný pr̊uřez.

Obrázek 4.13: Zdánlivá teplota vymrznut́ı faktoriálńıch moment̊u pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro 200krát zvětšený účinný pr̊uřez.
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Obrázek 4.14: Zdánlivá teplota vymrznut́ı faktoriálńıch moment̊u pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro 400krát zvětšený účinný pr̊uřez.
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5. CENTRÁLNÍ MOMENTY

5 Centrálńı momenty

Při zpracováńı dat nás mı́sto faktoriálńıch moment̊u zaj́ımaj́ı momenty centrálńı, popř́ıpadě

jejich kombinace jako je např. koeficient šikmosti a špičatosti.

Pod́ıváme se tedy na odvozeńı rovnovážných hodnot centrálńıch moment̊u a na časový

vývoj centrálńıch moment̊u a jejich kombinaćı.

5.1 Rovnovážné hodnoty centrálńıch moment̊u

Rovnovážná hodnota prvńıho faktoriálńıho momentu je definovaná vztahem (3.30) jako

〈N〉eq =
√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
, (5.1)

kde ε je definované vztahem

ε = G 〈Na1〉 〈Na2〉 /L. (5.2)

Rovnovážná hodnota druhého faktoriálńıho momentu je dána vztahem (3.31) jako

〈N(N − 1)〉eq = −1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (5.3)

Rozeṕı̌seme-li levou stranu vztahu (5.3), dostaneme

〈N(N − 1)〉eq =
〈
N2
〉
eq
− 〈N〉eq . (5.4)

Rovnovážnou hodnotu středńı hodnoty N2 tedy vyjádř́ıme pomoćı rovnosti vztah̊u (5.3)

a (5.4) a dosazeńım vztahu (5.1) jako

〈
N2
〉
eq

= −1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

=
1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (5.5)
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Rovnovážná hodnota třet́ıho faktoriálńıho momentu je daná vztahem (3.32) jako

〈N(N − 1)(N − 2)〉eq

=
3

4

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− 3

4
ε
I0(2
√
ε) + I2(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

4
ε3/2 I3(2

√
ε) + 3I1(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (5.6)

Rozepsáńım levé strany vztahu (5.6) dostaneme výraz

〈N(N − 1)(N − 2)〉eq =
〈
(N2 −N)(N − 2)

〉
eq

=
〈
N3 − 2N2 −N2 + 2N

〉
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=
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〉
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=
〈
N3
〉
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− 3

〈
N2
〉
eq

+ 2 〈N〉eq . (5.7)

Rovnovážnou hodnotu středńı hodnoty N3 dostaneme tak, že dáme do rovnosti vztahy

(5.6) a (5.7) a dosad́ıme výrazy (5.1) a (5.5)
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. (5.8)

Rovnovážná hodnota čtvrtého faktoriálńıho momentu je dána vztahem (3.33) jako

〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉eq = −15
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. (5.9)
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Rozeṕı̌seme-li levou stranu vztahu (5.9), źıskáme výraz

〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉eq
=
〈
(N2 −N)(N2 − 5N + 6)

〉
eq

=
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=
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Rovnovážnou hodnotu středńı hodnoty N4 dostaneme z rovnosti vztah̊u (5.9) a (5.10) a

dosazeńım (5.1), (5.5) a (5.8)
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. (5.11)

Dále plat́ı, že:

Prvńı centrálńı moment je vždy roven 0.

Druhý centrálńı moment (variance) je definován vztahem

µ2 = varN =
〈
(N − 〈N〉)2

〉
=
〈
N2 − 2N 〈N〉+ 〈N〉2

〉
=
〈
N2
〉
− 2 〈N〉 〈N〉+ 〈N〉2 =

〈
N2
〉
− 〈N〉2 . (5.12)

Směrodatná odchylka σ je definována jako odmocnina z variance (2. centrálńıho mo-

mentu), tedy

σ =
√
varN =

√
〈N2〉 − 〈N〉2. (5.13)
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Třet́ı centrálńı moment je dán vztahem

µ3 =
〈
(N − 〈N〉)3

〉
=
〈
N3 − 3N2 〈N〉+ 3N 〈N〉2 − 〈N〉3

〉
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〉
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〉
〈N〉+ 2 〈N〉3 . (5.14)

Čtvrtý centrálńı moment je definovaný jako

µ4 =
〈
(N − 〈N〉)4

〉
=
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〉
〈N〉2 − 3 〈N〉4 . (5.15)

Koeficient šikmosti je definován vztahem

S =
µ3

σ3
=
〈(N − 〈N〉)3〉

(varN)3/2
=
〈(N − 〈N〉)3〉
〈(N − 〈N〉)2〉3/2

(5.16)

a pro koeficient špičatosti plat́ı vztah

κ =
µ4

σ4
− 3 =

〈(N − 〈N〉)4〉
(varN)2

− 3 =
〈(N − 〈N〉)4〉
〈(N − 〈N〉)2〉2

− 3. (5.17)
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5.2 Časový vývoj centrálńıch moment̊u

Nyńı z vývoje pro faktoriálńı momenty odvod́ıme chováńı centrálńıch moment̊u a jejich

poměr̊u jako je koeficient šikmosti a koeficient špičatosti. Centrálńı momenty a jejich rov-

novážné hodnoty jsou definovány v kapitole 5.1.

Pro časový vývoj centrálńıch moment̊u byl uvažován stejný model pro expanzi fireballu

jako v př́ıpadě faktoriálńıch moment̊u v předešlé kapitole. Pro numerické výpočty byly použity

binomické počátečńı podmı́nky s N0 = 0, 005.

Výsledky jsou uvedeny na obrázkách ńıže.

Na Obr. 5.1 je znázorněn počet částic 〈N〉, jehož zdánlivé teploty vymrznut́ı jsou uvedeny

v tabulce D.5. Na Obr. 5.2 je vykreslena směrodatná odchylka σ (druhá odmocnina variance),

která je definována vztahem (5.13) a jej́ıž zdánlivé teploty vymrznut́ı jsou v tabulce D.6.

Zdánlivé teploty vymrznut́ı 2. centrálńıho momentu µ2 (variance), který je definovaný vzta-

hem (5.12) jsou potom stejné jako zdánlivé teploty vymrznut́ı směrodatné odchylky. Jediným

rozd́ılem mezi těmito dvěma grafy jsou hodnoty dosažené na ose y, protože směrodatná od-

chylka je druhou odmocninou 2. centrálńıho momentu. Na Obr. 5.3, resp. Obr. 5.4 vid́ıme 3.

centrálńı moment µ3, resp. 4. centrálńı moment µ4, který je definovaný vztahem (5.14), resp.

(5.15). Jeho zdánlivé teploty vymrznut́ı jsou v tabulce D.7, resp. D.8.

Dále na obrázkách Obr. 5.5, resp. Obr. 5.6 jsou vykresleny dva d̊uležité poměry centrálńıch

moment̊u, koeficient šikmosti a koeficient špičatosti. Tyto koeficienty jsou definovány vztahy

(5.16), resp. (5.17). Zdánlivé teploty vymrznut́ı pro koeficient šikmosti a koeficient špičatosti

nebylo možno určit, protože tyto poměry pomalu klesaj́ı s klesaj́ıćı teplotou, zat́ımco rov-

novážná hodnota roste s klesaj́ıćı teplotou a tud́ıž neńı možné extrapolovat žádnou zdánlivou

teplotu vymrznut́ı. Tabulky jsou v př́ıloze D.

Z obrázk̊u tedy vid́ıme, že centrálńı momenty, norma a směrodatná odchylka klesaj́ı s

rostoućım časem t, zat́ımco koeficient šikmosti a koeficient špičatosti rostou s rostoućım

časem t.
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Obrázek 5.1: Zdánlivá teplota vymrznut́ı počtu částic pro postupnou změnu teploty ze 165

MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Obrázek 5.2: Zdánlivá teplota vymrznut́ı směrodatné odchylky pro postupnou změnu teploty

ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.
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Obrázek 5.3: Zdánlivá teplota vymrznut́ı 3. centrálńıho momentu pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Obrázek 5.4: Zdánlivá teplota vymrznut́ı 4. centrálńıho momentu pro postupnou změnu tep-

loty ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.
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Obrázek 5.5: Zdánlivá teplota vymrznut́ı koeficientu šikmosti pro postupnou změnu teploty

ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Obrázek 5.6: Zdánlivá teplota vymrznut́ı koeficientu špičatosti pro postupnou změnu teploty

ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.
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5.2.1 Daľśı poměry centrálńıch moment̊u

Zat́ımco 2., 3. a 4. centrálńı moment klesaj́ı, jak je vidět z obrázk̊u 5.2, 5.3 a 5.4, koeficient

šikmosti a špičatosti rostou (Obr. 5.5, Obr. 5.6). Ukázalo se tedy, že by mohlo záviset na

tom, jaké poměry centrálńıch moment̊u zvoĺıme. Proto prozkoumáme ještě daľśı poměry

centrálńıch moment̊u [29]. Tyto poměry nezáviśı na objemu a jsou užitečné pro srovnáńı s

experimentálńımi daty.

Budeme zkoumat následuj́ıćı poměry

R32 =
µ3

µ2

= Sσ, (5.18)

R42 =
µ4

µ2

− 3σ2 = κσ2, (5.19)

R12 =
µ1

µ2

= M/σ2, (5.20)

R31 =
µ3

µ1

= Sσ3/M, (5.21)

kde S je koeficient šikmosti, κ je koeficient špičatosti, σ je směrodatná odchylka, M je počet

částic 〈N〉 a centrálńı momenty µi jsou definované v kapitole 5.1.

Koeficient R32 je na Obr. 5.7, koeficient R42 na Obr. 5.8, koeficient R12 na Obr. 5.9 a

koeficient R31 na Obr. 5.10.
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Obrázek 5.7: Koeficient R32 pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné

účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Obrázek 5.8: Koeficient R42 pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné

účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.
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Obrázek 5.9: Koeficient R12 pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné

účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.

Obrázek 5.10: Koeficient R31 pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na 100 MeV pro

r̊uzné účinné pr̊uřezy, pro 15 pion̊u a 10 neutron̊u.
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Z obrázk̊u 5.7, 5.8 a 5.10 vid́ıme, že poměry R32, R42 a R31 klesaj́ı s rostoućım časem t,

zat́ımco poměr R12 roste s rostoućım časem t.

Jelikož jsou poměry R32, R42 a R31 klesaj́ıćı a jejich rovnovážné hodnoty klesaj́ı pomaleji

než samotné poměry nebo jsou v př́ıpadě R31 a R42 téměř konstantńı, nelze zpětně určit

př́ıslušné zdánlivé teploty vymrznut́ı.

Z Obr. 5.9 vid́ıme, že poměr R12 roste s rostoućım časem t, zat́ımco jeho rovnovážná

hodnota pomalu klesá s rostoućım časem t. Ani v př́ıpadě poměru R12 tedy nelze zpětně

určit př́ıslušné zdánlivé teploty vymrznut́ı.

Poměry R42, R32 a R31 tedy všechny klesaj́ı s rostoućım časem t, zat́ımco poměr R12

roste. Tento rozd́ıl je zřejmě zp̊usoben t́ım, že poměry R42 (tedy pod́ıl 4. centrálńıho mo-

mentu a 2. centrálńıho momentu), R32 (tedy poměr 3. centrálńıho momentu a 2. centrálńıho

momentu) a R31 (tedy poměr 3. centrálńıho momentu a počtu částic 〈N〉) jsou vždy pod́ılem

vyšš́ıho centrálńıho momentu ku nižš́ımu, zat́ımco poměr R12 je poměrem nižš́ıho centrálńıho

momentu, resp. počtu částic, ku vyšš́ımu centrálńımu momentu.
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6 Řı́d́ıćı rovnice pro reakci p + π− → ∆0 → n + π0

6.1 Motivace

V předešlých kapitolách jsme zjistili, že chováńı kombinaćı centrálńıch moment̊u jako např.

koeficientu šikmosti a špičatosti nebo poměr̊u nezávislých na objemu R12, R31, R32 a R42

záviśı na tom, jakou kombinaci moment̊u zvoĺıme. V kapitolách 4 a 5 jsme se zabývali reakćı

π+ + p → K+ + Λ, ve které se produkovala podivnost a pro kterou byla hodnota prahové

energie velice vysoká. Nyńı se pod́ıváme na reakci p+ π− → ∆0 → π0 + n, která je d́ıky své

malé hodnotě prahové energie mnohem v́ıce pravděpodobná ve srážkách těžkých iont̊u než

rovnice s produkćı podivnosti. Nyńı bychom tedy chtěli měřit fluktuace baryonového č́ısla. To

lze udělat pouze tak, že se měř́ı fluktuace proton̊u, a proto je zaj́ımavé se pod́ıvat na to, co se

děje s rozděleńım multiplicity proton̊u po chemickém vymrznut́ı. V této kapitole se nejprve

pod́ıváme na jednodušš́ı systém jedné reakce, v následuj́ıćı kapitole se potom budeme zabývat

dvojićı reakćı, kde jeden z produkt̊u prvńı reakce je zároveň reaktantem reakce druhé. Systém

těchto dvou reakćı odpov́ıdá mnohem v́ıce realitě.

6.2 Řı́d́ıćı rovnice

Stejně jako v předešlých kapitolách budeme použ́ıvat ř́ıd́ıćı rovnici závislou na reálném

čase. Pro binárńı proces p+ π− → π0 + n má ř́ıd́ıćı rovnice potom tvar

dPn
dt

(t) =
G

V
〈Np〉 〈Nπ−〉 [Pn−1(t)− Pn(t)]− L

V

[
n2Pn(t)− (n+ 1)2Pn+1(t)

]
, (6.1)

kde G je ”kreačńı člen” definovaný vztahem G ≡ 〈σGv〉 pro reakci p + π− → π0 + n a L

je ”anihilačńı člen” definovaný vztahem L ≡ 〈σLv〉 pro reakci π0 + n → p + π−. Tato ř́ıd́ıćı

rovnice popisuje pravděpodobnost, že v čase t nalezneme n páru π0n.

Pro hmotnosti a degeneračńı faktory částic, které se účastńı reakce plat́ı
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mπ− = 139, 570 MeV/c2, (6.2)

mπ0 = 134, 977 MeV/c2, (6.3)

mn = 939, 565 MeV/c2, (6.4)

mp = 938, 272 MeV/c2, (6.5)

dπ− = 1, (6.6)

dπ0 = 1, (6.7)

dn = 2, (6.8)

dp = 2. (6.9)

Hodnoty hmotnost́ı a degeneračńıch faktor̊u byly převzaty z [27].

6.3 Parametrizace pion-nukleonových účinných pr̊uřez̊u

Piony jsou produkovány skrze ∆-rezonance, které se poté rozpadaj́ı. Předpokládá se, že emito-

vané piony interaguj́ı s daľśımi nukleony a tvoř́ı tak nové ∆-rezonance. Časový vývoj populace

pion̊u a ∆-rezonanćı je předmětem výzkumu. Zjistilo se, že ∆-rezonanćı je během sekvence

baryon-baryonových srážek v́ıce než pion̊u. Př́ıtomnost ∆-rezonanćı se zdá být d̊uležitá pro

chlazeńı pionového systému [32].

Pro pion-nukleonové interakce je dominantńı produkce přes ∆ rezonanci. V tomto př́ıpadě

lze použ́ıt čistý izobarický model. Parametrizace účinného pr̊uřezu v [mb] pro pion-nukleonovou

interakci za vzniku ∆++ rezonance je následuj́ıćı

σ(π+p→ ∆++) =
326, 5

1 + 4

(√
s− 1, 215

0, 110

)2

q3

q3 + (0, 18)3
, (6.10)

kde
√
s je v jednotkách [GeV] a q v [GeV/c] je cm-hybnost. Plat́ı pro ni vztah

q =

[
(s− (mπ +mp)

2)(s− (mπ −mp)
2)

4s

]1/2

=
mp√
s
plab. (6.11)
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Tato parametrizace účinného pr̊uřezu je vykreslena na obrázku 6.1.

Obrázek 6.1: Účinnú pr̊uřez daný rovnićı (6.10).

Účinné pr̊uřezy pro ostatńı izospinové kanály lze snadno źıskat z izobarického modelu.

Plat́ı tedy

σ(π+p→ ∆++) =
3

2
σ(π0p→ ∆+) = 3σ(π−p→ ∆0)

=
3

2
σ(π0n→ ∆0) = 3σ(π+n→ ∆+)

= σ(π−n→ ∆−).

(6.12)

Dále uvedeme vztah pro poměry rozpadových š́ı̌rek pro rozpad ∆-rezonance, které jsou

dané izobarickým modelem

Γ(∆+ → π+n)

Γ(∆+ → π0p)
=

Γ(∆0 → π−p)

Γ(∆0 → π0n)
=

1

2
. (6.13)

Pro reakci p+ π− → ∆0 → π0 + n budeme potřebovat následuj́ıćı dva účinné pr̊uřezy

σ(π−p→ ∆0) =
1

3
σ(π+p→ ∆++) (6.14)

a

σ(π0n→ ∆0) =
2

3
σ(π+p→ ∆++), (6.15)

kde účinný pr̊uřez σ(π+p→ ∆++) je definovaný vztahem (6.10).
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Vztahy (6.10), (6.11), (6.12) a (6.13) byly převzaty z [30].

6.4 Clebsch-Gordanovy koeficienty

Izospin a jeho projekce jsou pro jednotlivé částice dány vztahy

∆0 = |3/2,−1/2〉 , (6.16)

p = |1/2, 1/2〉 , (6.17)

n = |1/2,−1/2〉 , (6.18)

π0 = |1, 0〉 , (6.19)

π− = |1,−1〉 . (6.20)

Obecně pro skládáńı izospinu plat́ı

|j1, µ1〉 |j2, µ2〉 =

|j1+j2|∑
J=|j1−j2|

[
j1 j2 J

µ1 µ2 M

]
|J,M〉 , (6.21)

kde M = µ1 + µ2, j1 a j2 jsou izospiny částic a µ1 a µ2 jsou jejich projekce. Ve vztahu (6.21)

představuje hranatá závorka Clebsch-Gordan̊uv koeficient, který urč́ıme z tabulky [33].

Pro pravou stranu reakce ∆0 → n+ π0 při použit́ı vztahu (6.21) plat́ı

PS : |1, 0〉 |1/2,−1/2〉 =

[
1 1/2 1/2

0 −1/2 −1/2

]
|1/2,−1/2〉+

[
1 1/2 3/2

0 −1/2 −1/2

]
|3/2,−1/2〉

=

√
1

3
|1/2,−1/2〉+

√
2

3
|3/2,−1/2〉

(6.22)

a pro levou stranu

LS : |3/2,−1/2〉 . (6.23)

Pro pravděpodobnost výskytu procesu ∆0 → n+ π0 potom plat́ı vztah

∣∣〈∆0|n+ π0
〉∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

2

3
〈3/2,−1/2|3/2,−1/2〉

∣∣∣∣∣
2

=
2

3
. (6.24)
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Účinný pr̊uřez (6.14) pro reakci p + π− → ∆0 → n + π0 přenásob́ıme ještě koeficientem

2/3, který nám podle (6.24) určuje pravděpodobnost, že se ∆0 následně rozpadne na n+ π0.

Pro pravou stranu zpětné reakce ∆0 → p+ π− plat́ı

PS : |1/2, 1/2〉 |1,−1〉 =

[
1/2 1 1/2

1/2 −1 −1/2

]
|1/2,−1/2〉+

[
1/2 1 3/2

1/2 −1 −1/2

]
|3/2,−1/2〉

= −
√

2

3
|1/2,−1/2〉+

√
1

3
|3/2,−1/2〉

(6.25)

a pro levou stranu

LS : |3/2,−1/2〉 . (6.26)

Pro pravděpodobnost výskytu procesu ∆0 → p+ π− pak plat́ı

∣∣〈∆0|p+ π−
〉∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

1

3
〈3/2,−1/2|3/2,−1/2〉

∣∣∣∣∣
2

=
1

3
. (6.27)

Účinný pr̊uřez (6.15) pro reakci n + π0 → ∆0 → p + π− přenásob́ıme ještě koeficientem

1/3, který nám podle (6.27) určuje pravděpodobnost, že se ∆0 následně rozpadne na p+ π−.

Účinné pr̊uřezy pro reakce p+π− → ∆0 → n+π0 a n+π0 → ∆0 → p+π− maj́ı nakonec

následuj́ıćı tvar

σ(π−p→ ∆0) =
1

3
· 2

3
σ(π+p→ ∆++) =

2

9
σ(π+p→ ∆++) (6.28)

a

σ(π0n→ ∆0) =
2

3
· 1

3
σ(π+p→ ∆++) =

2

9
σ(π+p→ ∆++). (6.29)

Pro prahovou energii reakce [20] dostaneme hodnotu

√
s0 = max(mi +mj,Σfinalma) = max(mπ− +mp,mπ0 +mn)

= max(1077, 8 MeV, 1074, 5 MeV) ' 1, 0778 GeV. (6.30)
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6.4.1 Konstantńı teplota

Nejprve ukážeme, jak vypadaj́ı faktoriálńı momenty pro ř́ıd́ıćı rovnici závislou na kon-

stantńı teplotě T předělené svou rovnovážnou hodnotou, abychom mohli posoudit, jak rychle

termalizuj́ı.

Na Obr. 6.2 je druhý, třet́ı a čtvrtý faktoriálńı moment předělený svou rovnovážnou

hodnotou pro teplotu 165 MeV. Tento graf je vykreslen pro 15 proton̊u a 10 pion̊u a vid́ıme

z něj, že čas termalizace všech moment̊u je okolo 10 MeV. Jelikož jsou všechny momenty

předělené svými rovnovážnými hodnotami, vid́ıme, že konverguj́ı k jedné. Na Obr. 6.3 je

vykreslena stejná situace jako na Obr. 6.2 s t́ım rozd́ılem, že jsme na počátku měli 10 proton̊u

a 10 pion̊u. Vid́ıme, že pro 10 proton̊u a 10 pion̊u dosahuj́ı faktoriáońı momenty vyšš́ıch

hodnot na ose y než pro 15 proton̊u a 10 pion̊u, ale čas termalizace se t́ım nezměnil.

Obrázek 6.2: Faktoriálńı momenty předělené svými rovnovážnými hodnotami pro teplotu

T = 165 MeV pro 15 proton̊u a 10 pion̊u.

Pro numerické výpočty byly použity binomické počátečńı podmı́nky s N0 = 0, 0005.

Objem reakce uvažujeme V = 125 fm3.
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Obrázek 6.3: Faktoriálńı momenty předělené svými rovnovážnými hodnotami pro teplotu

T = 165 MeV pro 10 proton̊u a 10 pion̊u.
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6.4.2 Postupná změna teploty

Nyńı necháme teplotu po úplné termalizaci faktoriálńıch moment̊u klesat podle Bjorke-

nova modelu stejně jako v předešlých kapitolách z počátečńı teploty T0 = 0, 165 GeV podle

vztahu

T 3 = T 3
0

t0
t

(6.31)

až na teplotu T = 0, 100 GeV.

Čas t0 je čas hadronizace pro teplotu T0. Z Bjorkenovy závislosti teploty na čase je t0 =

2, 2 fm/c.

Závislost teploty systému na reálném čase je vykreslena na Obr. 6.4.

Obrázek 6.4: Závislost teploty systému, která klesá z 165 MeV na 100 MeV, na reálném čase.

Zároveň s teplotou se měńı i objem systému podle vztahu

V = V0
t

t0
, (6.32)
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kde V0 = 125 fm3.

Pro numerické výpočty byly použity binomické počátečńı podmı́nky s N0 = 0, 005.

Na Obr. 6.5 jsou pro porovnáńı vykresleny hodnoty 2., 3. a 4. faktoriálńıho momentu v

rovnovážném stavu (přerušované čáry) a mimo rovnovážnou polohu (plné čáry). Z obrázku

je patrné , že faktoriálńı momenty pro reakci p+π− → ∆0 → π0 +n se neměńı v čase, pokud

postupně snižujeme teplotu ze 165 MeV na 100 MeV. To znamená, že když fireball expanduje

a chladne, neměńı se fluktuace v protonovém a neutronovém č́ısle. Ke stejnému závěru došli

M. Kitazawa a M. Asakawa ve svých článkách [34] a [35].

Obrázek 6.5: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty ze 165 MeV na

100 MeV pro čas termalizace okolo 10 fm/c a pro 15 proton̊u a 10 pion̊u.
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7 Řı́d́ıćı rovnice pro dvojici reakćı p+π− → ∆0 → n+π0,

p + π0 → ∆+ → n + π+

7.1 Motivace

V kapitole 6 jsme zkoumali rovnici p+ π− → ∆0 → π0 + n a zjistili jsme, že když fireball ex-

panduje a chladne, neměńı se fluktuace v protonovém a neutronovém č́ısle. Nyńı se pod́ıváme

na př́ıpad dvojice rovnic, kde jeden z produkt̊u jedné rovnice je zároveň reaktantem druhé

rovnice. V tomto př́ıpadě budeme sledovat časový vývoj počtu proton̊u, protože nás zaj́ımaj́ı

fluktuace baryonového č́ısla. Mohli bychom sledovat i časový vývoj neutron̊u, ale neutrony

nemaj́ı náboj a proto nejsou př́ımo detekovatelné a tud́ıž pro nás nevhodné pro porovnáńı s

experimentálńımi daty.

V předchoźıch kapitolách jsme použ́ıvali ř́ıd́ıćı rovnici, která popisovala časový vývoj částic

na pravé straně reakce. Nyńı budeme muset odvodit novou ř́ıd́ıćı rovnici, protože ve dvojici

reakćı p+ π− → ∆0 → n+ π0, p+ π0 → ∆+ → n+ π+ chceme sledovat protony a ty jsou na

levých stranách těchto reakćı. Produktem prvńı reakce, který je zároveň reaktantem druhé

reakce je tedy π0.

7.2 Řı́d́ıćı rovnice pro reakci A+B � C +D

Nejprve budeme demonstrovat odvozeńı nové ř́ıd́ıćı rovnice na následuj́ıćı reversibilńı

reakci

A+B � C +D, (7.1)

kde reakce směrem → prob́ıhá s rychlostńım parametrem k a reakce směrem ← prob́ıhá s

rychlostńım parametrem l.

Necht’ A(t) = a,B(t) = b, C(t) = c a D(t) = d jsou náhodné proměnné, které representuj́ı

počet částic A,B,C a D v čase t. A necht’ a, b, c a d jsou hodnoty, kterých těchto proměnné

můžou dosáhnout.

Pro P (a, b, c, d; t), pravděpodobnost nalezeńı a, b, c, d částic v čase t plat́ı
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P (a, b, c, d; t+ ∆t) = k(a+ 1)(b+ 1)∆tP (a+ 1, b+ 1, c− 1, d− 1; t)

+l(c+ 1)(d+ 1)∆tP (a− 1, b− 1, c+ 1, d+ 1; t)

+ [1− (kab+ lcd)∆t]P (a, b, c, d; t) +O(∆t2).

(7.2)

Protože je systém konzervativńı, čtyři náhodné proměnné spolu souviśı skrze počátečńı

koncentrace jednotlivých druh̊u částic, které jsou dané jako

A(0) = α, B(0) = β, C(0) = γ, D(0) = δ, (7.3)

Z tohoto vyjádřeńı plyne

α− a = β − b = c− γ = d− δ. (7.4)

A tud́ıž může být časově závislá pravděpodobnost reakce popsána pomoćı jediné náhodné

proměnné. Ř́ıd́ıćı rovnici vyjádř́ıme např́ıklad pro proměnnou A(t), která popisuje počet

částic A nacházej́ıćıch se v čase t.

Pro vyjádřeńı ř́ıd́ıćı rovnice pouze v proměnné a budeme potřebovat následuj́ıćı vztahy

plynoućı z výrazu (7.4)

(b+ 1) = β − α + a+ 1, b = β − α + a, (7.5)

(c+ 1) = γ + α− a+ 1, c = γ + α− a, (7.6)

(d+ 1) = δ + α− a+ 1, d = δ + α− a. (7.7)

Rovnice (7.2) pak přejde do tvaru

Pa(t+ ∆t) = k(a+ 1)(β − α + a+ 1)∆tPa+1(t)

+l(γ + α− a+ 1)(δ + α− a+ 1)∆tPa−1(t)

+ [1− ka(β − α + a)∆t− l(γ + α− a)(δ + α− a)∆t]Pa(t) +O(t),

(7.8)

kde pravděpodobnost Pa(t) nahradila P (a, b, c, d; t).
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na reálném čase má potom tvar

dPa(t)/dt = k [(a+ 1)(β − α + a+ 1)Pa+1(t)− a(β − α + a)Pa(t)]

+l [(γ + α− a+ 1)(δ + α− a+ 1)Pa−1(t)− (γ + α− a)(δ + α− a)Pa(t)] ,
(7.9)

Počátečńı podmı́nky pro ř́ıd́ıćı rovnici (7.9) maj́ı následuj́ıćı tvar

Pa(0) = 1, a = α, (7.10)

Pa(0) = 0, v ostatńıch př́ıpadech. (7.11)

Vztahy v kapitole 7.2 byly převzaty z [36].

7.3 Řı́d́ıćı rovnice pro dvojici reakćı

Nyńı tedy přejdeme k odvozeńı ř́ıd́ıćı rovnice pro dvojici reakćı

p+ π− → ∆0 → n+ π0, (7.12)

p+ π0 → ∆+ → n+ π+, (7.13)

kde tedy produkt prvńı rovnice (7.12) π0 je zároveň reaktantem druhé rovnice (7.13).

Pro hmotnosti a degeneračńı faktory částic plat́ı vztahy (6.2) až (6.6). A pro π+ plat́ı

mπ+ = 139, 570 MeV/c2, (7.14)

dπ+ = 0. (7.15)

Vztahy (7.14) a (7.15) byly převzaty z [27].

Účinné pr̊uřezy pro reakci p + π0 → ∆+ → n + π+ odvod́ıme stejným zp̊usobem jako

účinné pr̊uřezy pro reakci p+ π− → ∆0 → π0 + n v kapitole 6.

Pro účinné pr̊uřezy pro reakci p+ π0 → ∆+ → π+ + n, resp. pro reakci π+ + n→ ∆+ →
p+ π0 dostaneme

σ(p+ π0 → ∆+) =
1

3
· 2

3
σ(π+p→ ∆++) =

2

9
σ(π+p→ ∆++), (7.16)
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resp.

σ(π+n→ ∆+) =
2

3
· 1

3
σ(π+p→ ∆++) =

2

9
σ(π+p→ ∆++). (7.17)

Dvojici reakćı si přeṕı̌seme schematicky jako

A+B � C +D, (7.18)

A+D � C + E, (7.19)

kde A = proton, B = π−, C = neutron, D = π0 a E = π+ a pod́ıváme se na přesné odvozeńı

ř́ıd́ıćı rovnice pro tuto dvojici reakćı.

7.3.1 Přesné odvozeńı

Nyńı budeme předpokládat, že jelikož je pion̊u mnoho a tvoř́ı tedy rezervoár, nejsou che-

mickými reakcemi př́ılǐs ovlivněny.

Pro reakci potom (7.18) plat́ı

α− a = c− γ, (7.20)

b+ 1 ∼ b ∼< Nπ− >, (7.21)

d+ 1 ∼ d ∼< Nπ0 >, (7.22)

kde α a γ jsou počátečńı počty částic A a C .

A pro reakci (7.19) plat́ı

α− a = c− γ, (7.23)

d+ 1 ∼ d ∼< Nπ0 >, (7.24)

e+ 1 ∼ e ∼< Nπ+ >, (7.25)

kde α a γ jsou počátečńı počty částic A a C.
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7. ŘÍDÍCÍ ROVNICE PRO DVOJICI REAKCÍ P + π− → ∆0 → N + π0,
P + π0 → ∆+ → N + π+

Budeme-li sledovat časový vývoj počtu proton̊u, pak dostaneme ř́ıd́ıćı rovnici ve tvaru

dPa(t)/dt = k < Nπ− > [(a+ 1)Pa+1(t)− aPa(t)]

+l < Nπ0 > [(γ + α− a+ 1)Pa−1(t)− (γ + α− a)Pa(t)]

+m < Nπ0 > [(a+ 1)Pa+1(t)− aPa(t)]

+n < Nπ+ > [(γ + α− a+ 1)Pa−1(t)− (γ + α− a)Pa(t)] ,

(7.26)

kde k, resp. l je rychlostńı parametr pro rovnici (7.18) pro směr→,resp. pro← a m, resp.

n je rychlostńı parametr pro rovnici (7.19) pro směr →, resp. pro směr ←.

Rovnovážné řešeńı ř́ıd́ıćı rovnice (7.26) je odvozeno v Př́ıloze B.2.

7.3.2 Počátečńı počty částic

Pro numerické výpočty byly použity následuj́ıćı hodnoty pro počátečńı počty částic

〈Np〉 = 〈Nn〉 = 30, (7.27)

kde Np je počet proton̊u a Nn je počet neutron̊u a pro počty pion̊u plat́ı

〈Nπ+〉 = 〈Nπ−〉 = 〈Nπ0〉 = 300. (7.28)

Vlastńı objem reakce V je

V = 1950 fm3 (7.29)

a baryochemický potenciál je roven

µb = 30 MeV. (7.30)

Tyto hodnoty jsou platné pro teplotu 164 MeV a pro energii srážky
√
sNN = 200 GeV.

Hodnoty pro počátečńı počty částic byly určeny z Obr.7.1 a hodnoty (7.29) a (7.30) byly

převzaty z [31].
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Obrázek 7.1: Experimentálńı hadronové výtěžky a výtěžky spoč́ıtané z modelu pro energii

srážky
√
sNN = 200 GeV. Převzato z [31].

90



7. ŘÍDÍCÍ ROVNICE PRO DVOJICI REAKCÍ P + π− → ∆0 → N + π0,
P + π0 → ∆+ → N + π+

7.4 Výsledky

7.4.1 Konstantńı teplota

Nejprve ukážeme, jak vypadaj́ı faktoriálńı momenty pro ř́ıd́ıćı rovnici závislou na konstantńı

teplotě T pro dvojici reakćı p+ π− → ∆0 → n+ π0, p+ π0 → ∆+ → n+ π+, abychom mohli

posoudit, jak rychle tyto momenty termalizuj́ı.

Stejně jako pro reakci A + B � C + D budeme i pro systém dvou reakćı uvažovat tyto

počátečńı podmı́nky

Pa(0) = 1, a = α, (7.31)

Pa(0) = 0, v ostatńıch př́ıpadech, (7.32)

kde α je počátečńı počet proton̊u.

Na Obr. 7.2 je vykreslený druhý, třet́ı a čtvrtý faktoriálńı moment pro konstantńı teplotu

T = 165 MeV. Z tohoto grafu vid́ıme, že čas termalizace je v tomto př́ıpadě okolo 4 fm/c.

Na Obr. 7.3 jsou pak faktoriálńı momenty pro konstantńı teplotu T = 165 MeV předělené

svými rovnovážnými hodnotami.
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Obrázek 7.2: Normované faktoriálńı momenty pro konstantńı teplotu 165 MeV pro rovnici

(7.26). Tento graf je vykreslen pro 30 proton̊u a 300 pion̊u.

7.4.2 Postupná změna teploty

Nyńı necháme teplotu po úplné termalizaci faktoriálńıch moment̊u klesat podle Bjorkenova

modelu z počátečńı teploty T0 = 0, 165 GeV až na teplotu T = 0, 100 GeV stejně jako v

kapitole 6. Zároveň s klesaj́ıćı se teplotou se zvětšuje objem systému. Oproti kapitole 6 zde

byla pro počátečńı hodnotu objemu zvolena hodnota V0 = 1950 fm3, která byla převzata ze

článku [31].

Pro numerické výpočty byly uvažovány stejné počátečńı podmı́nky jako pro konstantńı

teplotu T .

Na Obr. 7.4 jsou pro porovnáńı vykresleny hodnoty 2., 3. a 4. faktoriálńıho momentu v

rovnovážném stavu (přerušované čáry) a mimo rovnovážnou polohu (plné čáry). Z obrázku

je patrné , že faktoriálńı momenty pro dvojici reakćı p + π− → ∆0 → π0 + n a p + π0 →
∆+ → n+π+ se neměńı v čase, pokud postupně snižujeme teplotu ze 165 MeV na 100 MeV.

To znamená, že ani v př́ıpadě, kdy uvažujeme dvojici reakćı p + π− → ∆0 → n + π0,

p+ π0 → ∆+ → n+ π+, nenastávaj́ı fluktuace v protonovém ani neutronovém č́ısle.

92



7. ŘÍDÍCÍ ROVNICE PRO DVOJICI REAKCÍ P + π− → ∆0 → N + π0,
P + π0 → ∆+ → N + π+

Obrázek 7.3: Normované faktoriálńı momenty pro konstantńı teplotu 165 MeV pro rovnici

(7.26) předělené svými rovnovážnými hodnotami. Tento graf je vykreslen pro 30 proton̊u a

300 pion̊u.
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Obrázek 7.4: Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu teploty pro rovnici

(7.26). Tento graf je vykreslen pro čas termalizace okolo 4 fm/c a pro 30 proton̊u a 300

pion̊u.
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8. POROVNÁNÍ VÝSLEDKŮ S EXPERIMENTÁLNÍMI DATY

8 Porovnáńı výsledk̊u s experimentálńımi daty

8.1 Motivace

V této kapitole bychom se chtěli pod́ıvat na to, zda náš jednoduchý model pro reakci π++n→
K+ + Λ0 dokáže vysvětlit výsledky z experimentu RHIC v BNL, které jsou publikovány v

článku [40]. Fluktuace počtu podivných částic, které jsou měřeny na experimentu STAR,

mohou být ovlivněny r̊uznými efekty. My se zde však zaměř́ıme pouze na jeden z nich, a sice

na změnu rozděleńı multiplicity podivných částic v d̊usledku chemických reakćı produkuj́ıćıch

a anihiluj́ıćıch podivnost.

8.2 Počátečńı podmı́nky

Objem fireballu urč́ıme přibližně jako objem válce o výšce 2τ sinh(η) a poloměru podstavy

r = 10 fm/c, kde τ je doba vývoje fireballu, která je přibližně 10 fm/c. Budeme předpokládat,

že se fireball vyv́ıj́ı pouze v podélném směru. Počty částic byly převzaty z [41] pro midrapiditu

|y| < 0.1. Dále budeme uvažovat, že η ∼ y.

Objem našeho uvažovaného fireballu je pak přibližně

V = πr22τ sinh(η) = 628, 32 fm3. (8.1)

Tento objem je ovšem objem systému na konci vývoje našeho systému (při kinetickém

freeze-outu), tedy při teplotě 100 MeV. Na počátku našeho vývoje (v době chemického freeze-

outu) při teplotě 165 MeV je potom objem

V0 = 138, 23 fm3, (8.2)

pokud uvažujeme, že se fireball rozṕıná s klesaj́ıćı teplotou a pro objem plat́ı vztah

V = V0
t

t0
, (8.3)

kde t0 = 2, 2 fm/c.

V článku [41] je uvedena pouze multiplicita proton̊u a nikoliv neutron̊u, které potřebujeme.

95



Jelikož byly sráženy ionty Au (A = 197), ve kterém je poměr neutron̊u k proton̊um dán jako

Nn

Np

=
118

79
= 1, 4937, (8.4)

źıskáme pomoćı tohoto poměru počet neutron̊u.

Jednotlivé počty částic (pro počet participant̊u Npart ∼ 338) pro r̊uzné energie srážky
√
sNN jsou dány v tabulce 8.1.

√
sNN [GeV] Np Nn Nπ+ NK+

7, 7 54,96 82,10 93,46 20,80

11, 5 44,00 65,72 123,78 24,99

19, 6 34,22 51,12 161,40 29,56

Tabulka 8.1: Počty jednotlivých druh̊u částic pro r̊uzné energie srážky
√
sNN pro midrapiditu

|y| < 0, 1 [41]

Výsledky budeme srovnávat s grafy na Obr. 8.1. Naměřená data odpov́ıdaj́ı době kine-

tického freeze-outu, což je v našem př́ıpadě v času 10 fm/c a při teplotě 100 MeV. Počátečńı

počty neutron̊u a pion̊u nastav́ıme tak, abychom v čase 10 fm/c dostali počty kaon̊u uvedené

v tabulce 8.1, protože ty odpov́ıdaj́ı počtu kaon̊u, které pozorujeme za daných podmı́nek.

Jelikož neznáme rozděleńı počátečńıho počtu částic v době chemického freeze-outu, bu-

deme uvažovat Poissonovské rozděleńı počtu částic (toto rozděleńı je definované v kapitole 3

pomoćı rovnice (3.40)).

Budeme tedy srovnávat následuj́ıćı poměry centrálńıch moment̊u

R32 =
µ3

µ2

= Sσ, (8.5)

R42 =
µ4

µ2

− 3σ2 = κσ2, (8.6)

R12 =
µ1

µ2

= M/σ2, (8.7)

kde S je koeficient šikmosti, κ je koeficient špičatosti, σ je směrodatná odchylka, M je počet

částic 〈N〉 a centrálńı momenty µi jsou definované v kapitole 5.1.
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8. POROVNÁNÍ VÝSLEDKŮ S EXPERIMENTÁLNÍMI DATY

Obrázek 8.1: Závislost M/σ2, Sσ a κσ2 na energii srážky
√
sNN . [40].

8.3 Výsledky

Na Obr. 8.2 jsou zobrazeny poměry M/σ2, Sσ, κσ2 v závislosti na klesaj́ıćı teplotě.

Na Obr. 8.3 je zobrazen poměr M/σ2, na Obr. 8.4 je poměr Sσ a na Obr. 8.5 je poměr

κσ2 pro energie srážky
√
sNN = 7, 7 GeV, 11, 5 GeV, 19, 6 GeV. Při těchto energíıch jsou

poměry měřeny na experimentu STAR.
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Obrázek 8.2: Závislost poměr̊u M/σ2, Sσ, κσ2 na klesaj́ıćı teplotě.

Ze závislost́ı jednotlivých poměr̊u na energii srážky
√
sNN vid́ıme, že náš model neńı

schopen popsat veškeré efekty, které data ovlivňuj́ı a které pozorujeme. Hlavńım problémem

srovnáńı s experimentálńımi daty je fakt, že nev́ıme, jak vypadá rozděleńı částic v době che-
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8. POROVNÁNÍ VÝSLEDKŮ S EXPERIMENTÁLNÍMI DATY

Obrázek 8.3: Závislost M/σ2 na energii srážky
√
sNN .

Obrázek 8.4: Závislost Sσ na energii srážky
√
sNN .

mického freeze-outu a tud́ıž nev́ıme, s jakým rozděleńım máme naše simulace spustit. Proto

jsme je rozhodli spustit simulace s jednoduchým Poissonovským rozděleńım počtu částic. Dále
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Obrázek 8.5: Závislost κσ2 na energii srážky
√
sNN .

√
sNN [GeV] Nn Nπ+ NK+

7, 7 24 35 21

11, 5 30 41 24,99

19, 6 37 48 29,56

Tabulka 8.2: Počty jednotlivých druh̊u částic pro r̊uzné energie srážky
√
sNN , které byly

použity pro simulace.

je vidět, že pokud bychom ř́ıd́ıćı rovnici, kterou k simulaćım využ́ıváme, spustili tak, abychom

dostali počty neutron̊u a pion̊u dané tabulkou 8.1, potom je zároveň vyprodukováno mno-

hem v́ıce kaon̊u, než kolik jich je produkováno v datech. Z toho vyplývá, že nám na počátku

vývoje v době chemického freeze-outu stač́ı nastavit mnohem menš́ı počty neutron̊u a pion̊u

tak, abychom v době kinetického freeze-outu měli počet kaon̊u srovnatelný s daty, což je vidět

z tabulky 8.2.

Daľśım ćılem tedy bude předělat ř́ıd́ıćı rovnici tak, abychom ji mohli pustit v čase pozpátku.

Ze źıskaných hodnot se potom pokuśıme určit počátečńı rozděleńı částic a s t́ımto źıskaným

rozděleńım spust́ıme naše simulace.
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Závěr

Motivaćı této diplomové práce je pozorováńı, že celkové pozorované multiplicity jednot-

livých druh̊u částic z ultrarelativistických srážek těžkých iont̊u souhlaśı se statistickým mo-

delem nad 160 MeV. Na druhé straně je možné teplotu fázového přechodu stanovit tak, že

se měř́ı vyšš́ı momenty (druhý, třet́ı a čtvrtý) rozděleńı multipliciy proton̊u a ty se potom

porovnávaj́ı s výsledky pro susceptibility baryonového č́ısla, které máme z QCD na mř́ıžce.

T́ımto zp̊usobem můžeme naj́ıt teploty, při kterých se teoretické a experimentálńı výsledky

shoduj́ı. Problém je v tom, že fluktuace počtu baryon̊u obvykle vedou k zdánlivě nižš́ı tep-

lotě fázového přechodu než zkoumáńı počtu částic. Naše simulace s postupným poklesem

teploty pro reakce produkuj́ıćı podivnost ukazuj́ı, že to tak může být proto, že vyšš́ı mo-

menty zdánlivě ukazuj́ı jinou teplotu, než při jaké systém opravdu máme, protože nedosahuj́ı

rovnovážné hodnoty.

V prvńı kapitole jsme uvedli základńı poznatky o ultrarelativistických srážkách těžkých

iont̊u, tj. o procesu produkce částic, o času termalizace, hydrodynamické expanzi, chemickém

a kinetickém vymrznut́ı. Dále jsme se zaměřili na základńı vlastnosti kvark-gluonového plazmatu

a kvantové chromodynamiky. Ve druhé kapitole je popsáno, co v́ıme o fázovém diagramu

QCD, jak se hledá jeho struktura a jak se hledá poloha kritického bodu. Ve třet́ı kapitole

je uvedena rovnice pro rozděleńı multiplicity, ř́ıd́ıćı rovnice a je zaveden pojem generuj́ıćı

funkce. S pomoćı generuj́ıćı funkce jsme odvodili rovnovážné řešeńı ř́ıd́ıćı rovnice (Př́ıloha

B) a následně rovnovážné hodnoty faktoriálńıch moment̊u (Př́ıloha C). Ř́ıd́ıćı rovnici jsme

následně řešili numericky. Ve čtvrté kapitole jsme do ř́ıd́ıćı rovnice zavedli závislost na reálném

čase. V takovém to př́ıpadě je nutné řešit ř́ıd́ıćı rovnici pro konkrétńı reakci. Vybrali jsme

reakci, ve které se produkuje podivnost π + N → Λ + K. Zavedeńım konkrétńıch účinných

pr̊uřez̊u (resp. jejich tepelných pr̊uměr̊u) vznikla v ř́ıd́ıćı rovnici př́ımá závislost na teplotě.

Z časového vývoje ř́ıd́ıćı rovnice pro fixńı hodnotu kinetické teploty jsme určili časy terma-

lizace jednotlivých moment̊u. Dı́ky závislosti na teplotě jsme mohli studovat, jak se budou

momenty chovat při postupné změně teploty. Došli jsme k závěru, že po sńıžeńı teploty (v ne-

rovnovážném stavu) se vyšš́ı faktoriálńı momenty v́ıce lǐśı od svých rovnovážných hodnot než

momenty nižš́ı. Muśıme být tedy obezřetńı, pokud chceme zpětně určovat teplotu systému

z chováńı vyšš́ıch moment̊u pocházej́ıćıch z rychle se ochlazuj́ıćıho fireballu. V páté kapitole

jsme se zaměřili na centrálńı momenty a také na jejich kombinace jako je koeficient šikmosti
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a koeficient špičatosti, které nás zaj́ımaj́ı při zpracováńı experimentálńıch dat. Odvodili jsme

rovnovážné hodnoty centrálńıch moment̊u a jejich kombinaćı a vykreslili jsme jejich časový

vývoj. Dále jsme se v této kapitole pod́ıvali na poměry, které jsou nezávislé na objemu a tud́ıž

se snadněji porovnávaj́ı s experimentálńımi daty. Zjistili jsme, že chováńı kombinaćı těchto

centrálńıch moment̊u záviśı na tom, jakou kombinaci moment̊u si zvoĺıme. Důležité je zde

také zmı́nit, že naše výsledky jsou sṕı̌se kvalitativńı, protože uvažujeme pouze jeden druh re-

akce, zat́ımco ve skutečném fireballu prob́ıhá mnohem v́ıce druh̊u reakćı. Proto jsme se v šesté

a sedmé kapitole zaměřili na studium fluktuaćı baryonového č́ısla resp. počtu proton̊u skrze

reakci π+N → ∆→ π+N . Fluktuace baryonového č́ısla nás zaj́ımaj́ı proto, že je měř́ıme na

experimentech. V šesté kapitole jsme zkoumali časový vývoj ř́ıd́ıćı rovnice pro jednu vybranou

reakci p+π− → ∆0 → π0 +n. Zjistili jsme, že se při postupném snižováńı teploty faktoriálńı

momenty pro tuto reakci neměńı v čase. To znamená, že nedocháźı ke změně fluktuaćı v

protonovém ani neutronovém č́ısle. Ke stejnému závěru došli i M. Kitazawa a M. Asakawa v

článkách [34], [35]. Zjistili jsme, že mechanismus, který ke studiu fluktuaćı použ́ıváme, nemá

na fluktuace proton̊u vliv. V sedmé kapitole je odvozena ř́ıd́ıćı rovnice pro v́ıce sofistiko-

vaný a komplikovaněǰśı systém dvojice reakćı, kde jeden z produkt̊u prvńı reakce je zároveň

reaktantem druhé reakce. Zjistili jsme, že ani pro dvojici reakćı p + π− → ∆0 → π0 + n,

p+ π0 → ∆+ → π+ + n se faktoriálńı momenty neměńı pro postupnou změnu teploty. Tud́ıž

můžeme ř́ıci, že je bezpečné určovat teplotu vymrznut́ı pomoćı studia protonových moment̊u.

V osmé kapitole jsme se pokusili vysvětlit chováńı poměr̊u centrálńıch moment̊u, které byly

naměřené na experimentu RHIC. Ukázalo se, že náš model neńı schopný vysvětlit efekty,

které v datech pozorujeme. Problémem při srovnáńı daty byl hlavně fakt, že nev́ıme, jak

fluktuace vypadaj́ı v době chemického freeze-outu, a proto naše simulace nemůžeme pustit

s takovým počátečńım rozděleńım částic, které by odpov́ıdalo naměřeným dat̊um. Daľśım

ćılem tedy bude předělat ř́ıd́ıćı rovnici tak, abychom ji mohli pustit pozpátku. Ze źıskaných

hodnot potom zkuśıme určit počátečńı rozděleńı částic a s t́ımto rozděleńım spust́ıme naše

simulace.



A. PŘÍLOHA: VZTAHY PRO MODIFIKOVANÉ BESSELOVY FUNKCE

A Př́ıloha: Vztahy pro modifikované Besselovy funkce

Obecné vztahy pro modifikované Besselovy funkce maj́ı tvar

I0(z) =
1

π

∫ π

0

e±z cos θdθ =
1

π

∫ π

0

cosh(z cos θ)dθ, (A.1)

In(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos(nθ)dθ (A.2)

Derivace funkce I0(z) je dána vztahem

I
′

0(z) =
1

π

∫ π

0

cos θez cos θdθ. (A.3)

Vid́ıme, že pravá strana vztahu (A.3) je pro n = 1 stejná jako pravá strana vztahu (A.2)

a tud́ıž pro modifikovanou Besselovu funkci I1(z) plat́ı

I1(z) = I
′

0(z). (A.4)

Derivace funkce I1(z) je dána vztahem

I
′

1(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ. (A.5)

Z rovnice (A.2) dostáváme pro n = 2 vztah pro modifikovanou Besselovu funkci I2(z)

I2(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos(2θ)dθ. (A.6)

Při využit́ı vztah̊u

cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ, (A.7)

sin2 θ = 1− cos2 θ (A.8)

dostaneme
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I2(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ − 1

π

∫ π

0

ez cos θ sin2 θdθ

=
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ − 1

π

∫ π

0

ez cos θ(1− cos2 θ)dθ

=
2

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ − 1

π

∫ π

0

ez cos θdθ = 2I
′

1(z)− I0(z). (A.9)

Potom

I
′

1(z) =
1

2
I2(z) +

1

2
I0(z). (A.10)

Ze vztahu (A.2) dostaneme pro n = 3 modifikovanou Besselovu funkci I3(z) ve tvaru

I3(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos(3θ)dθ. (A.11)

Pro úpravu tothoto vztahu budeme potřebovat výraz

cos(3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ (A.12)

a derivaci modifikované Besselovy funkce I2(z)

I
′

2(z) =
2

π

∫ π

0

ez cos θ cos3 θdθ − 1

π

∫ π

0

ez cos θ cos θdθ. (A.13)

Úpravou vztahu (A.11) popmoćı vztah̊u (A.12) a (A.13) dostaneme

I3(z) =
4

π

∫ π

0

ez cos θ cos3 θdθ − 3

π

∫ π

0

ez cos θ cos θdθ = 2I
′

2(z)− I1(z). (A.14)

Ze vztahu (A.14) potom źıskáme derivaci modifikované Besselovy funkce I
′
2(z)

I
′

2(z) =
1

2
I3(z) +

1

2
I1(z). (A.15)

Ze vztahu (A.2) dostaneme pro n = 4 modifikovanou Besselovu funkci I4(z) ve tvaru

I4(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θ cos(4θ)dθ. (A.16)

Pro úpravu vztahu (A.16) využijeme vztah
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A. PŘÍLOHA: VZTAHY PRO MODIFIKOVANÉ BESSELOVY FUNKCE

cos(4θ) = sin4 θ − 6 cos2 θ sin2 θ + cos4 θ = (1− cos2 θ)2 − 6 cos2 θ(1− cos2 θ) + cos4 θ

= 1− 2 cos2 θ + 2 cos4 θ − 6 cos2 θ + 6 cos4 θ = 1− 8 cos2 θ + 8 cos4 θ (A.17)

a derivaci modifikované Besselovy funkce I3(z)

I
′

3(z) =
4

π

∫ π

0

ez cos θ cos4 θdθ − 3

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ. (A.18)

Ze vztah̊u (A.16) dostaneme pomoćı vztah̊u (A.17) a (A.18) výraz

I4(z) =
1

π

∫ π

0

ez cos θdθ − 8

π

∫ π

0

ez cos θ cos2 θdθ +
8

π

∫ π

0

ez cos θ cos4 θdθ = 2I
′

3(z)− I2(z).

(A.19)

Potom ze vztahu (A.19) dostaneme vztah pro derivaci modifikované Besselovy funkce

I3(z)

I
′

3(z) =
1

2
I4(z) +

1

2
I2(z). (A.20)

Pro odvozeńı faktoriálńıch moment̊u v rovnovážném stavu v kapitole 3.7 se nám budou

hodit vztahy

I1(z) = I
′

0(z), (A.21)

I
′

1(z) =
1

2
I2(z) +

1

2
I0(z), (A.22)

I
′

2(z) =
1

2
I3(z) +

1

2
I1(z), (A.23)

I
′

3(z) =
1

2
I4(z) +

1

2
I2(z). (A.24)

Vztahy pro modifikované Besselovy funkce (A.1), (A.2) a (A.4) byly převzaty z [26].
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B. PŘÍLOHA: ODVOZENÍ ROVNOVÁŽNÉHO ŘEŠENÍ PRO DVOJICI ŘÍDÍCÍCH
ROVNIC

B Př́ıloha: Odvozeńı rovnovážného řešeńı pro dvojici

ř́ıd́ıćıch rovnic

B.1 Odvozeńı rovnovážného řešeńı pro jednu ř́ıd́ıćı rovnice

Ř́ıd́ıćı rovnice pro reakci a1 + a2 → b1 + b2, kde a 6= b má tvar

dPn
dt

=
G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 [Pn−1(t)− Pn(t)]− L

V
[n2Pn(t)− (n+ 1)2Pn+1(t)]. (B.1)

Rovnici (B.1) přenásob́ıme pod́ılem
V

L
a po upraveńı máme

dPn
dt

=
L

V
ε[Pn−1 − Pn]− L

V
[n2Pn − (n+ 1)2Pn+1] (B.2)

Po vynásobeńı rovnice (B.2) xn a sumováńı přes n dostaneme

∞∑
n=0

dPn
dt

xn =
L

V
ε[Pn−1x

n − Pnxn]− L

V
[n2Pnx

n − (n+ 1)2Pn+1x
n] (B.3)

Nyńı rovnici v několika kroćıch uprav́ıme do tvaru, kdy bude možné použ́ıt generuj́ıćı

funkci a jej́ı derivace

g(x, t) =
∞∑
n=0

= xnPn(t), (B.4)

g′(x, t) =
∞∑
n=0

= nxn−1Pn(t) =
1

x

∞∑
n=0

nxnpn(t), (B.5)

g′′(x, t) =
∞∑
n=0

n(n− 1)xn−2Pn(t) =
∞∑
n=0

(n2 − n)xn−2Pn(t) (B.6)

=
1

x2

∞∑
n=0

n2xnPn(t)− 1

x2

∞∑
n=0

nxnPn(t). (B.7)

Ze vztahu (B.5) vyplývá rovnost

∞∑
n=0

nxnPn(t) = xg′(x, t) (B.8)

107



a ze vztahu (B.6) potom vyplývá

∞∑
n=0

n2xnPn(t) = x2g′′(x, t) + xg′(x, t). (B.9)

Rovnici (B.3) budeme tedy postupně upravovat

∂g(x, t)

∂t
=
L

V
ε[xnPn−1(t)− g(x, t)]− L

V
[n2xnPn(t)− (n+ 1)2xnPn+1(t)] (B.10)

=
L

V
ε[xxn−1Pn−1(t)− g(x, t)]− L

V
[n2xnPn(t)− 1

x
(n+ 1)2xn+1Pn+1(t)] (B.11)

=
L

V
[xg′′(x, t) + g′(x, t)− εg(x, t)− x2g′′(x, t)− xg′(x, t) + εxg(x, t)] (B.12)

=
L

V
[−(1− x)εg(x, t) + x(1− x)g′′(x, t) + (1− x)g′(x, t)] (B.13)

=
L

V
(1− x)[xg′′(x, t) + g′(x, t)− εg(x, t)]. (B.14)

Pro rovnovážné řešeńı pak dostáváme tvar

∂g(x, t)

∂t
= 0 =

L

V
[xg′′(x, t) + g′(x, t)− εg(x, t)], (B.15)

po upravě źıskáme obyčejnou diferenciálńı rovnici ve tvaru

xg′′eq(x, t) + g′eq(x, t)− εgeq(x, t) = 0. (B.16)

Řešeńım rovnice (B.16), které je regulérńı v x = 0 (g(0) = P0 ≤ 1) je funkce

geq(x, t) =
I0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)
. (B.17)

B.2 Odvozeńı rovnovážného řešeńı pro dvojici ř́ıd́ıćıch rovnic

Budeme uvažovat tyto dvě reakce

p+ π− → ∆0 → n+ π0, (B.18)

p+ π0 → ∆+ → n+ π+. (B.19)

Dvojici reakćı si přeṕı̌seme schematicky jako
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B. PŘÍLOHA: ODVOZENÍ ROVNOVÁŽNÉHO ŘEŠENÍ PRO DVOJICI ŘÍDÍCÍCH
ROVNIC

A+B � C +D, (B.20)

A+D � C + E, (B.21)

kde A = proton, B = π−, C = neutron, D = π0 a E = π+.

Budeme-li sledovat časový vývoj počtu proton̊u, pak dostaneme ř́ıd́ıćı rovnici ve tvaru

dPa(t)/dt = k < Nπ− > [(a+ 1)Pa+1(t)− aPa(t)]
+l < Nπ0 > [(γ + α− a+ 1)Pa−1(t)− (γ + α− a)Pa(t)]

+m < Nπ0 > [(a+ 1)Pa+1(t)− aPa(t)]
+n < Nπ+ > [(γ + α− a+ 1)Pa−1(t)− (γ + α− a)Pa(t)] ,

(B.22)

kde G, resp. L je rychlostńı parametr pro rovnici (B.20) pro směr →,resp. pro ← a M ,

resp. N je rychlostńı parametr pro rovnici (B.21) pro směr →, resp. pro směr ←.

Dále si zavedeme označeńı

< Nπ− >=< Nπ+ >=< Nπ0 >= Nπ. (B.23)

γ + α = NN , (B.24)

kde NN je počet nukleon̊u.

Po vynásobeńı rovnice (B.22) xn a sumováńı přes n dostaneme

∞∑
n=0

dPn
dt

xn = GNπ[(n+ 1)Pn+1 − nPn]xn

+LNπ[(γ + α)Pn−1 − (n− 1)Pn−1 − (γ + α)Pn + nPn]xn

+MNπ[(n+ 1)Pn+1 − nPn]xn

+NNπ[(γ + α)Pn−1 − (n− 1)Pn−1 − (γ + α)Pn + nPn]xn

(B.25)

Rovnici (B.25) budeme tedy postupně upravovat

∞∑
n=0

dPn
dt

xn = GNπ[
1

x
(n+ 1)xn+1Pn+1 − nxnPn]

+LNπ[NNxx
n−1Pn−1 − (n− 1)xxn−1Pn−1 −NNx

nPn + nxnPn]

MNπ[
1

x
(n+ 1)xn+1Pn+1 − nxnPn]

+NNπ[NNxx
n−1Pn−1 − (n− 1)xxn−1Pn−1 −NNx

nPn + nxnPn].

(B.26)
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Nyńı za použit́ı vztah̊u (B.4), (B.8) a (B.9) uprav́ıme rovnici (B.26) do tvaru

∂g(x, t)

∂t
= GNπ[g′(x, t)− xg′(x, t)] + LNπ[xNNg(x, t)− x2g′(x, t)−NNg(x, t) + xg′(x, t)]

+MNπ[g′(x, t)− xg′(x, t)] +NNπ[xNNg(x, t)− x2g′(x, t)−NNg(x, t) + xg′(x, t)].

(B.27)

Po daľśı úpravě rovnice (B.27) dostaneme

∂g(x, t)

∂t
= (1− x)[GNπg

′(x, t) + LNπ[xg′(x, t)−NNg(x, t)]

+MNπg
′(x, t) +NNπ[xg′(x, t)−NNg(x, t)]]

= (1− x)[Ag′(x, t) +B[xg′(x, t)−NNg(x, t)],

(B.28)

kde

A = GNπ +MNπ, (B.29)

B = LNπ +NNπ, (B.30)

Jelikož hledáme rovnovážné řešeńı rovnice (B.28), řeš́ıme vlastně následuj́ıćı diferenciálńı

rovnici

0 = (A+Bx)g′eq(x, t)−NNBgeq(x, t), (B.31)

kde NN je počet nukleon̊u (součet počtu proton̊u a neutron̊u).

Řešeńım rovnice (B.31) je

geq(x, t) = (A+Bx)NNC1, (B.32)

kde C1 je konstanta z integrace.
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C. PŘÍLOHA: ODVOZENÍ ROVNOVÁŽNÝCH HODNOT FAKTORIÁLNÍCH
MOMENTŮ

C Př́ıloha: Odvozeńı rovnovážných hodnot faktoriálńıch

moment̊u

Abychom źıskali rovnovážnou hodnotu 1. faktoriálńıho momentu (normy) 〈N〉eq, muśıme

zderivovat funkci (3.27). Prvńı derivace funkce (3.27) má tvar

g
′

eq(x) =
√
ε

1√
x

I
′
0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)
. (C.1)

Po použit́ı vztahu (A.21) odvozeného v Př́ıloze A pro derivaci modifikované Besselovy

funkce I0

I
′

0(z) = I1(z) (C.2)

dostaneme vztah pro 1. faktoriálńı moment (středńı hodnotu 〈N〉) ve tvaru

〈N〉eq = g
′

eq(1) =
√
ε
I
′
0(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

=
√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
. (C.3)

Druhá derivace generuj́ıćı funkce (3.27) je rovna

g
′′

eq(x) = −1

2

√
εx−3/2 I

′
0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)

+
√
ε

1√
x

√
ε

1√
x

I
′′
0 (2
√
εx)

I0(2
√
ε)

=

− 1

2

√
εx−3/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+ ε
1

x

I
′
1(2
√
εx)

I0(2
√
ε)
. (C.4)

Po použit́ı vztahu (A.22) odvozeného v Př́ıloze A pro derivaci modifikované Besselovy

funkce I1

I
′

1(z) =
1

2
(I2(z) + I0(z)) (C.5)

dostaneme vztah pro 2. faktoriálńı moment (středńı hodnotu 〈N(N − 1)〉) ve tvaru

〈N(N − 1)〉eq = g
′′

eq(1) = −1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

. (C.6)
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Třet́ı derivace generuj́ıćı funkce (3.27) je rovna

g
′′′

eq(x) = −1

2

√
ε

(
−3

2

)
x−5/2 I

′
0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)
− 1

2

√
εx−3/2

√
ε

1√
x

I
′
1(2
√
εx)

I0(2
√
ε)

+ ε

(
− 1

x2

)
I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

+ ε
1

x

√
ε

1√
x

I
′
2(2
√
εx) + I

′
0(2
√
εx)

2I0(2
√
ε)

=
3

4

√
εx−5/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)
− 1

2
ε

1

x2

I0(2
√
εx) + I2(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

− ε
(

1

x2

)
I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

+ ε3/2x−3/2 I
′
2(2
√
εx) + I1(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

. (C.7)

Po použit́ı vztahu (A.23) odvozeného v Př́ıloze A pro derivaci modifikované Besselovy

funkce I2

I
′

2(z) =
1

2
(I3(z) + I1(z)) (C.8)

dostaneme vztah pro 3. faktoriálńı moment (středńı hodnotu 〈N(N − 1)(N − 2)〉) ve

tvaru

〈N(N − 1)(N − 2)〉eq = g
′′′

eq(1) =

3

4

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− 1

2
ε
I0(2
√
ε) + I2(2

√
ε)

2I0(2
√
ε)

− εI2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

2I0(2
√
ε)

+ ε3/2 I3(2
√
εx) + I1(2

√
ε)

4I0(2
√
ε)

+ ε3/2 I1(2
√
ε)

2I0(2
√
ε)

=
3

4

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− 3

4
ε
I0(2
√
ε) + I2(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+ ε3/2 I3(2
√
ε) + 3I1(2

√
ε)

4I0(2
√
ε)

. (C.9)
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C. PŘÍLOHA: ODVOZENÍ ROVNOVÁŽNÝCH HODNOT FAKTORIÁLNÍCH
MOMENTŮ

Čtvrtá derivace generuj́ıćı funkce (3.27) je rovna

gIV.eq (x) =
3

4

√
ε

(
−5

2

)
x−7/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
3

4

√
εx−5/2

√
ε

1√
x

I
′
1(2
√
εx)

I0(2
√
ε)

− 3

4
ε

1

x2

√
ε

1√
x

I
′
2(2
√
εx) + I

′
0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)

− 3

4
ε(−2)

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+ ε3/2

(
−3

2

)
x−5/2 3I1(2

√
εx) + I3(2

√
εx)

4I0(2
√
ε)

+ ε3/2x−3/2
√
ε

1√
x

3I
′
1(2
√
εx) + I

′
3(2
√
εx)

4I0(2
√
ε)

= −15

8

√
εx−7/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
3

4
ε

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

− 3

4
ε3/2x−5/2 3I1(2

√
εx) + I3(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

+
3

2
ε

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

− 3

2
ε3/2x−5/2 3I1(2

√
εx) + I3(2

√
εx)

4I0(2
√
ε)

+ ε2 1

x2

3I0(2
√
εx) + 3I2(2

√
εx) + 2I

′
3(2
√
εx)

8I0(2
√
ε)

= −15

8

√
εx−7/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
15

8
ε

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

− 3

4
ε3/2x−5/2 3I1(2

√
εx) + I3(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
1

4
ε2 1

x2

3I0(2
√
εx) + 3I2(2

√
εx) + 2I

′
3(2
√
εx)

2I0(2
√
ε)

. (C.10)

Po použit́ı vztahu (A.24) odvozeného v Př́ıloze A pro derivaci modifikované Besselovy

funkce I3

I
′

3(z) =
1

2
(I4(z) + I2(z)) (C.11)

dostaneme vztah pro 4. faktoriálńı moment (středńı hodnotu 〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉) ve

tvaru

〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉eq = gIV.eq (1) = −15

8

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
15

8
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

− 3

4
ε3/2 3I1(2

√
ε) + I3(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

4
ε2 3I0(2

√
ε) + 4I2(2

√
ε) + I4(2

√
ε)

2I0(2
√
ε)

. (C.12)
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D. PŘÍLOHA: TABULKY ZDÁNLIVÝCH TEPLOT A ZDÁNLIVÝCH ČASŮ
VYMRZNUTÍ PRO FAKTORIÁLNÍ A CENTRÁLNÍ MOMENTY

D Př́ıloha: Tabulky zdánlivých teplot a zdánlivých čas̊u

vymrznut́ı pro faktoriálńı a centrálńı momenty

Tabulky pro faktoriálńı momenty:

Moment 〈N〉 2. faktoriálńı moment 3. faktoriálńı moment 4. faktoriálńı moment

t[fm/c] 2,7352 3,2720 3,3572 3,4506

T [GeV] 0,1535 0,1446 0,1433 0,1420

Tabulka D.1: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro 30 krát větš́ı
účinný pr̊uřez.

Moment 〈N〉 2. faktoriálńı moment 3. faktoriálńı moment 4. faktoriálńı moment

t[fm/c] 3,8134 5,0458 5,2878 5,5520

T [GeV] 0,1374 0,1251 0,1232 0,1212

Tabulka D.2: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro 100 krát větš́ı
účinný pr̊uřez.

Moment 〈N〉 2. faktoriálńı moment 3. faktoriálńı moment 4. faktoriálńı moment

t[fm/c] 4,9810 6,5860 6,9490 7,3276

T [GeV] 0,1257 0,1145 0,1125 0,1105

Tabulka D.3: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro 200 krát větš́ı
účinný pr̊uřez.

Moment 〈N〉 2. faktoriálńı moment 3. faktoriálńı moment 4. faktoriálńı moment

t[fm/c] 6,4272 8,1170 8,5146 8,8924

T [GeV] 0,1155 0,1068 0,1051 0,1036

Tabulka D.4: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro 400 krát větš́ı
účinný pr̊uřez.
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Tabulky pro centrálńı momenty a jejich poměry:

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] 2,7352 3,8134 4,9810 6,4272

T [GeV] 0,1535 0,137383 0,1257 0,1155

Tabulka D.5: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro normu.

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] 3,2360 4,9968 6,4518 7,8118

T [GeV] 0,1451 0,1256 0,1153 0,1082

Tabulka D.6: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro směrodatnou odchylku.

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] 4,2652 7,1264 8,6260 9,4272

T [GeV] 0,1324 0,1116 0,1047 0,1016

Tabulka D.7: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro 3. centrálńı moment.

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] 3,2856 5,1034 6,5740 7,9064

T [GeV] 0,1444 0,1247 0,1146 0,1078

Tabulka D.8: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro 4. centrálńı moment.

Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] - - 2,7940 4,5900

T [GeV] - - 0,1524 0,1292

Tabulka D.9: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro koeficient šikmosti.
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Násobek účinného pr̊uřezu 30 100 200 400

t[fm/c] - - 2,9428 5,1804

T [GeV] - - 0,1498 0,1241

Tabulka D.10: Hodnoty zdánlivého času t a zdánlivé teploty vymrznut́ı T pro r̊uzné násobky
účinného pr̊uřezu pro koeficient špičatosti.
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