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relativistických jaderných srážkách
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Abstrakt:

Kvark-gluonové plazma (QGP) vznikaj́ıćı v rané fázi relativistické jaderné srážky je

nedávno objevená forma husté a horké hmoty, ve které už běžné hadrony neexistuj́ı a ve

které se kvarky a gluony stávaj́ı volnými.

Rozṕınáńım systému klesá jeho hustota energie, až se v určitou chv́ıli plazma změńı v

hadronový plyn. Tento proces je známý jako hadronizace. Hadrony silně interaguj́ı a při

dostatečně ńızké hustotě energie mezi nimi nedocháźı k daľśım rozptyl̊um. Proces odděleńı

hadron̊u od fireballu se nazývá vymrznut́ı. Nejdř́ıve při vyšš́ı teplotě nastává chemické vy-

mrznut́ı, při nižš́ı teplotě pak nastane kinetické vymrznut́ı.

Je tedy d̊uležité vytvářet teoretické modely, které by co nejpřesněji popsaly nadplochu

vymrznut́ı a zahrnout do nich efekty, které mohou tvar nadplochy vymrznut́ı ovlivňovat jako

je podélná a př́ıčná expanze, viskozita nebo rozpady rezonanćı.Tvar nadplochy vymrznut́ı

je možné vyjádřit r̊uznými parametrizacemi této nadplochy. Na této nadploše vymrznut́ı

jsou tvořena spektra v př́ıčné hybnosti. Spektra potom záviśı na tvaru nadplochy a na jej́ım

dynamickém stavu.

Ćılem této práce je studium vlivu r̊uzných tvar̊u nadplochy vymrznut́ı na tvar spekter

v př́ıčné hybnosti. Daľśım ćılem je potom zkoumáńı vlivu viskozity a rozpadu rezonanćı na

tvar spektra v př́ıčné hybnosti.

Kĺıčová slova: Kvark-gluonové plasma, podélné expanze, př́ıčná expanze, nadplocha vymrz-

nut́ı, viskozita, rezonance, DRAGON
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Abstract:

The quark-gluon plasma (QGP), which is produced in the early phase of an ultrarelati-

vistic nuclear collision, is a newly-discovered form of matter, in which ordinary hadrons do

not exist anymore, and in which quarks and gluons become free.

The system expands and so its energy density drops. At some point the plasma will

change into a gas of hadrons. This process is called hadronisation. Hadrons interact strongly

until the denstity is so low that no more scattering between hadrons occur. The process of

decoupling of hadrons from the fireball is called freeze-out. First at the higher temperature

chemical freeze-out occurs, then at a lower temperature there is kinetic freeze-out.

It is therefore important to create theoretical models that as closely as possible describe

the freeze-out hypersurface and to include the effects that can affect the shape of the freeze-

out hypersurface as longitudinal and transverse expansion, viscosity or decays of resonances.

Shape of the freeze-out hypersurface can be described by different parametrisation of the

hypersurface. On this freeze-out hypersurface the transverse momentum spectra are formed.

These spectra then depends on the shape of hypersurface and its dynamic state.

The aim of this thesis is to study the influence of various shapes of the freeze-out hy-

persurface on the shape of the transverse mass spectra. Another aim is then to investigate

the influence of the viscosity and decays of resonances on the shape of the transverse mass

spectra.
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4.5 Odvozeńı viskozity pro protony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Př́ıloha B: Odvozeńı korekce na viskozitu pro Bjorkenovu expanzi 84
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1.2 Prvńı fázový diagram silně interaguj́ıćı hmoty . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Jednou z oblast́ı zájmu současné částicové fyziky je studium horké a husté hmoty nazývané

kvark-gluonové plazma (QGP), ve které už běžné hadrony neexistuj́ı a ve které nejsou kvarky

a gluony vázané v hadronech. Toto médium vzniká v rané fázi relativistické jaderné srážky.

Dı́ky rozṕınáńı systému docháźı k poklesu hustoty energie a k přeměně plazmatu v hadronový

plyn. Tento proces je známý jako hadronizace. Silně interaguj́ıćı hadrony se při ńızké hustotě

energie odděĺı od fireballu. Toto se nazývá vymrznut́ı. Nejdř́ıve při vyšš́ı teplotě nastává

chemické vymrznut́ı, poté při nižš́ı teplotě nastane kinetické vymrznut́ı.

Prvńı kapitola je věnována těžko-iontovým srážkám. Stručně je zde zmı́něna kvantová

chromodynamika a historie kvark-gluonového plazmatu. Dále je v této kapitole zmı́něn Malý

třesk, tzn. analogie mezi fyzikou relativistických srážek a fyzikou raného vesmı́ru.

V druhé kapitole se věnujeme nejprve spektru v př́ıčné hybnosti pocházej́ıćıho ze sta-

tického fireballu, poté je rozeb́ırán vliv podélné a př́ıčné expanze na tvar spektra.

V daľśı kapitole je odvozen tvar nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci

fireballu.

Následně se zaměř́ıme na viskozitu a jej́ı vliv na spektra v př́ıčné hybnosti pion̊u, proton̊u

a kaon̊u.

Pátá kapitola je věnována vlivu produkce hadron̊u z rozpad̊u rezonanćı r̊uzných hmotnost́ı

pro centrálńı srážky 0 - 5 % a pro necentrálńı srážky 20 - 40 % a 60 - 80 %. Simulace rozpadu

rezonanćı je prováděna pomoćı Monte Carlo generátoru DRAGON [23].

Posledńı kapitola je věnována vlivu centrality srážky na tvar spektra pion̊u v př́ıčné

hmotnosti parametrizovaných parabolickou závislost́ı.
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1 Těžko-iontové jaderné srážky

1.1 Vysoko-energetické jaderné srážky

Fyzika relativistických těžko-iontových srážek spojuje fyziku vysoko-energetických ele-

mentárńıch částic s jadernou fyzikou. Výraz ”těžké ionty”použ́ıváme pro těžká atomová jádra

a termı́n relativistická energie označuje energetický stav, ve kterém kinetická složka výrazně

převládá nad zbytkem energie. Jádra a interakce jsou popsány efektivńımi modely [1].

V oblasti relativistických srážek těžkých iont̊u zkoumáme vlastnosti horké a husté ja-

derné/hadronové hmoty z pohledu základńıch interakćı. Experimentálńı výzkum je d̊uležitý

pro teoretické předpovědi nové fáze hadronové hmoty, přechody mezi fázemi a pro rekon-

strukci fázového diagramu silně interaguj́ıćı hmoty z hlediska parametr̊u jako je teplota a

baryochemický potenciál µB.

Ve vysoko-energetických jaderných srážkách se většina efekt̊u odhaduje pomoćı termody-

namiky nebo statistické fyziky. Důležité je na tomto mı́stě zmı́nit fakt, že hadronové systémy

produkované ve srážkách nejsou statické. Dynamiku systému popisujeme pomoćı relativis-

tické hydrodynamiky. Časoprostorový vývoj prob́ıhá daleko od rovnovážné polohy, protože

hmota produkovaná ve srážce rychle expanduje a chladne.

1.2 Kvantová chromodynamika (QCD)

Při vysoce-energetických jaderných srážkách je produkován systém silně interaguj́ıćıch

částic. Teorii zabývaj́ıćı se silnou interakćı kvark̊u, které jsou uvězněny v hadronech (ba-

ryonech a mezonech), zprostředkovanou 8 nehmotnými gluony, nazýváme kvantová chro-

modynamika. Kvantová chromodynamika je teorie jej́ımž nábojem je tzv. barva. Důležitou

vlastnost́ı kvantové chromodynamiky je barevné uvězněńı, které je opakem asymptotické vol-

nosti. Problém je, že barevně nabité částice, kvarky a gluony, nemůžeme př́ımo pozorovat.

To znamená, že kvarky a gluony se nemohou v konečném stavu jevit jako samostatné částice

[2]. Kvantová chromodynamika předpov́ıdá fázové přechody mezi dekonfinovanými kvarky
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1 TĚŽKO-IONTOVÉ JADERNÉ SRÁŽKY

a konfinovanými hadrony. V současné době máme v QCD přibližný fázový diagram hmoty

a jejich stav̊u v rovině teploty T a baryochemického potenciálu µB. Fázový diagram je na

Obr. 1.1. Vid́ıme, že dominantńı je čára fázového přechodu mezi partony a hadrony, která

plynule interpoluje mezi dvěma extrémy.

Prvńı z nich nastává, pokud převažuje ohř́ıváńı hmoty (vysoká teplota T , ńızká hodnota

baryochemického potenciálu µB). QCD předpokládá, že při takto ńızké hodnotě baryoche-

mického potenciálnu µB kritická teplota přechodu mezi konfinovanou a dekonfinovanou fáźı

hmoty přibližně Tcrit ≈ 170 MeV, což odpov́ıdá hustotě energie přibližně 1 GeV/fm3. V

současné době je snaha naj́ıt a přesně změřit tento přechod. V tomto př́ıpadě se ovšem ne-

jedná o fázový přechod prvńıho druhu, ale pouze o plynulý přechod od jedné fáze k druhé.

Druhý extrém nastává, pokud převládá stlačováńı hmoty (teplota T → 0 a baryochemický

potenciál µB > 1 GeV). Předpokládá se, že docháźı k fázovému přechodu 1. druhu. Mezi

hodnotami 200 ≤ µB(E) ≤ 500 MeV je dosaženo kritického bodu E. V tomto bodě nastává

fázový přechod 2. druhu. Dále od kritického bodu E, pro malou hodnotu µB, nastává fázový

cross-over přechod neboli rychlý přechod.

1.3 Kvark-gluonové plazma

Při studiu relativistických težko-iontových srážek jsou zaj́ımavé 2 fázové přechody, které

jsou předpov́ıdány teoríı kvantové chromodynamiky. Jedńım z nich je osvobozeńı kvark̊u a

druhým je chirálńı fázový přechod. Pokud máme přirozené podmı́nky (ńızké hustoty energie),

pak jsou kvarky a gluony uvězněny v hadronech.

Při zvyšováńı teploty T (ohř́ıváńı) nebo při zvyšováńı baryonové hustoty (stlačováńı)

může při fázovém přechodu nastat stav, ve kterém už běžné hadrony neexistuj́ı a ve kterém

se kvarky a gluony stávaj́ı relevantńımi stupni volnosti.

V roce 1975, poté co došlo v teorii silné interakce k objeveńı asymptotické volnosti, vydali

J. C. Collins a M. J. Perry článek o superhusté hmotě nacházej́ıćı se uvnitř neutronových

hvězd, při explozi černých děr nebo v rané fázi velkého třesku vesmı́ru. Collins a Perry tvrdili,

že se superhustá hmota mnohem pravděpodobněji skládá z kvark̊u a gluon̊u než z hadron̊u [4].
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1.3 Kvark-gluonové plazma

Obrázek 1.1: Čára fázového přechodu mezi partony a hadrony konč́ı kritickým bodem E

(plná čára). Dále jsou vykresleny body hadrochemického vymrznut́ı z grand-kanonického

statistického modelu (spodńı čára). Cross-over přechod se vyskytuje při menš́ıch hodnotách

µB. Převzato z [3].

Ve stejném roce N. Cabibbo a G. Parisi zjistili, že limitńı Hagedornova teplota může být

teplota fázového přechodu z hadronové do kvarkové hmoty [6]. Navrhli také prvńı fázový

diagram silně interaguj́ıćı hmoty, který je znázorněn na Obr. 1.2.

V roce 1978 zavedl E. V. Shuryak název kvark-gluonové plazma [7]. Společně s J. I. Ka-

pustou [8] provedl výpočty fázových přechod̊u při konečné teplotě. V tomtéž roce S. A. Chin

spoč́ıtal hustotu energie při fázovém přechodu mezi jadernou hmotou a kvarkovou hmotou

jako funkci teploty. Výsledek jeho výpočtu naznačoval v těžko-jaderných srážkách při labo-

ratorńıch kinetických energíıch několika GeV na nukleon přechod do kvarkové hmoty [9].

V současné době v́ıme, že v relativistických těžko-jaderných srážkách vzniká velmi hustý

systém silně interaguj́ıćı hmoty kvark̊u a gluon̊u. Tento systém je lokálně vysoce termalizo-

vaný a vykazuje silné kolektivńı chováńı.

Jestliže má systém nav́ıc dostatečně vysokou teplotu, můžeme tvrdit, že produkovaná

hmota je kvark-gluonové plazma. Problémem stále z̊ustává stanoveńı fyzikálńıch vlastnost́ı

plazmatu. Jsou tedy zapotřeb́ı daľśı studie, abychom źıskali v́ıce informaćı o hustém mediu
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1 TĚŽKO-IONTOVÉ JADERNÉ SRÁŽKY

Obrázek 1.2: Prvńı fázový diagram silně interaguj́ıćı hmoty. Převzato z [1].

vytvořeném při relativistických těžko-iontových experimentech [1].

1.4 Horká a hustá hadronová hmota

Důležité informace o vlastnostech horké a husté hadronové hmoty nám poskytuje studium

vysoko-energetických jaderných srážek. Horkou a hustou hadronovou hmotou máme na mysli

hmotu, která se vytvář́ı v pozdńıch fáźıch srážek, kde už můžeme hadrony považovat za

relevantńı stupně volnosti. Tyto informace nám můžou také pomoci zrekonstruovat modely

neutronových hvězd a exploźı supernov.

1.5 Malý třesk

Mezi fyzikou relativistických srážek těžkých iont̊u a fyzikou raného vesmı́ru existuje

několik analogíı [1].

Pozorované mikrovlnné zářeńı má Bose-Einsteinovo spektrum, jehož teplota je posunuta

pomoćı červeného posuvu z p̊uvodńı hodnoty 3000 K na hodnotu 2,7 K. V relativistických
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1.5 Malý třesk

Obrázek 1.3: Malý třesk. Převzato z [5].

srážkách těžkých iont̊u jsou hadronová pT spektra posunuta d́ıky modrému posuvu kv̊uli

silnému př́ıčnému toku. Vid́ıme tedy, že jak při Velkém třesku, tak v těžko-iontových srážkách,

pozorovaná hybnostńı spektra obsahuj́ı termálńı fyziku modifikovanou pomoćı kolektivńı dy-

namiky.

Reliktńı zářeńı se oddělilo dlouho poté, co nastala syntéza nukleon̊u. To se podobá situaci

s dvěma vymrznut́ımi - kinetické a chemické vymrznut́ı. Nejd̊uležitěǰśı analogíı je, že u re-

liktńıho zářeńı i u hadron̊u se studuj́ı anizotropie rozděleńı, které nám něco ř́ıkaj́ı o struktuře

zdroje- vesmı́ru nebo fireballu.

Kv̊uli těmto zmı́něných vlastnostem bývaj́ı relativistické srážky těžkých iont̊u nazývány

Malým třeskem. Je ale d̊uležité si uvědomit, že Velký třesk a relativistické srážky maj́ı i řadu

odlǐsných vlastnost́ı. Jako př́ıklad uvedu přitažlivou gravitačńı śılu. Malý třesk je na Obr. 1.3

a Velký třesk na Obr. 1.4.
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1 TĚŽKO-IONTOVÉ JADERNÉ SRÁŽKY

Obrázek 1.4: Velký třesk. Převzato z [11].

1.6 Hydrodynamická expanze

Lokálně termalizované kvark-gluonové plazma vzniká v př́ıpadě, že je systém dostatečně

rychle ohřán. V takovém př́ıpadě může být vývoj systému popsán pomoćı relativistické hydro-

dynamiky skoro dokonalé kapaliny. Použit́ı relativistické hydrodynamiky je pro nás užitečné,

protože velmi zjednodušuje popis srážky. Hydrodynamické rovnice popisuj́ı lokálńı zákony

zachováńı energie, hybnosti, baryonového č́ısla, podivnosti atd. a vyžaduj́ı znalost stavové

rovnice hmoty [1]. V d̊usledku expanze se termodynamické vlastnosti hadronové hmoty rychle

měńı. Tento fakt je v souladu s t́ım, že je zde př́ıtomný fázový přechod z kvark-gluonového

plazmatu vysoké teploty (T > Tc) do hadronového plynu o ńızké teplotě (T < Tc ∼ 170

MeV).

20



2 Teplota fireballu a jeho expanze v podélném a př́ıčném

směru

2.1 Tok částic

Kolektivńım efektem kvark-gluonového plazmatu je makroskopický tok jeho hmoty v

určitém směru. Fireball (”Ohnivá koule”) produkovaný v relativistických jaderných srážkách

se může rozṕınat v podélném směru (ve směru svazku) a také v př́ıčném směru (ve směru

kolmém na směr svazku). Podélná expanze nastává ze dvou d̊uvod̊u. Prvńım z nich je

skutečnost, že srážej́ıćı se nukleony (partony) vysoce energetických jader nejsou srážkou úplně

zastaveny a pokračuj́ı v pohybu ve směru svazku. Druhým d̊uvodem je, že kv̊uli počátečńım

podmı́nkám bude fireball mnohem v́ıce sevřený v podélném směru. V tomto př́ıpadě vznikaj́ı

ve fireballu silné podélné gradienty tlaku, které nut́ı systém rozṕınat se. Podélné rozṕınáńı

systému je tedy určeno předevš́ım počátečńımi podmı́nkami srážky [12].

Rozṕınáńı ve směru kolmém na směr paprsku je zp̊usobeno interakćı mezi jednotlivými

složkami hmoty. V př́ıpadě, že se hmota chová extrémně hydrodynamicky, je př́ıčná expanze

systému zp̊usobena vnitřńım tlakem vysoce excitované hmoty. Zaj́ımavý je fakt, že stavo-

vou rovnici silně interaguj́ıćı hmoty můžeme studovat pomoćı tohoto vnitřńıho tlaku, který

je přes stavovou rovnici spojen s hustotou energie. Pokud se systém rozṕıná, pak se měńı

jeho velikost, roste. Měřeńı rychlosti př́ıčné expanze je prováděno pomoćı měřeńı Dopplerova

posuvu, který se projev́ı ve spektrech v př́ıčné hybnosti.

2.1.1 Jednočásticová spektra

Kvark-gluonové plazma je vytvořeno v rané fázi relativistické jaderné srážky. Systém se

rozṕıná a t́ım klesá jeho hustota energie. Při určité hodnotě, která neńı dostatečná k udržeńı

plazmatu, se plazma měńı v hadronový plyn. Tento proces se nazývá hadronizace. Protože

hadrony silně interaguj́ı, nemůžou uniknout z fireballu. Při dostatečně ńızké hustotě energie

nedocháźı k daľśım rozptyl̊um mezi hadrony. Proces odděleńı hadron̊u od fireballu se nazývá
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2 TEPLOTA FIREBALLU A JEHO EXPANZE V PODÉLNÉM A PŘÍČNÉM SMĚRU

vymrznut́ı (freeze-out). Hadronová spektra se tvoř́ı při tomto vymrznut́ı. Máme dva druhy

vymrznut́ı: chemické a kinetické.

Kinetický neboli tepelný freeze-out nastává, když přestanou hadrony interagovat. Tepelné

vymrznut́ı je přechod mezi silně vázaným systémem a volnými hadrony. Přechod je vyvolán

rozṕınáńım hmoty, což zp̊usobuje rychlý r̊ust středńı volné dráhy částic λmfp. Kinetický

freeze-out tedy nastává, když je časová škála srážky τkol ∼ λmfp větš́ı než časová škála

rozṕınáńı systému τexp.

To znamená, že

τkol ≥ τexp, (2.1)

kde typický čas mezi srážkami τkol lze spoč́ıtat jako převrácenou hodnotu součinu hustoty

částic a pr̊uměrného účinného pr̊uřezu

τkol ∼
1

σn
. (2.2)

Doba rozṕınáńı systému je charakterizována jako 4-divergence čtyřrychlosti uµ, která

popisuje hydrodynamický tok hmoty

τexp ∼
1

∂µuµ
. (2.3)

Zjednodušeně se dá ř́ıci, že kinetický freeze-out nastává v okamžiku, kdy je středńı volná

dráha hadron̊u stejného řádu jako velikost systému. V př́ıpadě rychlého rozṕınáńı systému

nastává tepelný freeze-out také rychle. Hybnostńı rozděleńı částic je zmraženo a pro částice

volně se pohybuj́ıćı k detektoru se neměńı v čase.

Tepelné vymrznut́ı může nastat až po chemickém vymrznut́ı.

Při ochlazováńı hadronového systému je velice pravděpodobné, že neelastické srážky mezi

složkami systému skonč́ı dř́ıve než elastické srážky. Ve chv́ıli, kdy dojde k ukončeńı neelas-

tických srážek, ř́ıkáme, že nastal chemický freeze-out. Obecně plat́ı, že teplota chemického

vymrznut́ı Tchem je vyšš́ı než teplota tepelného vymrznut́ı Ttep
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2.1 Tok částic

Obrázek 2.1: Schematický obrázek hadronové polévky vytvořené v relativistické těžko-iontové

srážce při vymrznut́ı. Rezonance se následně rozpadaj́ı na stabilńı částice. Zahrnut́ı mnoha

rezonanćı je rozhoduj́ıćı pro spolehlivý popis produkce částic. Převzato z [15].

Tchem > Ttep. (2.4)

Teplotu chemického vymrznut́ı lze odvodit z poměr̊u měřených hadronových multiplicit.

Při vývoji systému z chemického do tepelného vymrznut́ı hraj́ı hlavńı roli elastické srážky a

rozpady težš́ıch rezonanćı, které navýš́ı počet stabilńıch hadron̊u. Schéma rozpadu rezonanćı

je na Obr. 2.1.

Chemické vymrznut́ı je charakterizováno několika termodynamickými parametry. Jsou to

teplota, chemický potenciál a fugacita.

Typická doba života fireballu je v řádech deśıtek fm/c, což je ∼ 10−22 s a typický rozměr

je v řádu 10 fm. V porovnáńı s typickým měř́ıtkem silného rozptylu, které je v řádu 1 fm, je

firaball větš́ı a žije déle. Rozděleńı částic je charakterizováno pomoćı Bose-Einsteinovy nebo

Fermi-Diracovy statistiky [12].

23



2 TEPLOTA FIREBALLU A JEHO EXPANZE V PODÉLNÉM A PŘÍČNÉM SMĚRU

2.1.2 Statický fireball

Nejprve se pod́ıváme na spektrum v př́ıčné hybnosti některých druh̊u hadron̊u ze stálého

tepelného zdroje.

Ve všech daľśıch vztaźıch budu pokládat ~1=c=kB2=1.

Lorentzovsky invariantńı spektrum hybnosti částic vyzářených tepelným zdrojem o tep-

lotě T je dáno vztahem

E
d3N

dp3
=

d3N

mTdmTdφdy
=

gV

(2π)3
E∗ exp

(
−(E∗ − µ)

T

)
, (2.5)

kde mT je př́ıčná hmotnost částice, E∗ je energie částice v klidové soustavě zdroje, y je

rapidita, φ je azimutálńı úhel v rovině y-x, g je spin-isospinový degeneračńı faktor, µ je

grandkanonický chemický potenciál a V je objem zdroje.

Př́ıčnou hmotnost částice definujeme vztahem

mT =
√
m2 + p2T , (2.6)

kde m je hmotnost částice a pT je př́ıčná hybnost částice, která je definovaná jako

pT =
√
p2x + p2y. (2.7)

Př́ıčná hmotnost je Lorentzovsky boost-invariantńı podél osy svazku.

Při relativistických energíıch je užitečné mı́sto rychlosti zavést veličinu nazývanou rapi-

dita. Definujeme ji jako

y =
1

2
ln

(
E + pz
E − pz

)
= arctanh

(pz
E

)
= arctanh (vz) . (2.8)

Energie je dána vztahem

E =
√
m2 + ~p2 (2.9)

1redukovaná Planckova konstanta ~ = h
2π = 6, 58.10−22 MeV.s [1]

2Boltzmannova konstanta kB = 8, 625.10−11MeV/K [1]
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2.1 Tok částic

a z-ová komponenta rychlosti

vz =
pz
E
. (2.10)

Čtyřhybnost částice může být napsána jako

pµ = (E, ~p) = (mT cosh y, pT cosφ′, pT sinφ′,mT sinh y). (2.11)

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že pro rozděleńı částic lze použ́ıt Boltzmannovu

statistiku mı́sto Bose-Einsteinovy nebo Fermi-Diracovy statistiky.

Hybnostńı spektrum je v tomto př́ıpadě tedy úměrné

d3N

dp3
∝ exp

(
−E
T

)
= exp

(
−mT cosh y

T

)
. (2.12)

Abychom dostali hledané spektrum v oblasti rapidity y = 0 (cosh y = 1), muśıme inte-

grovat přes celý objem zdroje

d3N

dp3
=

∫
d3x

(2π)3
G(~x) exp

(
−mT cosh y

T

)
, (2.13)

kde G(~x) je hustota rozděleńı zdroje a faktor
1

(2π)3
je elementárńı buňka fázového prostoru.

Abychom źıskali Lorentzovsky invariantńı spektrum, muśıme rovnici (2.13) vynásobit

energíı E,

E
d3N

dp3

∣∣∣∣
y=0

=
d2N

mtdmTdφdy

∣∣∣∣
y=0

=
V

(2π)3
mT exp

(
−mT

T

)
, (2.14)

kde V =
∫
d3xG(~x).

Vyintegrováńım přes rapiditu a zavedeńım modifikované Besselovy funkce K1 źıskáme

př́ıčné hmotnostńı spektrum

dN

mTdmT

=
V

2π2
mTK1

(mT

T

)
. (2.15)

25



2 TEPLOTA FIREBALLU A JEHO EXPANZE V PODÉLNÉM A PŘÍČNÉM SMĚRU

Vid́ıme, že spektrum ze statického tepelného zdroje záviśı pouze na př́ıčné hmotnosti.

Sklon spektra v semilogaritmickém měř́ıtku je daný teplotou T .

2.1.3 Podélná expanze

Žádný reálný fireball neńı statický. Ve skutečnosti docháźı k silnému podélnému rozṕınáńı.

Nejv́ıce použ́ıvaný popis zahrnuj́ıćı podélné rozṕınáńı systému je Bjorken̊uv boost-invariantńı

model.

Podélná boost-invariantńı expanze vypadá stejně ve všech vztažných soustavách s jakou-

koli podélnou rychlost́ı. Toto chováńı je podobné jako chováńı vesmı́ru. Představme si, že

sed́ıme na jakémkoli mı́stě ve vesmı́ru a koukáme se kolem sebe. Vždy budeme vidět úplně

stejnou expanzi. Pokud bychom si ted’ sedli na jakékoli mı́sto v rozṕınaj́ıćım se podélně

boost-inavariantńım fireballu a pozorovali bychom vše okolo nás, nebyli bychom schopni

určit rychlost, jakou se pohybujeme. To znamená, že fireball muśı být nekonečný v podélném

směru. V opačném př́ıpadě bychom rozpoznali rozd́ıl v rychlosti uprostřed a na okraji. V

praxi je toto nemožné, ale v reakćıch s vysokou energíı vypadá fireball boost-invariantńı v

centrálńı oblasti. Okraje se od sebe oddaluj́ı [12].

Podélná expanze v př́ıpadě boost-invariantńı expanze je dána vztahem

vz =
z

t
. (2.16)

Vzhledem k tomu, že v pohybuj́ıćıch se oblastech docháźı k dilataci času, jak je vidět z

Obr. 2.2, je pro daľśı výpočty vhodněǰśı zavést podélný vlastńı čas

τ =
√
t2 − z2. (2.17)
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Obrázek 2.2: Časoprostorový vývoj podélné boost-invariantńı expanze fireballu. Převzato z

[14].

Dále je nutné si zavést časoprostorovou rapiditu ηs

ηs =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
=

1

2
ln

(
1 + vz
1− vz

)
, (2.18)

kde vz je dána rovnićı (2.16).

Jelikož máme podélnou boost-invariantńı expanzi, všechny části fireballu se vyv́ıj́ı ve svém

vlastńım podélném čase τ . K parametrizaci nadplochy vymrznut́ı se použ́ıvaj́ı př́ıčné polárńı

souřadnice r,Θ a časoprostorová rapidita ηs.

Kartézské souřadnice maj́ı potom tvar

xµ = (τ cosh ηs, r cosφ, r sinφ, τ sinh ηs) . (2.19)

V každé části fireballu bude rozložeńı hybnosti Boltzmannovské a bude úměrné

∝ exp

(
−E

∗

T

)
, (2.20)
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kde E∗ je energie částice v lokálńı klidové soustavě. Vztah (2.20) plat́ı za předpokladu, že

máme lokálńı tepelné rozložeńı hybnosti částic ve fireballu.

Energii E∗ urč́ıme ze vztahu

E∗ = pµu
µ, (2.21)

kde uµ je čtyřrychlost dané části fireballu. Pro podélnou boost-invariantńı expnazi je defi-

nována jako

uµ = (cosh ηs, 0, 0, sinh ηs). (2.22)

Z rovnic (2.11) a (2.22) dostaneme

E∗ = mT cosh(y − ηs). (2.23)

Vztah pro Lorentzovsky invariantńı spektrum, které zahrnuje podélnou boost-invariantńı

expanzi je dán rovnićı

d2N

mTdmTdφdy
=

∫
V

τf0
rdrdφdηs

(2π)3
mT cosh(ηs − y)G(r) exp

(
−mT cosh(y − ηs)

T

)
, (2.24)

kde τf0rdrdφdη představuje element objemu d3x, funkce G(r) je rozložeńı fireballu v př́ıčné

souřadnici a V je objem podél nadplochy. Zdroj se nacháźı v oblasti prostoročasové rapidity

(−∞,∞).

Pokud se omeźıme na oblast částic se středńı rapiditou y = 0 a zavedeme modifikovanou

Besselovu funkci K1, vztah (2.24) přejde na tvar

d2N

mTdmTdφdy

∣∣∣∣
y=0

=
2πτf0

∫
rdrG(r)

(2π)3
mTK1

(mT

T

)
, (2.25)

faktor 2πτf0
∫
rdrG(r) je spojený s objemem, ze kterého částice pocházej́ı.
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2.1 Tok částic

2.1.4 Př́ıčná expanze

Reálný fireball se rozṕıná také ve směru kolmém ke směru svazku. Budeme uvažovat

azimutálně symetrický fireball, který je produkován v centrálńı srážce. Muśıme zahrnout

př́ıčnou rychlost, která má dvě složky

vx = vt(r) cosφ, (2.26)

vy = vt(r) sinφ. (2.27)

Př́ıčná rychlost je závislá na vzdálenosti od podélné osy fireballu r. Fireball parametrizujeme

pomoćı př́ıčné rapidity ηt(r), která muśı vymizet pro r = 0, jelikož uprostřed neńı žádný

př́ıčný pohyb.

Čtyřrychlost popisuj́ıćı rozṕınáńı systému je v tomto př́ıpadě dána vztahem

uµ = (cosh ηs cosh ηt, sinh ηt cosφ, sinh ηt sinφ, cosh ηt sinh ηs). (2.28)

Pro př́ıčnou rychlost expanze pak plat́ı

vt =
tanh ηt(r)

cosh ηs
. (2.29)

Energie částice v klidové soustavě systému je dána vztahem

E∗ = pµu
µ = mT cosh(ηs − y) cosh ηt − pT sinh ηt cos(φ− φ′). (2.30)

Př́ıčné hmotnostńı spektrum má pak podle krok̊u v kapitole 2.1.3 tvar

d2N

mTdmTdφdy
=

1

(2π)3
τf0

∞∫
0

rdr

2π∫
0

dφ

∞∫
−∞

dηsmT cosh(ηs − y)G(r)

× exp

(
−mT cosh(ηs − y) cosh ηt(r)− pT sinh ηt(r) cos(φ− φ′)

T

)
.

(2.31)
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2 TEPLOTA FIREBALLU A JEHO EXPANZE V PODÉLNÉM A PŘÍČNÉM SMĚRU

Zavedeme modifikované Besselovy funkce I0 a K1. Pro τ = konst vyintegrujeme přes ηs

a φ a dostaneme hledané spektrum

d3N

mTdmTdφdy

∣∣∣∣
y=0

=
τmT

(2π)2

∫
rdrG(r)I0

(
pT sinh ηt(r)

T

)
·K1

(
mT cosh ηt(r)

T

)
. (2.32)

Výpočtu tvaru nadplochy pro specifickou volbu souřadnic a parametr̊u je věnována kapi-

tola 3.

Vztahy z kapitol 2.1.2, 2.1.3 a 2.1.4 byly převzaty z [12].

2.2 Bjorken̊uv model

Bjorken̊uv model je založen na předpokladu, že rozděleńı rapidity nabitých částic,
dNch

dy
, je

konstantńı v oblasti středńı rapidity. To znamená, že centrálńı oblast fireballu je Lorentzovsky

boost-invariantńı podél osy svazku.

V tomto modelu nezáviśı vývoj systému na časoprostorové rapiditě ηs, záviśı pouze na

podélném vlastńım čase τ a na př́ıčných souřadnićıch x a y. Všechny části fireballu se vyv́ıj́ı

ve svém vlastńım podélném čase a měly by se oddělit ve stejném čase τf .

Nadplocha vymrznut́ı je pak dána požadavkem

τ = τf = konst. (2.33)

Nadplochu vymrznut́ı pak parametrizujeme pomoćı př́ıčných polárńıch souřadnic r, φ a

časoprostorové rapidity ηs, [12, 1].
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3 Různé tvary nadplochy vymrznut́ı a profily př́ıčné

rychlosti expanze

3.1 Vztah Coopera a Fryea

Ćılem této kapitoly je spoč́ıtat rozděleńı částic emitovaných při tepelném vymrznut́ı.

Počet částic oddělených z malého objemu dV , které maj́ı při vymrznut́ı rovnovážné

rozděleńı feq(Ep), je dán výrazem

dN = dV

∫
d3pfeq(Ep). (3.1)

Tato rovnice je však platná jen v klidové soustavě elementu tekutiny. Rovnici zobecńıme

tak, že přidáme rozděleńı z r̊uzných element̊u tekutiny, které se pohybuj́ı nezávisle na sobě.

Předešlý vztah přeṕı̌seme do kovariantńıho tvaru

dN = dVµ

∫
pµ
d3p

Ep
feq(p.u), (3.2)

kde uµ je čtyřrychlost elementu tekutiny a dV µ = dV uµ. V klidové soustavě, kde je čtyřrychlost

elementu tekutiny uµ = (1, 0, 0, 0), přejde rovnice (3.2) v rovnici (3.1). Protože dV µ a uµ záviśı

na časoprostorové pozici x, pro počet částic źıskáme

N =

∫
dVµ(x)

∫
pµ
d3p

Ep
feq(p.u(x)). (3.3)

Obecně nelze pro elementy objemu psát dV µ = dV uµ, protože v rané fázi srážky je mnoho

částic emitovaných z kraje systému. Element tekutiny pak źıskáme vynásobeńım emisńıch

oblast́ı časem, po který se umise uskutečňovala. Potom ř́ıkáme, že dV µ má prostoru-podobný

charakter. Výraz pro počet částic N má potom stejný tvar jako rovnice (3.3), ale element

objemu dV µ(x) neńı závislý na čtyřrychlosti uµ(x). Výraz pro dV µ(x) źıskáme z teorie, která

se použ́ıvá pro časoprostorový vývoj hmoty [1].

Pokud zahrneme do výpočtu všechny tyto předchoźı výrazy, lze počet částic N , které se
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odděĺı z nadplochy vymrznut́ı Σ, psát ve tvaru

N =

∫
d3p

Ep

∫
dΣµ(x)pµf(x, p). (3.4)

Tento vztah se nazývá Cooper-Fryea.

Element tekutiny dV , který se pohybuje čtyřrychlost́ı uµ, nahrad́ıme tř́ı-dimenzionálńım

elementem nadplochy vymrznut́ı dΣµ, který je dán vztahem

dΣµ = εµαβγ
dxα

dα

dxβ

dβ

dxγ

dγ
dαdβdγ, (3.5)

kde εµαβγ je Levi-Civit̊uv tensor, parametry α, β, γ parametrizuj́ı trojrozměrnou nadplochu

vymrznut́ı v čtyřrozměrném Minkowského prostoru. dΣµ můžeme považovat za čtyřvektor

kolmý k nadploše s normou rovnou elementu objemu nadplochy. Komponenty čtyřvektoru

dΣµ jsou za předpokladu ε0123 = +1 definovány vztahy

dΣ0 = dΣ0 = ε0ijk
dxi

dα

dxj

dβ

dxk

dγ
dαdβdγ =

∂(x1, x2, x3)

∂(α, β, γ)
dαdβdγ, (3.6)

dΣ1 = −dΣ1 = −ε1αβγ
dxα

dα

dxβ

dβ

dxγ

dγ
dαdβdγ =

∂(x2, x3, x0)

∂(α, β, γ)
dαdβdγ, (3.7)

dΣ2 = −dΣ2 = −ε2αβγ
dxα

dα

dxβ

dβ

dxγ

dγ
dαdβdγ = −∂(x3, x0, x1)

∂(α, β, γ)
dαdβdγ, (3.8)

dΣ3 = −dΣ3 = −ε3αβγ
dxα

dα

dxβ

dβ

dxγ

dγ
dαdβdγ =

∂(x0, x1, x2)

∂(α, β, γ)
dαdβdγ. (3.9)

Plat́ı

∂(x1, x2, x3)

∂(α, β, γ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂α

∂x1

∂β

∂x1

∂γ
∂x2

∂α

∂x2

∂β

∂x2

∂γ
∂x3

∂α

∂x3

∂β

∂x3

∂γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.10)
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3.1 Vztah Coopera a Fryea

Rozděleńı hybnosti vycházej́ıćı z rovnice (3.4) má tedy tvar

Ep
dN

d3p
=

d3N

dyd2pT
=

∫
dΣµ(x)pµf(x, p). (3.11)

Pokud máme systém částic, které jsou v lokálńı termodynamické rovnováze, dostaneme

vztah

Ep
dN

d3p
=

d3N

dyd2pT
=

∫
dΣµ(x)pµfeq(p

α·uα(x)), (3.12)

kde funkce feq je rovnovážná rozdělovaćı funkce

feq(p
α·uα) =

1

(2π)3

[
exp

(
pαuα − µ

T

)
− ε
]−1

. (3.13)

Pro Fermi-Diracovo rozděleńı plat́ı ε = −1 a pro Bose-Einsteinovo rozděleńı je ε = +1.

Vztahy v kapitole 3.1 byly převzaty z [1].

3.1.1 Emisńı funkce

Časoprostorové rozděleńı poloh a hybnost́ı emitovaných částic udává emisńı funkce, kterou

zavád́ıme ve tvaru

S(x, p) =

∫
dΣµ(x′)pµδ(4)(x′ − x)f(x′, p). (3.14)

Vyintegrováńım emisńı funkce přes čas a prostor źıskáme invariantńı rozděleńı hybnost́ı

d3N

dyd2pT
=

∫
d4xS(x, p) =

∫
dΣµ(x)pµf(x, p). (3.15)

Emisńı funkce je velice užitečná při určováńı fyzikálńıch podmı́nek vymrznut́ı.

33
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3.2 Odvozeńı tvaru nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou para-

metrizaci fireballu

Pro odvozeńı nadplochy vymrznut́ı parametrizovanou parabolou si zavedeme souřadnice

x0 = t = τf (r) cosh η‖, (3.16)

x1 = r cosφ, (3.17)

x2 = r sinφ, (3.18)

x3 = τf (r) sinh η‖. (3.19)

Podélný vlastńı čas je dán parabolickou závislost́ı

τf (r) = a0 + a1r + a2r
2 (3.20)

znázorněnou na Obr.3.1.

Proměnné popisuj́ıćı systém jsou tedy η‖, φ, r.

Čtyřvektor dΣµ má podle vztah̊u (3.6),(3.7),(3.8),(3.9) tvar

dΣµ = (cosh η‖,
∂τf (r)

∂r
cosφ,

∂τf (r)

∂r
sinφ, sinh η‖)rτf (r)dη‖drdφ. (3.21)

Podrobné odvozeńı výrazu (3.21) je provedeno v Př́ıloze A.

Čtyřhybnost je definovaná jako

pµ = (mT cosh y, pT cosφ′, pT sinφ′,mT sinh y), (3.22)

kde y je rapidita, mT př́ıčná hmotnost částice, resp. pT př́ıčná hybnost částice a φ′ je azi-

mutálńı úhel.

Vynásobeńım čtyřhybnosti a čtyřvektoru dΣµ źıskáme
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Obrázek 3.1: Graf závislosti podélného vlastńıho času τf (r) na r.

dΣµp
µ =

(
mT cosh y cosh η‖ −

∂τf (r)

∂r
pT cosφ cosφ′

−∂τf (r)
∂r

pT sinφ sinφ′ −mT sinh y sinh η‖

)
· rτf (r)dη‖dφdr

=

(
mT cosh(y − η‖)−

∂τf (r)

∂r
pT cos(φ− φ′)

)
τf (r)rdη‖dφdr.

(3.23)

Dále je nutné si spoč́ıtat rovnovážnou rozdělovaćı funkci (rovnice 3.13). V daľśıch výpočtech

budeme pokládat chemický potenciál µ = 0.

Čtyřrychlost př́ıčné expanze je definována rovnićı

uµ = (cosh ηt cosh η‖, sinh ηt cosφ, sinh ηt sinφ, cosh ηt sinh η‖), (3.24)

kde

sinh ηt = ηf

( r
R

)
, (3.25)

R je poloměr fireballu.
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Po vynásobeńı pµ a uµ dostaneme

pµuµ = (mT cosh y cosh η‖ cosh ηt − pT sinh ηt cosφ cosφ′ − pT sinh ηt sinφ sinφ′

−mT cosh ηt sinh y sinh η‖) = mT cosh ηt cosh(y − η‖)− pT sinh ηt cos(φ− φ′)
(3.26)

Spektrum, které źıskáme dosazeńım vztah̊u (3.23) a (3.26) do rovnice (3.13), má tvar

E
dN

d3p
=

∫ (
mT cosh(y − η‖)−

∂τf (r)

∂r
pT cos(φ− φ′)

)
τfrdη‖drdφ

× 1

(2π)3
· exp

[
1

T

(
mT cosh ηt cosh(y − η‖)− pT sinh ηt cos(φ− φ′)

)
− ε
]−1

. (3.27)

Meze integrálu zvoĺıme jako r ∈ (0, R), η‖ ∈ (−∞,+∞), φ ∈ (0, 2π), kde R je poloměr

fireballu.

3.2.1 Odvozeńı pro fermiony

Začneme s odvozeńım spektra pro fermiony (protony), které maj́ı Fermi-Diracovo rozděleńı

a tud́ıž ε = −1.

Nejdř́ıve spoč́ıtáme prvńı část integrálu

E
dN

d3p
=

1

(2π)3

∫
mT cosh(y − η‖)τf (r)r

×
dη‖drdφ

exp

[
mT cosh ηt cosh(y − η‖)− pT sinh ηt cos(φ− φ′)

T

]
+ 1

.
(3.28)
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3.2 Odvozeńı tvaru nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci fireballu

Pro výpočet integrálu použijeme vztah

1

ex + 1
= e−x

1

1 + e−x
= e−x

∞∑
n=0

(
−e−x

)n
= −

∞∑
n=1

(
−e−x

)n
= −

∞∑
n=1

(−1)n
(
−e−nx

)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1e−nx.

(3.29)

Po použit́ı vztahu (3.29) přejde integrál (3.28) do tvaru

E
dN

d3p
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 mT

(2π2)

∫ R

0

rτfdrI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)
, (3.30)

kde I0 a K1 jsou modifikované Besselovy funkce, které jsou odvozeny ze vztah̊u

Kν(z) =

∫ ∞
0

e−z cosh t cosh(νt)dt, (3.31)

I0(z) =
1

π

∫ π

0

e−z cosφdφ. (3.32)

Vztahy (3.31) a (3.32) byly převzaty z [17].

Podrobněǰśı odvozeńı integrálu (3.29) je provedeno v Př́ıloze A.

Druhá část integrálu (3.27)

E
dN

d3p
=

1

(2π)3

∫
∂τf (r)

∂r
pT τfr cos(φ− φ′)

×
dη‖drdφ

exp

[
mT cosh ηt cosh(y − η‖)− pT sinh ηt cos(φ− φ′)

T

]
+ 1

.
(3.33)

se poč́ıtá obdobně.

Po použit́ı vztahu (3.29) źıskáme
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E
dN

d3p
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 pT
(2π2)

∫ R

0

(
−∂τf (r)

∂r
τf (r)r

)
drI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
,

(3.34)

kde I1, K0 jsou modifikované Besselovy funkce. K0 je definovaná vztahem (3.31) a I1 je daná

vztahem

I1(z) = I ′0(z). (3.35)

Vztah (3.35) byl převzat z [17].

Podrobněǰśı odvozeńı integrálu (3.34) je v Př́ıloze A.

Dohromady tedy máme

E
dN

d3p
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 mT

(2π2)

∫ R

0

rτfdrI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)
+
∞∑
n=1

(−1)n+1 pT
(2π2)

∫ R

0

(
−∂τf (r)

∂r
τf (r)r

)
drI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
,

(3.36)

kde

sinh ηt = ηf
r

R
, (3.37)

cosh ηt =

√
1 + η2f

( r
R

)2
, (3.38)

pT =
√
m2
T −m2. (3.39)

Po dosazeńı

τf (r) = a0 + a1r + a2r
2, (3.40)

a1 = 0, (3.41)
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do rovnice (3.36) źıskáme výsledné spektrum nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou para-

metrizaci ve tvaru

E
dN

d3p
=

3∑
n=1

(−1)n+1 mT

(2π2)

∫ R

0

(a0r + a2r
3)drI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)

+
3∑

n=1

(−1)n+1 pT
(2π2)

∫ R

0

(−2a2a0r
2 − 2a22r

4)drI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
.

(3.42)

Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro protony je pro hodnoty parametr̊u

T = 120MeV, (3.43)

a0 = 10fm/c, (3.44)

a2 = ± 1

20
(fm.c)−1, 0(fm.c)−1, (3.45)

ηf = 0, 8, (3.46)

R = 10fm, (3.47)

mp = 938MeV/c2 (3.48)

vykresleno na Obr.3.2.
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Obrázek 3.2: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro protony se zahrnut́ım př́ıčné expanze při

teplotě T = 120 MeV. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.

40



3.2 Odvozeńı tvaru nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci fireballu

3.2.2 Odvozeńı pro bosony

Odvozeńı rozděleńı částic pro bosony (piony a kaony) je obdobné. Bosony maj́ı Bose-

Einsteinovo rozděleńı, pro které je ε = +1.

Pro výpočet integrálu použijeme vztah

1

ex − 1
= e−x

1

1− e−x
= e−x

∞∑
n=0

(
e−x
)n

=
∞∑
n=1

(
e−x
)n

=
∞∑
n=1

e−nx. (3.49)

Za hmotnost dosad́ıme pro piony hodnotu

mπ± = 140MeV/c2 (3.50)

a pro kaony hodnotu

mK± = 494MeV/c2. (3.51)

Při použit́ı stejných vztah̊u jako pro protony bude mı́t výsledné spektrum nadplochy

vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci pro kaony a piony tvar

E
dN

d3p
=

3∑
n=1

mT

(2π2)

∫ R

0

(a0r + a2r
3)drI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)

−
3∑

n=1

pT
(2π2)

∫ R

0

(2a2a0r
2 + 2a22r

4)drI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
.

(3.52)

Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony je vyobrazeno na Obr.3.3 a pro kaony na Obr.3.4.
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3 RŮZNÉ TVARY NADPLOCHY VYMRZNUTÍ A PROFILY PŘÍČNÉ RYCHLOSTI
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Obrázek 3.3: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze při teplotě

T = 120 MeV. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.
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3.2 Odvozeńı tvaru nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci fireballu
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Obrázek 3.4: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro kaony se zahrnut́ım př́ıčné expanze při teplotě

T = 120 MeV. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.
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3 RŮZNÉ TVARY NADPLOCHY VYMRZNUTÍ A PROFILY PŘÍČNÉ RYCHLOSTI
EXPANZE

3.3 Efektivńı parametr sklonu spektra

Pro spektra v př́ıčné hybnosti se zahrnut́ım př́ıčné expanze neńı dán sklon spektra pouze

teplotou T . Sklon spektra je potom zaveden vztahem

T ∗ =

[
− d

dmT

ln

(
d2N

mTdmTdφdy

)]−1
. (3.53)

V relativistické limitě pT � m dostaneme

T ∗ =

√
1 + 〈vt〉
1− 〈vt〉

, (3.54)

kde 〈vt〉 je pr̊uměrná př́ıčná rychlost expanze.

V nerelativistické limitě pro pT < m je parametr T ∗ dán vztahem [24]

T ∗ = T +m 〈vt〉2 . (3.55)

Parametr sklonu je větš́ı než T v př́ıpadě, že zahrnujeme př́ıčnou expanzi fireballu. Spektra

se pak stávaj́ı méně strmá. Méně strmá jsou pak také spektra těžš́ıch částic a tud́ıž je pro

ně parametr sklonu T ∗ větš́ı než pro lehč́ı částice, jak je vidět z obrázk̊u 3.5, 3.6 a 3.7. Na

těchto obrázkách je pro protony, piony a kaony vykreslen graf závislosti parametru sklonu

T ∗ na hodnotě mT −m.
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Obrázek 3.5: Graf závislosti parametru sklonu T ∗ na mT −m pro spektrum proton̊u para-

metrizované parabolickou funkćı.
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Obrázek 3.6: Graf závislosti parametru sklonu T ∗ na mT −m pro spektrum pion̊u paramet-

rizované parabolickou funkćı.
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3 RŮZNÉ TVARY NADPLOCHY VYMRZNUTÍ A PROFILY PŘÍČNÉ RYCHLOSTI
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Obrázek 3.7: Graf závislosti parametru sklonu T ∗ na mT −m pro spektrum kaon̊u paramet-

rizované parabolickou funkćı.
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4 Viskozita a jej́ı vliv na spektra v př́ıčné hybnosti

4.1 Ideálńı a neideálńı hydrodynamika

Důležitým výsledkem z relativistického těžko-iontového collideru (RHIC) je pozorováńı ko-

lektivńıho pohybu, d́ıky němuž byl naměřen velký eliptický tok v necentrálńıch srážkách.

Eliptický tok je popsán druhou harmonickou komponentou azimutálńıho rozděleńı produko-

vaných částic

v2(pT ) = 〈cos(2φ)〉pT =

∫ π
−π dφ cos(2φ)

d3N

dypTdpTdφ∫ π
−π dφ

d3N

dypTdpTdφ

, (4.1)

kde φ je měřeno vzhledem k reakčńı rovině.

Jedńım z možných vysvětleńı pozorovaného toku je, že hydrodynamický tlak vzniká z

rozptylu produkovaných sekundárńıch částic a gradienty tlaku následně ř́ıd́ı kolektivńı pohyb.

Silná hydrodynamická odezva nastává v př́ıpadě, že je délka utlumeńı

ΓS =
4

3

η

e+ p
(4.2)

podstatně menš́ı než škála rozṕınáńı, ∼ τ . V rovnici ( 4.2) je η smyková viskozita, e je hustota

energie a p je tlak.

Ideálńı hydrodynamika ale nevyhovuje z několika d̊uvod̊u. Pro hodnotu pT ≈ 1.5GeV po-

zorovaný eliptický tok dále neroste tak, jak předpov́ıdá hydrodynamika. Také jednočásticová

spektra se odchýĺı od hydrodynamických předpověd́ı pro pT ≈ 1.5GeV . Dále HBT3 poloměry

jsou podstatně menš́ı než předpov́ıdá ideálńı hydrodynamika.Vztahy a hodnoty v kapitole 4.1

byly převzaty z [19].

Abychom mohli určit korekce pro ideálńı hydrodynamiku, muśıme studovat neideálńı

(viskózńı) hydrodynamiku. V posledńıch letech je viskózńı hydrodynamika hodně zkoumána.

3Hanbury Brown-Twiss poloměr
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4 VISKOZITA A JEJÍ VLIV NA SPEKTRA V PŘÍČNÉ HYBNOSTI

Studie použ́ıvaj́ı r̊uzný formalismus a studuj́ı r̊uzná v2(pT ) s ohledem na počátečńı smykovou

viskozitu, model pro počátečńı geometrii a daľśı parametry.

Rozděleńı částic po vymrznut́ı je dáno vztahem

f = f0 + δf, (4.3)

kde f0 je rovnovážná rozdělovaćı funkce a δf je korekce v prvńım řádu v gradientech rychlosti

a hustoty [18].

Efekt viskozity je dvoj́ı. Za prvé viskozita měńı řešeńı pohybové rovnice. Za druhé visko-

zita měńı lokálńı rovnovážnou rozdělovaćı funkci, jak je vidět z rovnice (4.3).

Tato kapitola se tedy zabývá výpočtem prvńı korekce tepelné rozdělovaćı funkce rozṕınaj́ıćıho

se plynu v d̊usledku př́ıtomnosti smykové viskozity.

4.2 Viskózńı korekce pro Bjorkenovu expanzi

Budeme uvažovat Bjorkenovu expanzi nekonečně velkého jádra bez př́ıčného toku. Čtyřrychlost

je v tomto př́ıpadě daná rovnićı (2.22). V oblasti středńı časoprostorové rapidity je tensor

hybnosti a energie v čase τ0 dán vztahem

T µν0 + η 〈∇µuν〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e 0 0 0

0 p+
2

3

η

τ0
0 0

0 0 p+
2

3

η

τ0
0

0 0 0 p− 4

3

η

τ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.4)

kde T µν0 označuje v klidové soustavě tekutiny ideálńı tenzor energie a hybnosti diag(e, p, p, p)

a

η 〈∇µuν〉 =
η

s

1

2T 3

[∫
d3p

(2π)3E
pµpνpαpβf0(1± f0)

]
〈∇αuβ〉 . (4.5)

Pro blast-wave model je vztah (4.5) určen vztahy (4.34), (4.35) a (4.36), které budou odvozeny

později.
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4.3 Viskózńı tenzor a blast-wave model

Podélný tlak je sńıžený expanźı

T zz = p− 4

3

η

τ0
, (4.6)

zat́ımco př́ıčný tlak je zvýšený expanźı

T xx = p+
2

3

η

τ0
. (4.7)

Rozd́ıl mezi podélným a př́ıčným tlakem měńı pT spektrum tepelného rozděleńı. Tepelné

spektrum částic v př́ıčné rovině ve vlastńım čase τ0 je dáno vztahem

d2N

d2pTdy
=

1

(2π)3

∫
pµdΣµf. (4.8)

Po dosazeńı rovnosti (4.3) do dovnice (4.8) dostaneme

d2N (0)

d2pTdy
+
d2N (1)

d2pTdy
=

1

(2π)3

∫
pµdΣµ(f0 + δf), (4.9)

kde dΣµ je čtyřvektor popisuj́ıćı nadplochu vymrznut́ı a δf je viskózńı korekce definovaná

vztahem

δf =
3

8

Γs
T 2
f0

(p.u
T

)(
1± f0

(p.u
T

))
pαpβ 〈∇αuβ〉 , (4.10)

kde (1 + f0) je pro bosony a (1− f0) je pro fermiony.

4.3 Viskózńı tenzor a blast-wave model

K odvozeńı korekce použijeme Bjorkenovy souřadnice:

podélný čas

τ =
√
t2 − z2, (4.11)

časoprostorovou rapiditu

ηS =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
, (4.12)
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4 VISKOZITA A JEJÍ VLIV NA SPEKTRA V PŘÍČNÉ HYBNOSTI

vzdálenost od středu fireballu

r =
√
x2 + y2, (4.13)

a úhel

φ = arctg
(y
x

)
. (4.14)

V tomto souřadném systému je metrický tenzor dán vztahem

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0 −τ 2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.15)

A př́ıslušná matice (gij) má tvar

(gij) =



1 0 0 0

0 − 1

τ 2
0 0

0 0 −1 0

0 0 0 − 1

r2


, (4.16)

kde

gττ = 1, (4.17)

gηsηs = − 1

τ 2
, (4.18)

grr = −1, (4.19)

gφφ = − 1

r2
. (4.20)
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4.3 Viskózńı tenzor a blast-wave model

Christofellovy symboly jsou definovány vztahem

Γ s
ij = gks [ij, k] =

1

2
gks
{
∂gik
∂qj

+
∂gjk
∂qi
− ∂gij
∂qk

}
, (4.21)

pro který plat́ı

[ij, k] = [ji, k] . (4.22)

Vztahy (4.21) a (4.22) byly převzaty z [25].

Jediné nemizej́ıćı Christofellovy symboly pak jsou

Γ τ
ηsηs =

1

2
gττ
{
∂gηsτ
∂ηs

+
∂gηsτ
∂ηs

− ∂gηsηs
∂τ

}
=

1

2
· 1 · 2τ = τ, (4.23)

Γ ηs
τηs =

1

2
gηsηs

{
∂gτηs
∂ηs

+
∂gηsηs
∂τ

− ∂gτηs
∂ηs

}
=

1

2
·
(
− 1

τ 2

)
· (−2τ) =

1

τ
, (4.24)

Γ r
φφ =

1

2
grr
{
∂gφr
∂φ

+
∂gφr
∂φ
− ∂gφφ

∂r

}
=

1

2
· (−1) · (−1) · (−2r) = −r, (4.25)

Γ φ
rφ =

1

2
gφφ
{
∂grφ
∂φ

+
∂gφφ
∂r
− ∂grφ

∂φ

}
=

1

2
·
(
− 1

r2

)
· (−2r) =

1

r
. (4.26)

Hydrodynamická pole jsou parametrizována jako

ur(τ0, ηs, r, φ) = u0
r

R0

, (4.27)

uφ = 0, (4.28)

uηs = 0, (4.29)

uτ =
√

1 + (ur)2. (4.30)

Dále předpokládáme, že fireball má ve všech mı́stech stejnou teplotu T .

Pro boost-invariantńı expanzi bez př́ıčného toku plat́ı

uηs = ur = uφ = 0, (4.31)
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4 VISKOZITA A JEJÍ VLIV NA SPEKTRA V PŘÍČNÉ HYBNOSTI

uτ = 1. (4.32)

Rychlostńı pole splňuje

uµuµ = 1. (4.33)

Pro centrálńı srážky je u2 = 0. Rychlost ve směru η je dána vztahem τuηs a rychlost ve směru

φ vztahem ruφ.

Jediné nenulové prostorové komponenty viskózńıho tenzoru jsou dány vztahy

〈∇rur〉 =
2

3τ
, (4.34)

r2
〈
∇φuφ

〉
=

2

3τ
, (4.35)

τ 2 〈∇ηsuηs〉 = − 4

3τ
. (4.36)

Vztahy (4.34), (4.35), (4.36) jsou odvozeny v Př́ıloze B.

4.4 Bjorkenova expanze

Čtyřhybnost je dána vztahem

pµ = (E, px, py, pz) = (mT cosh y, pT cosφ′, pT sinφ′,mT sinh y). (4.37)

Dále plat́ı

pτ = mT cosh(y − ηs), (4.38)

τpηs = mT sinh(y − ηs), (4.39)

pr = pT cos(φ− φ′), (4.40)

rpφ = pT sin(φ− φ′). (4.41)
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4.5 Odvozeńı viskozity pro protony

Pro odvozeńı viskózńıho tenzoru ještě potřebujeme

pφpφ 〈∇φuφ〉 = p2T sin2(φ− φ′) 2

3τ
, (4.42)

pηspηs 〈∇ηsuηs〉 = −m2
T sinh2(y − ηs)

4

3τ
, (4.43)

prpr 〈∇rur〉 = p2T cos2(φ− φ′) 2

3τ
. (4.44)

Pro viskózńı tenzor pak dostaneme vztah

pµpν 〈∇µuν〉 = p2T
2

3τ
− 4

3τ
m2
T sinh2(y − ηs). (4.45)

Pro viskózńı korekci δf (pro y = 0) pak dostaneme

δf =
3

8

Γs
T 2
f0

(p.u
T

)(
1± f0

(p.u
T

))
pµpν 〈∇µuν〉

=
3

8

Γs
T 2
f0

(p.u
T

)(
1± f0

(p.u
T

))(
p2T

2

3τ
− 4

3τ
m2
T sinh2(ηs)

)
,

(4.46)

kde f0

(p.u
T

)
je rovnovážná rozdělovaćı funkce a

Γs =
4

3
η′

s

e+ p
, (4.47)

kde e je hustota energie, p je tlak, s entropie a η′ =
η

s
=

1

10
. Po dosazeńı teploty T = 120MeV

do parametrizace stavové rovnice QCD [20] źıskáme

Γs = 0, 94. (4.48)

4.5 Odvozeńı viskozity pro protony

Podle vztah̊u (3.6), (3.7), (3.8) a (3.9) dostáváme pro čtyřvektor elementu nadplochy

dΣµ = (cosh ηs, 0, 0, sinh ηs)τrdrdφdηs (4.49)
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4 VISKOZITA A JEJÍ VLIV NA SPEKTRA V PŘÍČNÉ HYBNOSTI

a po vynásobeńı čtyřhybnost́ı pµ

pµdΣµ = (mT cosh ηs cosh y −mT sinh ηs sinh y)rτdrdφdηs = mT cosh(y − ηs)τrdηsdrdφ.

(4.50)

Spektrum v př́ıčné hmotnosti je součtem spektra nadplochy vymrznut́ı bez viskózńı ko-

rekce a korekce ke spektru v d̊usledku viskozity.

d2N

mTdmTdy
=

d2N (0)

mTdmTdy
+

d2N (1)

mTdmTdy
(4.51)

Spektrum nadplochy vymrznut́ı s korekćı na viskozitu je pro Boltzmanovský plyn dáno

vztahem

E
dN3

d3p
=

1

(2π)3

∫ ∫ ∫
pµdΣµ · f

(p.u
T

)
=

1

(2π)3

∫ ∫ ∫
pµdΣµ

(
f0

(p.u
T

)
+ δf

)
, (4.52)

kde je spektrum nadplochy vymrznut́ı bez viskózńı korekce dáno vztahem

d2N (0)

mTdmTdy
=

3∑
n=1

(−1)n+1 τmT

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
. (4.53)

Pro fermiony nahrad́ıme v rovnici (4.52) funkci f0 funkćı f0(1− f0). Dále je potřeba tedy

spoč́ıtat f0(1− f0)

f0 =
1

exp
(p.u
T

)
+ 1

=
3∑

n=1

(−1)n+1 exp

(
−nmT cosh(y − ηs)

T

)
, (4.54)

f 2
0 = exp

(
−2mT cosh(y − ηs)

T

)
, (4.55)

f0−f 2
0 = exp

(
−mT cosh(y − ηs)

T

)
−2 exp

(
−2mT cosh(y − ηs)

T

)
+exp

(
−3mT cosh(y − ηs)

T

)
.

(4.56)

Vztahy (4.55) a (4.56) plat́ı pouze do třet́ıho členu rozvoje. Vı́ce člen̊u pro výpočet ale

nepotřebujeme.
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4.5 Odvozeńı viskozity pro protony

Korekce na viskozitu pro spektrum v př́ıčné hmotnosti je dána vztahem

d2N (1)

mTdmTdy
=

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
1

8π2

[
mTp

2
T +

m3
T

2

]
Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK3

(nmT

T

)
,

(4.57)

z kterého je vidět, že člen pro n = 2 je započten dvakrát, protože pro fermiony dosazujeme

do rovnice (4.10) f0(1− f0). Vztahy (4.53) a (4.57) jsou odvozeny v Př́ıloze B.

Rovnice (4.52) pak přejde do tvaru

d2N (0)

mTdmTdy
+

d2N (1)

mTdmTdy
=

3∑
n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
1

8π2

[
mTp

2
T +

m3
T

2

]
Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK3

(nmT

T

)
,

(4.58)

Pro

τ = 10fm/c, (4.59)

T = 120MeV, (4.60)

ηf = 0.8, (4.61)

mp = 938MeV, (4.62)

R = 10fm (4.63)

je spektrum pro protony vykresleno na Obr. 4.1.
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Obrázek 4.1: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro protony se zahrnut́ım viskozity při teplotě

T = 120 MeV.
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4.6 Odvozeńı korekce na viskozitu pro piony a kaony

4.6 Odvozeńı korekce na viskozitu pro piony a kaony

Pro bosony nahrad́ıme v rovnici (4.52) funkci f0 funkćı f0(1 + f0). Pro odvozeńı je tedy

potřeba spoč́ıtat f0(1 + f0)

f0 =
1

exp
(p.u
T

)
+ 1

=
3∑

n=1

exp

(
−nmT cosh(y − ηs)

T

)
, (4.64)

f 2
0 = exp

(
−2mT cosh(y − ηs)

T

)
, (4.65)

f0+f
2
0 = exp

(
−mT cosh(y − ηs)

T

)
+2 exp

(
−2mT cosh(y − ηs)

T

)
+exp

(
−3mT cosh(y − ηs)

T

)
.

(4.66)

Vztahy (4.65) a (4.66) plat́ı pouze do třet́ıho členu rozvoje. Vı́ce člen̊u pro výpočet ale

nepotřebujeme.

Spektrum pro kaony a piony s korekćı na viskozitu je dáno vztahem

d2N (0)

mTdmTdy
+

d2N (1)

mTdmTdy
=

3∑
n=1

mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

+
3∑

n=1

(1 + δn2)
1

8π2

[
mTp

2
T +

m3
T

2

]
Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK3

(nmT

T

)
,

(4.67)

z kterého je vidět, že člen pro n = 2 je započten dvakrát, protože pro bosony dosazujeme do

rovnice (4.10) f0(1 + f0) definované vztahem (4.66).

Pro

mπ± = 140MeV/c2, (4.68)

mK± = 494MeV/c2, (4.69)

je spektrum s korekćı na viskozitu pro kaony vykresleno na Obr.4.2 a pro piony na Obr. 4.3.

Spektrum bylo odvozeno podobně jako spektrum pro protony s použit́ım vztahu (3.49).
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Obrázek 4.2: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro kaony se zahrnut́ım viskozity při teplotě

T = 120 MeV.
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Obrázek 4.3: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım viskozity při teplotě

T = 120 MeV.
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4.7 Odhad vlivu viskozity na tvar spektra

Abychom byli schopni odhadnout, jaký vliv má viskozita na tvar spektra, spektrum bez

započ́ıtané korekce i se započ́ıtanou korekćı zderivujeme.

Předpokládáme, že je spektrum v obou př́ıpadech úměrné

∝ exp
(
−mT

T ∗

)
. (4.70)

Parametr sklonu spektra je potom daný vztahem (3.53) definovaným v kapitole 3.3. Pro

př́ıčnou expanzi fireballu je parametr sklonu spektra T ∗ větš́ı než teplota T . My jsme ale v

této kapitole odvozovali vliv viskozity na tvar spekter bez př́ıčné expanze fireballu, tud́ıž se

ukazuje, že i jiné faktory než je teplota nebo př́ıčné rychlosti, ovlivňuj́ı tvar spektra.

Pro protony je graf závislosti parametru sklonu spektra T ∗ na hodnotě mT−m na Obr.4.4,

pro piony na Obr.4.5 a pro kaony na Obr.4.6.
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Obrázek 4.4: Graf závislosti T ∗ na př́ıčné hmotnosti mT pro protony se zahrnut́ım a bez

zahrnut́ı korekce na viskozitu.
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Obrázek 4.5: Graf závislosti T ∗ na př́ıčné hmotnosti mT pro piony se zahrnut́ım a bez zahrnut́ı

korekce na viskozitu.
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Obrázek 4.6: Graf závislosti T ∗ na př́ıčné hmotnostimT pro kaony se zahrnut́ım a bez zahrnut́ı

korekce na viskozitu.
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5 Vliv produkce hadron̊u z rozpad̊u rezonanćı a vliv

chemického složeńı rezonančńıho plynu

Vliv rozpadu rezonanćı na hadronová spektra v př́ıčné hybnosti je studován za pomoci jedno-

duchého termodynamického modelu. Pro termodynamické podmı́nky, které jsou předpokládány

ve vysoce-energetických těžko-iontových srážkách, je d̊uležitá produkce rezonanćı vyšš́ıch

hmotnost́ı. Rozpad těchto rezonanćı je významným př́ıspěvkem ke spektru př́ımo produko-

vaných částic. Tento fakt potvrzuj́ı články [21] a [22].

5.1 Termodynamický model

Předpokládáme, že jsou rezonance v tepelné i chemické rovnováze. Pro každou částici nebo

rezonanci R s hmotnost́ı mR definujeme chemický potenciál

µR = bRµb + sRµs, (5.1)

kde bR je baryonové č́ıslo, sR je podivnost, µb je chemický potenciál pro baryonové č́ıslo a µs

je chemický potenciál pro podivnost fireballu. Počet NR rezonanćı R ve fireballu (~ = c =

kB = 1) je daný potom vztahem

NR = gRV

∫
d3pR
(2π)3

1

exp[β(ER − µR)]± 1
, (5.2)

kde gR je degeneračńı faktor, ER =
√
p2R +m2

R je energie rezonance R v klidové soustavě

tekutiny, β =
1

T
je inverzńı teplota a V je objem fireballu.

Rozděleńı hybnosti je dáno vztahem

E
dNR

d3pR
=

∫
mTR cosh(yR − η‖)τfrdη‖drdφ

× 1

(2π)3
· exp

[
1

T

(
mTR cosh ηt cosh(yR − η‖)− pTR sinh ηt cos(φ− φ′)

)
± 1

]−1
.

(5.3)
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kde

mTR =
√
p2TR +m2

R (5.4)

je př́ıčná hmotnost a

yR =
1

2
ln

(
ER + pLR
ER − pLR

)
(5.5)

je rapidita.

Boltzmanova limita vztahu (5.3) je

E
dNR

d3pR
=

∫
mTR cosh(yR − η‖)τfrdη‖drdφ

× 1

(2π)3
· exp

[
− 1

T

(
mTR cosh ηt cosh(yR − η‖)− pTR sinh ηt cos(φ− φ′)

)]
.

(5.6)

Vztahy z kapitoly 5.1 byly převzaty z [22].

5.2 Rozpady rezonanćı

Doba života těchto rezonanćı produkovaných z fireballu je náhodná podle exponencielńıho

rozpadového zákona exp(−Γτ) (v klidové soustavě rezonance).

Pokud se rezonance s hmotnost́ı M rozpadá pomoćı dvoučásticového rozpadu na dceřiné

částice s hmotnostmi m1 a m2, jejich energie v klidové soustavě rezonance pak budou

E1 =
M2 −m2

2 +m2
1

2M
, (5.7)

E2 =
M2 −m2

1 +m2
2

2M
. (5.8)

Dceřiné částice se budou pohybovat od sebe s hybnostmi

|−→p1 | = |−→p2 | =
√

(M2 − (m1 +m2)2) (M2 − (m1 −m2)2)

2M
. (5.9)

Pokud se jedná o tř́ıčásticové rozpady, všechny hybnosti dceřiných částic lež́ı v rovině.
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5.3 DRAGON

Toto tvrzeńı plat́ı za předpokladu, že hybnosti posuzujeme v klidové soustavě rezonance.

Rozděleńı energie dceřiných částic je rovnoměrné. Energie a hybnosti dceřiných částic se

tedy zachovávaj́ı

E1 + E2 + E3 = M, (5.10)

|−→p1 |
2

+ |−→p2 |
2

+ 2 |−→p1 | |−→p1 | cos Θ12 = p3, (5.11)

kde

Ei =

√
|−→pi |

2
+m2

i (5.12)

a Θ12 je úhel mezi hybnostmi −→p1 a −→p2 .

Vztahy z kapitoly 5.2 byly převzaty z [23].

5.3 DRAGON

DRAGON [23] je Monte Carlo generátor konečného stavu hadron̊u emitovaných při relati-

vistických jaderných srážkách. Výhodou generátoru je možná fragmentace fireballu a emise

hadron̊u z jednotlivých fragment̊u. Fázové rozděleńı fragment̊u je založeno na blast wave

modelu rozš́ı̌reném na azimutálně nesymetrický fireball. Model umožňuje měnit parametry

generovaného konečného stavu hadron̊u. Rozpady rezonanćı jsme sledovali pro spektra pion̊u

π−, kaon̊u K− a proton̊u p.

Parametry programu byly nastaveny následovně

• Počet událost́ı: 10 000

• Teplota chemického vymrznut́ı: 166,5 MeV

• dN

dy
všech hadron̊u: 1 500

Teplota kinetického vymrznut́ı a parametr ηf byly nastaveny v závislosti na centralitě

srážky a jsou uvedeny v tabulce 5.1.
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Centralita srážky 0 - 5 % 20 - 40 % 60 - 80 %

Teplota kinetického vymrznut́ı 98 MeV 115 MeV 166 MeV
ηf 0,981 0,918 0,6735

Tabulka 5.1: Hodnoty teploty kinetického vymrznut́ı a j́ı př́ıslušej́ıćıho parametru ηf pro
r̊uzné centrality srážky.

Hodnoty teploty kinetického vymrznut́ı byly převzaty z článku [21] z tabulky 2. Hodnota

parametru ηf byla dopoč́ıtána podle vztahu

ηf =
3

2
〈vt〉. (5.13)

Hodnoty 〈vt〉 jsou taktéž převzaty z článku [21] z tabulky 2.

Histogramy znázorňuj́ıćı počet př́ımo produkovaných částic a částic vzniklých z rezonanćı

v závislosti na př́ıčné hybnosti pT v porovnáńı s počtem částic produkovaných př́ımo jsou pro

piony pro centrality 0 - 5 %, 20 - 40 % a 60 - 80 % na obrázkách Obr.5.1, Obr.5.2 a Obr.5.3.
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Obrázek 5.1: Histogram znázorňuj́ıćı počet př́ımo produkovaných pion̊u a pion̊u vzniklých

rozpadem rezonanćı v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro centrálńı srážku 0 - 5 %.
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Obrázek 5.2: Histogram znázorňuj́ıćı počet př́ımo produkovaných pion̊u a pion̊u vzniklých

rozpadem rezonanćı v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 20 - 40 %.
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Obrázek 5.3: Histogram znázorňuj́ıćı počet př́ımo produkovaných pion̊u a pion̊u vzniklých

rozpadem rezonanćı v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro centrálńı srážku 60 - 80 %.
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Kv̊uli větš́ı přehlednosti a lepš́ımu porovnáńı výsledk̊u s článkem [21] byly vykresleny

histogramy znázorňuj́ıćı poměr částic vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo produkovaným

částićım. Dále je na těchto grafech mnohem lépe vidětelná změna sklonu spektra.

Histogramy znázorňuj́ıćı poměr částic vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo produko-

vaným částićım pro piony π− jsou na obrázkách Obr. 5.4, Obr. 5.5 a Obr. 5.6, pro kaony K−

jsou na obrázkách Obr. 5.7, Obr. 5.8 a Obr. 5.9 a pro protony p jsou na obrázkách Obr. 5.10,

Obr. 5.11 a Obr. 5.12.
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Obrázek 5.4: Histogram znázorňuj́ıćı poměr pion̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným pion̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro centrálńı srážku 0 - 5 %. Každá

barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.5: Histogram znázorňuj́ıćı poměr pion̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným pion̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 20 - 40 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.6: Histogram znázorňuj́ıćı poměr pion̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným pion̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 60 - 80 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.7: Histogram znázorňuj́ıćı poměr kaon̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným kaon̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro centrálńı srážku 0 - 5 %. Každá

barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.8: Histogram znázorňuj́ıćı poměr kaon̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným kaon̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 20 - 40 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.9: Histogram znázorňuj́ıćı poměr kaon̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným kaon̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 60 - 80 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.10: Histogram znázorňuj́ıćı poměr proton̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným proton̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro centrálńı srážku 0 - 5 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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5 VLIV PRODUKCE HADRONŮ Z ROZPADŮ REZONANCÍ A VLIV CHEMICKÉHO
SLOŽENÍ REZONANČNÍHO PLYNU
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Obrázek 5.11: Histogram znázorňuj́ıćı poměr proton̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným proton̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 20 - 40 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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Obrázek 5.12: Histogram znázorňuj́ıćı poměr proton̊u vzniklých rozpadem rezonanćı ku př́ımo

produkovaným proton̊um v závislosti na př́ıčné hybnosti pT pro necentrálńı srážku 60 - 80 %.

Každá barevná čára odpov́ıdá jinému intervalu hmotnost́ı rezonanćı.
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5.3 DRAGON

Z obrázk̊u Obr. 5.4, Obr. 5.5 a Obr. 5.6 je vidět, že na celková spektra pion̊u maj́ı největš́ı

vliv piony vzniklé z lehč́ıch rezonanćı o hmotnostech do 1,5 GeV. Největš́ı vliv pak maj́ı

rezonance do 1 GeV. V této oblasti se nacházej́ı např. rezonance η, ρ, ω a K∗.

Z obrázk̊u Obr. 5.7, Obr. 5.8 a Obr. 5.9 je zřejmé, že pro celková spektra kaon̊u jsou

nejd̊uležitěǰśı kaony vzniklé rozpadem lehč́ıch rezonanćı o hmotnostech do 1,3 GeV a potom

rozpad rezonanćı o hmotnostech od 1,4 GeV do 1,5 GeV. V této oblasti se nacházej́ı např.

rezonance K∗ a Σ∗.

Na obrázkách Obr. 5.10, Obr. 5.11 a Obr. 5.12 vid́ıme, že na celková spektra proton̊u

maj́ı největš́ı vliv protony vzniklé z rezonanćı o hmotnostech od 1 GeV do 1,3 GeV a potom

rozpady těžš́ıch rezonanćı o hmotnostech od 1,5 GeV do 1,8 GeV. V této oblasti se necházej́ı

např. rezonance ∆, Λ(1600, 1800), Σ∗(1660, 1670), N(1520) nebo Ξ(1690).

71





6 Porovnáńı tvaru spekter nadplochy vymrznut́ı pro

r̊uzné centrality srážky

V kapitole 5 jsme se zabývali vlivem rezonanćı na tvar spekter v př́ıčné hmotnosti pro r̊uzné

centrality. Ćılem této kapitoly je odhadnout vliv parametr̊u jako je teplota vymrznut́ı T a

př́ıčná rychlost vT na tvar spektra pion̊u v př́ıčné hmotnosti. Tyto parametry jsou závislé na

centralitě srážky a nás tedy bude zaj́ımat, jak se to na spektrech projevuje a také jaký vliv

by na to měla změna tvaru nadplochy vymrznut́ı. Zejména nás zaj́ımá, jaký vliv bude mı́t

jiná než konstantńı nadplocha, protože produkuje nár̊ust při malém pT a podobný efekt byl

pozorován v experimentu. Zkoumat budeme nadplochu vymrznut́ı parametrizovanou para-

bolickou závislost́ı, které byla věnována pozornost v kapitole 3. Vztah odvozený v kapitole 3

ovšem trochu zobecńıme. Mı́sto vztahu

sinh ηt = ηf

( r
R

)
(6.1)

použijeme vztah

sinh ηt = ηf

( r
R

)n
, (6.2)

kde pomoćı n měńıme tvar profilu.

Pro bosony jsme odvodili vztah

E
dN

d3p
=

3∑
n=1

mT

(2π2)

∫ R

0

(a0r + a2r
3)drI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)

−
3∑

n=1

pT
(2π2)

∫ R

0

(2a2a0r
2 + 2a22r

4)drI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
,

(6.3)

kde

cosh ηt =

√
1 + η2f

( r
R

)2n
. (6.4)
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6 POROVNÁNÍ TVARU SPEKTER NADPLOCHY VYMRZNUTÍ PRO RŮZNÉ
CENTRALITY SRÁŽKY

Teplota kinetického vymrznut́ı T , parametr ηf a profil n byly nastaveny v závislosti na

centralitě srážky a jsou uvedeny v tabulce 6.1.

Hodnoty v tabulce 6.1 byly převzaty z článku [21] z tabulky 2.

Centralita srážky 0 - 5 % 20 - 40 % 60 - 80 %

Teplota kinetického vymrznut́ı 98 MeV 115 MeV 166 MeV
ηf 0,88 0,86 0,77
n 0,69 0,81 1,43

Tabulka 6.1: Hodnoty teploty kinetického vymrznut́ı, j́ı př́ıslušej́ıćıho parametru ηf a profilu
n pro r̊uzné centrality srážky.

Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony pro centrálńı srážku 0 - 5 % je vyobrazeno na

Obr.6.1, pro necentrálńı srážku 20 - 40 % na Obr.6.2 a pro necentrálńı srážku 60 - 80 % na

Obr.6.3.
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Obrázek 6.1: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze pro

centrálńı srážku 0 - 5 %. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.
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Obrázek 6.2: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze pro

centrálńı srážku 20 - 40 %. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.
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Obrázek 6.3: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze pro

centrálńı srážku 60 - 80 %. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou funkćı.
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6 POROVNÁNÍ TVARU SPEKTER NADPLOCHY VYMRZNUTÍ PRO RŮZNÉ
CENTRALITY SRÁŽKY

Pro lepš́ı možnost porovnáńı spekter pro r̊uzné centrality je na obrázku Obr.6.4 vykresleno

spektrum pro piony pro parametr a2 = 0 a na Obr.6.5 pro parametr a2 = 1/20. Z těchto

graf̊u je patrné, že centralita srážky má velký vliv na tvar spektra.
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Obrázek 6.4: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze pro r̊uzné

centrality srážky pro parametr a2 = 0. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou

funkćı.
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Obrázek 6.5: Spektrum v př́ıčné hmotnosti pro piony se zahrnut́ım př́ıčné expanze pro r̊uzné

centrality srážky pro parametr a2 = 1/20. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabo-

lickou funkćı.
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6 POROVNÁNÍ TVARU SPEKTER NADPLOCHY VYMRZNUTÍ PRO RŮZNÉ
CENTRALITY SRÁŽKY

6.1 Efektivńı parametr sklonu spektra

Podobně jako v kapitole 3 uvedeme ještě graf závislosti efektivńıho parametru sklonu spektra

na mT −m. Graf je pro parametr a2 = 0 na Obr. 6.6 a pro a2 = 1/20 na Obr. 6.7. Z Obr. 6.6

pro parametr a2 = 0 je patrné, že hodnota T ∗ je o něco vyšš́ı než byla hodnota T . Na Obr. 6.7

pro parametr a2 = 1/20 vid́ıme, že pro malé hodnoty mT −m hodnota T ∗ odpov́ıdá hodnotě

T a následně roste.
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Obrázek 6.6: Graf závislosti efektivńıho parametru sklonu spektra na mT −m pro r̊uzné cent-

rality srážky pro parametr a2 = 1/20. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou

funkćı.
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6.1 Efektivńı parametr sklonu spektra
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Obrázek 6.7: Graf závislosti efektivńıho parametru sklonu spektra na mT − m pro r̊uzné

centrality srážky pro parametr a2 = 0. Nadplocha vymrznut́ı je parametrizována parabolickou

funkćı.
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6 POROVNÁNÍ TVARU SPEKTER NADPLOCHY VYMRZNUTÍ PRO RŮZNÉ
CENTRALITY SRÁŽKY

Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo studium r̊uzných tvar̊u nadplochy vymrznut́ı na tvar

spekter v př́ıčné hybnosti a také zkoumáńı vlivu viskozity a rozpad̊u rezonanćı na tvar spektra

v př́ıčné hybnosti.

V prvńı kapitole jsme uvedli základńı poznatky o těžko-iontových srážkách a kvantové

chromodynamice. Dále jsme se zaměřily na vlastnosti kvark-gluonového plazmatu a na ana-

logii mezi fyzikou relativistických srážek a fyzikou raného vesmı́ru. Ve druhé kapitole jsme

zkoumali vliv podélné a př́ıčné expanze na tvar spektra v př́ıčné hybnosti. V daľśı kapitole

jsme odvodili tvar nadplochy vymrznut́ı pro parabolickou parametrizaci fireballu pro piony,

protony a kaony. Následuj́ıćı kapitola byla věnována vlivu viskozity a odvozeńı korekce na

viskozitu pro spektra v př́ıčné hybnosti. Zjistili jsme, že vliv viskozity neńı zanedbatelný,

obzvláště při malých hodnotách mT −m. V páté kapitole je popsán vliv rozpadu rezonanćı

na tvar spektra př́ımo produkovaných částic. Simulace rozpadu rezonanćı byla provedena po-

moćı Monte Carlo generátoru DRAGON [23] pro centrálńı srážky 0 - 5 % a pro necentrálńı

srážky 20 - 40 % a 60 - 80 %. Zjistili jsme, že částice vzniklé z rozpadu rezonanćı významně

přisṕıvaj́ı ke spektru př́ımo produkovaných částic. V posledńı kapitole jsme se zaměřili na vliv

centrality srážky na tvar spekter pion̊u v př́ıčné hmotnosti parametrizovaných parabolickou

závislost́ı a došli jsme k závěru, že centralita srážky má velký vliv na tvar těchto spekter.
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Př́ıloha A

A Př́ıloha: Odvozeńı tvaru nadplochy vymrznut́ı pro

parabolickou parametrizaci fireballu

Pro infinitezimálńı elementy plochy podle vzorc̊u (3.6),(3.7),(3.8),(3.9) dostaneme

dΣ0 =

∣∣∣∣∣∣∣
cosφ −r sinφ 0

sinφ r cosφ 0
∂τf (r)

∂r
sinh η‖ 0 τf (r) cosh η‖

∣∣∣∣∣∣∣ dη‖drdφ
= (r cos2 φτf (r) cosh η‖ + r sin2 φτf (r) cosh η‖)dη‖drdφ

= rτf (r) cosh η‖dη‖drdφ,

(A.1)

dΣ1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinφ r cosφ 0

∂τf (r)

∂r
sinh η‖ 0 τf (r) cosh η‖

∂τf (r)

∂r
cosh η‖ 0 τf (r) sinh η‖

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dη‖drdφ
=

(
rτf (r)

∂τf (r)

∂r
cosh2 η‖ cosφ− rτf (r)

∂τf (r)

∂r
cosφ sinh2 η‖

)
dη‖drdφ

= rτf (r)
∂τf (r)

∂r
cosφdη‖drdφ,

(A.2)

dΣ2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂τf (r)

∂r
sinh η‖ 0 τf (r) cosh η‖

∂τf (r)

∂r
cosh η‖ 0 τf (r) sinh η‖

cosφ −r sinφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dη‖drdφ
= −

(
−rτf (r)

∂τf (r)

∂r
sinφ cosh2 η‖ + rτf (r)

∂τf (r)

∂r
sinφ sinh2 η‖

)
dη‖drdφ

= rτf (r)
∂τf (r)

∂r
sinφdη‖drdφ,

(A.3)
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A PŘÍLOHA: ODVOZENÍ TVARU NADPLOCHY VYMRZNUTÍ PRO
PARABOLICKOU PARAMETRIZACI FIREBALLU

dΣ3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂τf (r)

∂r
cosh η‖ 0 τf (r) sinh η‖

cosφ −r sinφ 0

sinφ r cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ dη‖drdφ
= (τf (r)r cos2 φ sinh η‖ + τf (r) sin2 φ sinh η‖)dη‖drdφ

= rτf (r) sinh η‖dη‖drdφ.

(A.4)

Podrobné odvozeńı integrálu (3.29) pro př́ıčné hmotnostńı spektrum fermion̊u,

E
dN

d3p
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

(2π)3

∫ +∞

−∞
mT cosh(y − η‖)dη‖

∫ 2π

0

dφ

∫ R

0

drτf (r)r

× exp

(
npT sinh ηt cos(φ− φ′)

T

)
· exp

(
−
nmT cosh ηt cosh(y − η‖)

T

)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1

∫ R

0

rdr

(2π)2

∫ +∞

−∞
mT τf (r) coshχdχI0

(
npT sinh ηt

T

)
× exp

(
−
mTn cosh η‖ coshχ

T

)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 mT

(2π2)

∫ R

0

rτfdrI0

(
npT sinh ηt

T

)
K1

(
nmT cosh ηt

T

)
,

(A.5)

kde jsme provedli substituci

y − η‖ = χ. (A.6)
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Podrobné odvozeńı integrálu (3.34) pro př́ıčné hmotnostńı spektrum fermion̊u,

E
dN

d3p
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

(2π)3
pT

∫ ∞
−∞

dη‖

∫ R

0

∂τf (r)

∂r
τf (r)rdr

∫ 2π

0

dφ cos(φ− φ′)

× exp

(
npT sinh ηt cos(φ− φ′)

T

)
× exp

(
−
nmT cosh ηt cosh(y − η‖)

T

)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

(2π)2
pT

∫ R

0

∂τf (r)

∂r
τf (r)rdr

∫ +∞

−∞
dχI1

(
npT sinh ηt

T

)
× exp

(
−
mTn cosh η‖ coshχ

T

)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

(2π2)
pT

∫ R

0

∂τf (r)

∂r
τf (r)rdrI1

(
npT sinh ηt

T

)
K0

(
nmT cosh ηt

T

)
,

(A.7)

kde jsme provedli substituci

y − η‖ = χ. (A.8)
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B PŘÍLOHA: ODVOZENÍ KOREKCE NA VISKOZITU

Př́ıloha B

B Př́ıloha: Odvozeńı korekce na viskozitu

Ke spoč́ıtáńı tenzoru viskozity potřebujeme definovat diferenciálńı operátor

∇α = ∆αβdβ, (B.1)

kde ∆αβ označuje projektor do roviny kolmé na směr rychlosti

∆αβ = gαβ − uαuβ (B.2)

a dβ označuje kovariantńı derivaci

dβu
α = ∂βu

α + Γα
µβu

µ, (B.3)

kde Christoffelovy symboly Γα
µβ byly definovány vztahem 4.21 a 4.22.

Viskózńı tenzor je pak daný vztahem

η 〈∇αuβ〉 , (B.4)

kde

〈∇αuβ〉 ≡ ∇αuβ +∇βuα −
2

3
∆αβ∇γu

γ. (B.5)

B.1 Odvozeńı prostorových komponent viskózńıho tenzoru

Časové derivace jsou v klidové soustavě dány vztahem

Duµ = uαdαu
µ. (B.6)

Odvozeńı 〈∇rur〉:

〈∇rur〉 = 2∇rur − 2

3
∆rr∇γuγ = −2∂ru

r − 2urDur − 2

3
∆rr∇γuγ, (B.7)

kde

2∇rur = 2∆rβdβu
r = 2(grβ − uruβ)dβu

r = 2grβdβu
r − 2urDur

= 2grr(∂ru
r + Γ r

µru
r)− 2urDur = −2∂ru

r − 2· 0− 2urDur = −2∂ru
r − 2urDur.

(B.8)
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B.1 Odvozeńı prostorových komponent viskózńıho tenzoru

Odvozeńı r2
〈
∇φuφ

〉
:

r2
〈
∇φuφ

〉
= 2r2∇φuφ − 2

3
r2∆φφ∇γuγ = −2∂φu

φ − 2
ur

r
− 2r2uφDuφ − 2

3
r2∆φφ∇γuγ,

(B.9)

kde

2r2∇φuφ = 2r2∆φβdβu
φ = 2r2(gφβ − uφuβ)dβu

φ = 2r2gφβdβu
φ − 2r2uφDuφ

= 2r2gφβ(∂βu
φ + Γ φ

µβu
φ)− 2r2uφDuφ = 2r2gφφ∂φu

φ + 2r2gφφΓ φ
rφu

r − 2r2uφDuφ

= −2∂φu
φ − 2

ur

r
− 2r2uφDuφ.

(B.10)

Odvozeńı r
〈
∇ruφ

〉
:

r
〈
∇ruφ

〉
= r∇ruφ + r∇φur − 2

3
r∆rφ∇γuγ

= −1

r
∂φu

r − r∂ruφ − ruφDur −
2

3
r∆rφ∇γuγ,

(B.11)

kde
r∇ruφ = r∆rβdβu

φ = r(grβ − uruβ)dβu
φ = rgrβdβu

φ − ruruβdβuφ

= rgrβdβu
φ − rurDuφ = rgrβ(∂βu

φ + Γ φ
µβ)− rurDuφ

= rgrβ∂βu
φ + rgrβΓ φ

µβu
µ − rurDuφ = −r∂ruφ − rurDuφ − uφ

(B.12)

a
r∇φur = r∆φβdβu

r = r(gφβ − uφuβ)dβu
r = rgφβdβu

r − ruφDur

= rgφβ(∂βu
r + Γ r

µβu
µ)− ruφDur

= rgφφ∂φu
r + rgφφΓ r

φφu
φ = −1

r
∂φu

r − ruφDur + uφ.

(B.13)

Odvozeńı τ 2 〈∇ηsuηs〉:

τ 2 〈∇ηsuηs〉 = 2τ 2∇ηsuηs − 2

3
τ 2∆ηsηs∇γuγ

= −2∂ηsu
ηs − 2

τ
uτ − 2τ 2uηsDuηs −

2

3
τ 2∆ηsηs∇γuγ,

(B.14)

kde

2τ 2∇ηsuηs = 2τ 2∆ηsβdβu
ηs = 2τ 2(gηsβ − uηsuβ)dβu

ηs = 2τ 2gηsηsdηsu
ηs − 2τ 2uηsDuηs

= −2∂ηsu
ηs − Γ ηs

µηsu
ηs − 2τ 2uηsDuηs = −2∂ηsu

ηs − 2
uτ

τ
− 2τ 2uηsDuηs .

(B.15)
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Ve všech vztaźıch je

∇γuγ =
1√
−g

∂µ(
√
−guµ), (B.16)

kde
√
−g = τr a g je determinant metrického tenzoru. Nyńı si odvod́ıme vztah B.16.

Pro

µ = τ ⇒ 1

τr
∂τ (τru

τ ) =
1

τ
uτ + ∂τu

τ , (B.17)

µ = φ⇒ 1

τr
∂φ(τruφ) = ∂φu

φ, (B.18)

µ = r ⇒ 1

τr
∂r(τru

r) =
1

r
ur + ∂ru

r, (B.19)

µ = ηs ⇒
1

τr
∂ηs(τru

ηs) = ∂ηsu
ηs (B.20)

pak rovnice (B.16) přejde do tvaru

∇γuγ =
1√
−g

∂µ(
√
−guµ) =

uτ

τ
+
ur

r
+ ∂φu

φ + ∂ηsu
ηs + ∂τu

τ + ∂ru
r. (B.21)

Pro

µ = r ⇒ Dur = uαdαu
r = uτ∂τu

r + ur∂ru
r + uφ∂φu

r + uηs∂ηsu
r + uαΓ r

µαu
µ

= uτ∂τu
r + ur∂ru

r + uφ∂φu
r + uηs∂ηsu

r + uφΓ r
φφu

φ = uτ∂τu
r + ur∂ru

r + uφ∂φu
r − r(uφ)2,

(B.22)

µ = φ⇒ rDuφ = uτ∂τ (ru
φ) + ur∂r(ru

φ) + uφ∂φ(ruφ) + uηs∂ηs(ru
φ) + ruαΓ φ

µαu
µ

= uτ∂τ (ru
φ) + ur∂r(ru

φ) + uφ∂φ(ruφ) + uηs∂ηs(ru
φ) + uφur,

(B.23)

µ = ηs ⇒ τDuηs = uτ∂τ (τu
ηs) + ur∂r(τu

ηs) + uηs∂ηs(τu
ηs) + uφ∂φ(τuηs) + τuαΓ ηs

µαu
µ

= uτ∂τ (τu
ηs) + ur∂r(τu

ηs) + uηs∂ηs(τu
ηs) + uφ∂φ(τuηs) + τuηsΓ ηs

τηsu
τ

= uτ∂τ (τu
ηs) + ur∂r(τu

ηs) + uηs∂ηs(τu
ηs) + uφ∂φ(τuηs) + uηsuτ ,

(B.24)

µ = τ ⇒ Duτ = uτ∂τu
τ + ur∂ru

τ + uφ∂φu
τ + uηs∂ηsu

τ + uαΓ τ
µαu

µ

= uτ∂τu
τ + ur∂ru

τ + uφ∂φu
τ + uηs∂ηsu

τ + uηsΓ τ
ηsηsu

ηs

= uτ∂τu
τ + ur∂ru

τ + uφ∂φu
τ + uηs∂ηsu

τ + τ(uηs)2.

(B.25)

Časové komponenty jsou spoč́ıtány z
〈
∇αuβ

〉
uβ = 0. Časové derivace ∂τu

φ, ∂τu
r a ∂τu

τ

zmiźı.

Pro rovnice (B.7), (B.9), (B.11) a (B.14) pak dostáváme za použit́ı výše odvozených
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vztah̊u a za předpokladu, že pro Bjorkenovu expanzi plat́ı

uφ = 0, (B.26)

uηs = 0, (B.27)

ur = 0, (B.28)

uτ = 1 (B.29)

r
〈
∇ruφ

〉
= −2

3
r(grφ − uruφ)

(
uτ

τ
+
ur

r
+ 0

)
= 0, (B.30)

r2
〈
∇φuφ

〉
= −2

ur

r
− 2

3
r2
(
− 1

r2
− uφuφ

)(
uτ

τ
+
ur

r
+ ∂ru

r + ∂τu
τ

)
=

2

3

uτ

τ
=

2

3τ
,

(B.31)

〈∇rur〉 = −2∂ru
r − 2urDur − 2

3
(grr − urur)

(
uτ

τ
+
ur

r
+ ∂ru

r + ∂τu
τ

)
=

2

3

uτ

τ
=

2

3τ
,

(B.32)

τ 2 〈∇ηsuηs〉 = −2
uτ

τ
− 2

3
τ 2(gηsηs − uηsηs)

(
uτ

τ
+
ur

r

)
= −2

τ
+

2

3τ 2
τ 2
uτ

τ

= −2

τ
+

2

3τ
= − 4

3τ
.

(B.33)

B.2 Odvozeńı spektra v př́ıčné hmotnosti pro fermiony s korekćı

na viskozitu

Pro čtyřrychlost plat́ı

uµ = (cosh ηs, 0, 0, cosh ηt) (B.34)

a pro čtyřhybnost

pµ = (mT cosh y, pT cosφ′, pT sinφ′,mT sinh y). (B.35)

Vynásobeńım vztah̊u (B.34) a (B.35) dostaneme

pµuµ = mT cosh ηt cosh(y − ηs). (B.36)
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dN (0)

mTdmTdy
+

dN (1)

mTdmTdy
=

1

(2π)3

∫ ∫ ∫
pµdΣµ

(
f0

(
pµuµ
T

)
+ δf

)
=

1

(2π)3

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
mT rτ cosh(y − ηs)drdφdηs

1

exp

[
mT cosh(y − ηs)

T

]
+ 1

+
1

(2π)3

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
mT rτ cosh(y − ηs)drdφdηs

1

exp

[
mT cosh(y − ηs)

T

]
+ 1

·

·

1− 1

exp

(
mT cosh(y − ηs)

T

)
+ 1

 · [3

8

Γs
T 2

(
2p2T
3τ
− 4m2

T

3τ
sinh2 ηs

)]

≈
3∑

n=1

(−1)n+1 1

2π2

∫ R

0

∫ +∞

0

mT rτ cosh(y − ηs)drdφdηs exp

[
−nmT cosh(y − ηs)

T

]

+
3∑

n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
1

2π2

∫ R

0

∫ +∞

0

mT rτ cosh(y − ηs)drdφdηs exp

[
−nmT cosh(y − ηs)

T

]
·

·
[

3

8

Γs
T 2

(
2p2T
3τ
− 4m2

T

3τ
sinh2 ηs

)]
=

3∑
n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
1

(2π2)

3

8

ΓsmT

T 2

∫ R

0

∫ +∞

0

coshχrdr exp

(
−nmT coshχ

T

)
·

·
[

2p2T
3τ
− 4m2

T

3τ
sinh2 ηs

]
dχ

=
3∑

n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
mTp

2
T

8π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

4π2

Γs
T 2

∫ R

0

∫ +∞

0

rdr coshχ sinh2 χ exp

(
−nmT coshχ

T

)
dχ,

(B.37)
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kde

coshχ · sinh2 χ =
1

2
[coshχ · cosh 2χ− coshχ] =

1

2

[
1

2
coshχ+

1

2
cosh 3χ− coshχ

]
=

1

4
cosh 3χ− 1

4
coshχ.

(B.38)

a závorka (1 + δn2) se zde objevila kv̊uli vztahu 4.56.

Pak rovnice (B.37) přejde do tvaru

dN (0)

mTdmTdy
+

dN (1)

mTdmTdy
=

3∑
n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
mTp

2
T

8π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

∫ +∞

0

rdr coshχ exp

(
−nmT coshχ

T

)
dχ

−
3∑

n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

∫ +∞

0

rdr cosh 3χ exp

(
−nmT coshχ

T

)
dχ

=
3∑

n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(
nmT cosh ηt

T

)

+
3∑

n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
mTp

2
T

8π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK3

(nmT

T

)
=

3∑
n=1

(−1)n+1mT τ

2π2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
+

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
1

8π2

[
mTp

2
T +

m3
T

2

]
Γs
T 2

∫ R

0

rdrK1

(nmT

T

)
−

3∑
n=1

(−1)n+1(1 + δn2)
m3
T

16π2

Γs
T 2

∫ R

0

rdrK3

(nmT

T

)
,

(B.39)

kde K3 je modifikovaná Besselova funkce definovaná vztahem (3.31).
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