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Abstrakt:

Ultrarelativistické těžko-iontové srážky nám umožňuj́ı studovat vlastnosti silně in-

teraguj́ıćı hmoty vystavené extrémńım podmı́nkám, č́ımž obvykle rozumı́me extrémně

vysokou hustotu energie. Podle kvantové chromodynamiky (QCD) docháźı v této silně

interaguj́ıćı hmotě k fázové přeměně ze stavu, kdy jsou hadronové konstituenty (kvarky

a gluony) vázány, do stavu, kdy jsou tyto konstituenty dekonfinované. O tomto stavu

hovoř́ıme jako o kvark-gluonovém plazmatu (QGP). Tohoto je možno dosáhnout koliźı

dvou těžkých iont̊u urychlených na ultrarelativistické energie.

Na urychlovač́ıch SPS a LHC v CERN a RHIC v BNL bylo provedeno mnoho expe-

riment̊u, které měly za úkol zkoumat podmı́nky vhodné k tomu, aby došlo k dekonfinaci

(osvobozeńı kvark̊u). Informace o vlastnostech, složeńı a velikosti p̊uvodńıha média mohou

být źıskány z analýzy hadronových multiplicitńıch spekter a jejich korelaćı.

Ćılem této práce je popsat statistický model a jeho základńı výsledky. Nerovnovážné

modely spolu s chemickými potenciály jsou rovněž představeny. Nav́ıc je zkoumán vliv

rezonanćı a jejich konečné š́ı̌rky na teplotu souboru, což je provedeno pomoćı programu

SHAREv3, jehož dokumentace je součást́ı této práce. Rovněž zkoumáme vliv zahrnut́ı

rezonanćı o r̊uzné hmotnosti.

Kĺıčová slova: Kvark-gluonové plazma, těžko-iontové srážky, grand-kanonický mo-

del, kanonické potlačeńı, SHAREv3
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Abstract:

Ultrarelativistic heavy-ion collisions are performed with the aim to study the pro-

perties of strongly interacting matter which is exposed to extreme conditions of high

energy density. According to the Quantum Chromodynamics (QCD), a phase transition

from a state of hadrons to a plasma of deconfined quarks and gluons (QGP) takes place

within the strongly interacting matter. This can be achieved by colliding heavy ions at

ultrarelativistic energies.

Various experiments which were supposed to explore the conditions that are sufficient

for deconfinement have been carried out at SPS and LHC/CERN and RHIC/BNL. Infor-

mation on nature, composition and size of the medium of origin can be deduced from the

hadron multiplicity distributions and their correlations.

The aim of this thesis is to introduce the statistical model and its basic results.

Nonequilibrium models along with chemical potentials are also introduced. Moreover, the

influence of resonances and their finite widths on the temperature of the ensemble is

researched using the SHAREv3 program, whose documentation is part of this thesis. We

also study how results of chemical fits depend on the inclusion of resonances with higher

masses.

Key words: Quark-Gluon plasma, heavy-ion collisions, grand-canonical appro-

ach, canonical suppression, SHAREv3
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Úvod

Jedńım z fundamentálńıch stav̊u hmoty je tzv. kvark-gluonové plazma (QGP), o kterém

se předpokládá, že existovalo na samém počátku vesmı́ru, a které často (ne však vždy)

vzniká bezprostředně po srážce dvou ultrarelativistických těžkých iont̊u.

Statistický neboli termálńı model je v současné době jedńım z nejspolehlivěǰśıch

prostředk̊u, jak popsat produkci hadron̊u z fireballu vzniklého po srážce dvou jader

a př́ıpadně usoudit na existenci stavu QGP. V prvńı kapitole se tedy seznámı́me s kvark-

gluonovým plazmatem jako takovým a rovněž srovnáme tzv. big-bang a micro-bang, které

budou esenciálńı k pochopeńı rozd́ılu mezi Velkým třeskem a těžkoiontovou srážkou.

Poté vybudujeme matematický aparát nutný ke statistickému popisu produkovaných

hadron̊u. Bude představen grandkanonický statistický model, který odvod́ıme pomoćı

klasické termodynamiky. Vysvětĺıme také pojmy, jako jsou hadronový plyn či Fermiho

a Boseho kvantové plyny. Na závěr prvńı kapitoly představ́ıme teoretický aparát nutný

k zahrnut́ı interakce pomoćı rezonanćı. Zvláštńı pozornost bude věnována vlivu (konečné)

š́ı̌rky rezonanćı jako funkce teploty a korekci na vyloučený objem.

Ve druhé kapitole se zaměř́ıme na kanonické potlačeńı zachovávaj́ıćıch se náboj̊u

s d̊urazem na kanonickou partičńı funkci pro ábelovské náboje a odvozeńı kanonického

potenciálu jako limitńıho př́ıpadu grandkanonického.

Třet́ı kapitola bude věnována praktické analýze. Bude nás zaj́ımat zejména to,

jaký vliv maj́ı rezonance s vysokou hmotnost́ı na teplotu souboru. Přitom rozlǐśıme

př́ıpady, kdy budou zahrnuty konečné š́ı̌rky rezonanćı a kdy ne. Představen bude program

SHARE with CHARM, který umožňuje źıskávat data o statistických veličinách. Taktéž

se zaměř́ıme na nerovnovážné modely, kde opět zvlášt’ analyzujeme př́ıpady vyloučeńı

a zahrnut́ı konečné š́ı̌rky rezonanćı.

Ve čtvrté kapitole provedeme motivačńı náhled do problematiky výtěžk̊u nestabilńıch

rezonanćı se zaměřeńım na hadronové rozpady. Bude provedeno srovnáńı teoretických

předpověd́ı s experimentálńımi výsledky na urychlovač́ıch RHIC a LHC.

10



Kapitola 1

Grand-kanonický statistický model a

zahrnut́ı interakce pomoćı rezonanćı

Prakticky veškeré vědecké práce týkaj́ıćı se tohoto tématu vycházej́ı z toho, že vesmı́r

vznikl d̊usledkem Velkého třesku zhruba před 13,8 miliardami let (poměrně precizńı údaj

plyne z analýzy reliktńıho zářeńı). Je všeobecně předpokládáno, že během Velkého třesku

bylo vytvořeno přibližně stejné množstv́ı hmoty a antihmoty a že většina antihmoty anihi-

lovala po ochlazeńı a expanzi vesmı́ru s hmotou, k čemuž došlo přibližně 20 µs po Velkém

třesku [1]. V tomto okamžiku však již veškerá hmota, která existuje i ve stavu, v jakém se

vesmı́r nacháźı dnes, existovala ve formě proton̊u, neutron̊u a daľśıch hadron̊u složených

z konfinovaných (vázaných) kvark̊u a gluon̊u (tzv. parton̊u).

Než však došlo k hadronizaci, existoval vesmı́r ve stavu dekonfinovaných parton̊u. Tento

stav nazýváme kvark-gluonovým plazmatem (QGP). Pomoćı ultrarelativistických těžko-

iontových srážek, což jsou srážky, při kterých se atomová jádra (nazývaná těžké ionty)

srážej́ı za velmi vysokých energíı [1], se částicová fyzika pokouš́ı reprodukovat podmı́nky,

které vládly na samém prvopočátku vesmı́ru. Tato snaha spoč́ıvá v ověřováńı předpověd́ı

kvantové chromodynamiky (QCD), která popisuje interakce mezi kvarky a rovněž i inter-

akce mezi hadrony. Mezi nejvýznamněǰśı experimenty, které se t́ımto zabývaj́ı, patř́ı expe-

riment ALICE na urychlovači LHC v laboratoři CERN a experiment STAR na urychlovači

RHIC v Brookhaven National Laboratory (BNL). Jednou z otázek, které v této problema-

tice zcela přirozeně vyvstávaj́ı, je ta, jak nejlépe popsat produkci hadron̊u z horké hmoty.

Přitom se ukazuje, že je překvapivě dobře charakterizována modelem, na který klademe

co nejméně předpoklad̊u. T́ımto modelem je tzv. termálńı neboli statistický model.

1.1 Kvark-gluonové plazma

Kvark-gluonové plazma (QGP) je stav hmoty, kdy partony nejsou vázány v hadronech.

Teoreticky se předpokládá, že při velmi vysokých teplotách by partony byly asympto-

ticky volné, což znamená, že za předpokladu extrémně malých vzdálenost́ı a velmi vysoké

hustoty energie śıly p̊usob́ıćı mezi partony vymiźı. Předpokládá se, že vesmı́r ve své nej-

raněǰśı fázi (∼ 10 µs po Velkém třesku [1]) rovněž existoval v tomto stavu. Takový stav

hmoty taktéž za jistých podmı́nek vzniká v ultrarelativistických těžko-iontových srážkách.

V druhém př́ıpadě je však doba jeho existence omezena pouze na řádově fm/c. Vzhledem
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Obrázek 1.1: Prostoročasový vývoj fireballu: (a) bez př́ıtomnosti QGP, (b) s př́ıtomnost́ı QGP

(převzato z [7]).

k tomu, že jde z fyzikálńıho hlediska o podobný proces jako u Velkého třesku, označuje

se srážka, při které vzniká QGP, někdy jako little-bang či micro-bang.

Na Obr. 1.1 je znázorněn prostoročasový vývoj fireballu po srážce dvou jader A a

B. Toto má za následek vznik extrémně husté hadronové hmoty, jej́ıž hustota energie ε

zhruba odpov́ıdá hodnotě větš́ı než ε = 1 GeV fm−3 a př́ıslušný tlak relativistické hmoty

je pak přibližně roven P ' 1
3
ε [1]. Vzhledem k tomu, že pro studium fyzikálńıch vlastnost́ı

raného vesmı́ru je třeba téměř nekonečného objemu hmoty, je nutno v ultrarelativistických

těžko-iontových srážkách použ́ıt prvk̊u s vyšš́ım protonovým č́ıslem, např. 82Pb či 79Au.

Vlivem vysokého vnitřńıho tlaku bude vzniklý fireball dále expandovat, až dojde k

tzv. freeze-outu (”vymrznut́ı”). Doba života fireballu τ (rozuměj doba mezi srážkou a

vymrznut́ım) je závislá na velikosti systému a je přibližně dána rovnićı

τ =
2R

c
(1.1)

kde R je poloměr koule, kterou aproximujeme fireball, a c je rychlost světla ve vakuu.

Po vymrznut́ı lze pozorovat produkci velkého počtu hadron̊u o ńızké energii. Toto

je typické pro ultrarelativistickou těžko-iontovou srážku, nebot’ tato je charakterizována

t́ım, že energie srážky je rozdělena na velké množstv́ı hadron̊u, na rozd́ıl od elementárńıch

interakćı, kdy převážně vzniká malé množstv́ı částic, zato s vysokou energíı (viz zdroj

[1]). Právě kv̊uli velkému výtěžku je všeobecně předpokládáno, že užit́ım metod statistické

fyziky źıskáme dobrý popis. Výhodou těchto metod je fakt, že nevyžaduj́ı kompletńı popis

jedné každé částice v systému.
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Obrázek 1.2: Jádra olova ve stavu lorentzovské kontrakce (převzato z [1]).

1.1.1 Srovnáńı big-bangu a micro-bangu

Kvalitativně je micro-bang zachycen na Obr. 1.2. Zde můžeme vidět dvě jádra, která

podléhaj́ı lorentzovské kontrakci ve směru pohybu. Srážka je nakreslena v soustavě

hmotného středu. Důsledkem srážky jader docháźı ke vzniku velmi husté hmoty - fire-

ballu. Následně fireball expanduje podle Obr. 1.1, až dosáhne konečného stavu, kdy po

vymrznut́ı volně vyletuj́ı jednotlivé částice, což je v Obr. 1.2 naznačeno šipkami.

Ač podmı́nky navozené bezprostředně po srážce jsou velmi podobné těm na počátku

vesmı́ru, nelze tyto dvě události srovnávat, už jenom proto, že doba existence kvark-

gluonového plazmatu ve vesmı́ru se lǐśı přibližně o 18 řád̊u.

Časová stupnice rozṕınáńı vesmı́ru je určena vzájemnou souhrou gravitačńıch sil a

radiačńıho a Fermiho tlaku horké hmoty, zat́ımco v př́ıpadě micro-bangu neexistuje žádné

gravitačńı p̊usobeńı, které by zpomalovalo expanzi fireballu, což ospravedlňuje již zmı́něný

rozd́ıl mezi dobami expanze fireballu a vesmı́ru. Oproti ranému vesmı́ru je u fireballu

rovněž třeba vźıt v potaz fakt, že jeho velikost a vlastnosti se s expanźı rapidně měńı.

Vesmı́rnou časovou konstantu expanze τU lze vyjádřit vztahem

τU =

√
3c2

32πGB
(1.2)

kde B je energie vakua (tzv. ”bag constant”- viz kapitola 1.2) a G gravitačńı konstanta.

V raném vesmı́ru byla rovněž velmi ńızká hustota baryonového č́ısla, což bylo zp̊usobeno

př́ıtomnost́ı baryon̊u a téměř stejného množstv́ı antibaryon̊u. Naproti tomu v labora-

torńıch podmı́nkách vzniká fireball husté hmoty s nezanedbatelným baryonovým č́ıslem

Nb. Výraz ”nezanedbatelný”použ́ıváme v tomto př́ıpadě v tom významu, že poměr rozd́ılu
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počtu baryon̊u a počtu antibaryon̊u ku počtu baryon̊u, což lze zapsat jako

Nb − N̄b

Nb

,

je ve srážkách mnohem větš́ı než 0 (při energíıch v řádu stovek MeV je tento poměr

téměř roven 1; v raném vesmı́ru je pak téměř nulový). Z tohoto d̊uvodu předpokládáme

v př́ıpadě laboratorńıho micro-bangu významnou asymetrii hmota-antihmota.

Č́ıselný rozsah konstanty B je zhruba 145 MeV < B
1
4 < 235 MeV a časové konstanty

τU zhruba 66 µs > τU> 25 µs (převzato z [1]). Vzhledem k hodnotě τU lze teoreticky

předpokládat, že veškeré nestabilńı částice hadronové povahy se rozpadaj́ı, všech rov-

novážných stav̊u, kterých bylo možno dosáhnout, bylo dosaženo a že je dostatek času

na to, aby ve ”smı́̌sené fázi”QGP a hadronového plynu (HG) vznikly struktury makro-

skopické povahy, stejně jako lze předpokládat existenci a p̊usobeńı slabé interakce. Nic z

toho však nemůže v jaderné srážce nastat, nebot’ v těžko-iontové srážce je doba existence

fireballu př́ılǐs krátká.

Časový vývoj vesmı́ru je zachycen na Obr. 1.3, který ukazuje závislost typické ener-

gie částic ve vesmı́ru na čase. Rovněž jsou do grafu zaneseny hodnoty energíı jednot-

livých urychlovač̊u (sestupně po řadě LHC, RHIC a SPS). Zde je vidět, že od doby,

kdy se oddělila neutrina, je daľśı vývoj vesmı́ru dobře znám a zdokumentován. Totéž

však neplat́ı pro dř́ıvěǰśı úseky. Jak bylo již zmı́něno výše, v době zhruba 10 µs od

velkého třesku docháźı k přeměně dekonfinované fáze parton̊u na horký plyn složený

z hadron̊u, konkrétně z mezon̊u, baryon̊u a antibaryon̊u. Bezprostředně poté došlo ve

vesmı́ru k baryon-antibaryonové anihilaci a k možnému odděleńı baryon̊u od antibaryon̊u

- ačkoliv jsme zat́ım nebyli schopni pozorovat antihmotu v okoĺı naš́ı galaxie, nelze s

jistotou prohlásit, že ve vesmı́ru jako takovém žádná antihmota neexistuje.

Výpočty QCD na mř́ıžce prokázaly, že k přeměně QGP na hadronový plyn nastává

přibližně při teplotě T ' 170 MeV. Použijeme-li metody statistické fyziky, zjist́ıme, že

pod́ıl baryon̊u a antibaryon̊u na celkové energii hmoty v raném vesmı́ru je asi 25 % , z čehož

zhruba polovinu tvoř́ı těžké baryony a antibaryony. Předpokládá se, že silná komponenta

antihmoty se v okamžiku nukleosyntézy ve vesmı́ru již nevyskytovala.

1.2 Hadronový fázový přechod v raném vesmı́ru

Stěžejńım momentem v určováńı podmı́nek přechodu mezi fázemi je ”vymrznut́ı”kvark-

gluonových dekonfinovaných barevných stupň̊u volnosti. Přechodové fáze maj́ı dostatek

času na to, aby se dostaly do stavu rovnováhy. Automaticky předpokládáme př́ıtomnost

latentńıho tepla B ve fázovém přechodu a také to, že počty stupň̊u volnosti na jedné a

druhé straně přechodu nejsou stejné, což lze vyjádřit jako

g2 6= g1 (1.3)

kde index 1 označuje stav ”prvotńıho” QGP a index ”2”konečný stav hadronového plynu.

Abychom našli bod fázového přechodu, muśıme určit kritickou teplotu, za které jsou

tlaky v obou fáźıch stejné. V př́ıpadě fázového přechodu prvńıho druhu docháźı ke skoku
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Obrázek 1.3: Graf závislosti energie částic ve vesmı́ru na čase (převzato z [1]).

v hodnotách (hustot) energie, tedy ε1 6= ε2, což souviśı s latentńım teplem B. Budeme-li

systém pro jednoduchost modelovat jako ultrarelativistický plyn, což je vlastně fotonový

plyn, je Stefan-Boltzmann̊uv tlak o degeneračńım faktoru gi je ve fázi s vyšš́ı teplotou

dán vztahem

P1(Tc) =
π2

90
g1T

4
c −B (1.4)

a v ńızkoteplotńı fázi vztahem

P2(Tc) =
π2

90
g2T

4
c . (1.5)

Označme ∆g = g1−g2. Pak z rovnosti tlak̊u v bodě fázového přechodu źıskáme vztahy

pro poměr latentńıho tepla B a čtvrté mocniny kritické teploty T 4
c

B

T 4
c

=
π2

90
∆g, (1.6)

z čehož plyne vztah pro kritickou teplotu Tc

Tc = B
1
4

(
90

π2∆g

) 1
4

(1.7)

a dosazeńım do (1.5) rovněž vztah pro tlak fázového přechodu Pc

Pc = B
g2

∆g
. (1.8)
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Ve srovnáńı s hodnotou źıskanou v laboratorńıch experimentech je hodnota Tc pro vesmı́r

o něco vyšš́ı. To je zp̊usobeno t́ım, že tlak a tedy i dynamika fázového přechodu v

raném vesmı́ru zálež́ı i na počtu nehadronických stupň̊u volnosti, které v laboratorńıch

experimentech s těžkými ionty zcela chyb́ı.

Dynamika fázových přechod̊u je tedy v raném vesmı́ru dána následuj́ıćımi faktory [1]:

(a) počtem stupň̊u volnosti v konfinované fázi, g2 a Tc;

(b) změnou počtu stupň̊u volnosti ∆g, která se odehrává výhradně v sektoru silné

interakce;

(c) vakuovým tlakem (latentńım teplem) B, který je vlastńı silným interakćım.

Abychom mohli porozumět ranému vesmı́ru, muśıme tyto veličiny určit měřeńım

v laboratorńıch experimentech. Obě fáze, kterými hmota procháźı - QGP a HG - ob-

sahuj́ı nehmotné elektroslabě (EW) interaguj́ıćı částice. Ačkoliv kritická teplota Tc na

elektroslabém pozad́ı, které se fázového přechodu neúčastńı, nezáviśı, tlak Pc už ano,

což znamená, že v př́ıslušných úvahách muśıme zahrnout aktivńı elektroslabě stupně vol-

nosti. Toto zahrnuje fotony γ a všechny lehké fermiony, tzn. e, µ a neutrina νe, νµ a

ντ . Lepton τ vzhledem k jeho vysoké hmotnosti nezapoč́ıtáváme, nebot’ plat́ı mτ >> T .

Předpokládáme-li teplotu T h 200 MeV, źıskáme faktor gEW pro elektroslabé interakce

daný vztahem a hodnotou

gEW = gγ +
7

4
gEWF = 14.25. (1.9)

kde gγ = 2, 7
4
gEWF = 7

8
× 2× (2e + 2µ + 3ν) = 12.25.

V dekonfinované QGP fázi raného vesmı́ru tedy vycháźıme z toho, že započ́ıtáváme

stupně volnosti kvark̊u (q), gluon̊u (g) a elektroslabého pozad́ı (EW). Celkem tedy pro

faktor degenerace g1 př́ıslušný p̊uvodńı QGP fázi a použitý v rovnici (1.4) źıskáme vztah

g1 = gEW + gg +
7

4
gq. (1.10)

Interakce mezi kvarky a gluony je charakterizována vazebnou konstantou silné inter-

akce αS. Počet efektivńıch stupň̊u volnosti kvark̊u a gluon̊u je rovněž ovlivněn jejich

vzájemnými interakcemi a pro gluony je dán vztahem

gg = 2s × 8c

(
1− 15

4π
αs

)
(1.11)

a pro kvarky vztahem

7

4
gq =

7

4
2s × 2.5f × 3c

(
1− 50

21π
αs

)
. (1.12)

Dolńı indexy př́ısluš́ı spinu (s) a barvě (c).

Pro poruchové QCD interakce źıskáváme pro hodnoty αS = 0.5 − 0.6 hodnoty dege-

neračńıho faktoru g1 ' 35± 2.
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Zaměř́ıme-li se na konečnou HG fázi raného vesmı́ru, pak zjist́ıme, že v ńı neexis-

tuj́ı žádné lehké silně interaguj́ıćı fermiony. Pro teplotu přibližně T ≤ 170 MeV zazna-

menáváme př́ıspěvky tř́ı lehkých boson̊u (pion̊u π± a π0) a pro hadronové stupně volnosti

źıskáme celkovou hodnotu gh2 ' 5. Se započ́ıtáńım elektroslabého pozad́ı źıskáme pro hod-

notu degeneračńıho faktoru g2 př́ıslušného konečné HG fázi a použitého v rovnici (1.5)

vztah

g2 = gEW + gh2 ' 19. (1.13)

Pro poruchové QCD interakce s hodnotou konstanty αS = 0.5 − 0.6 zjǐst’ujeme, že

zhruba polovina stupň̊u volnosti v pr̊uběhu fázového přechodu v raném vesmı́ru zmiźı.

Pro hodnotu latentńıho tepla B = 190 MeV a hodnotu vazebné konstanty silné interakce

αS ' 0.5 źıskáme z rovnic (1.6) a (1.7) hodnotu kritické teploty fázového přechodu Tc '
160 MeV. Za této teploty je kritický tlak Pc daný vztahem (1.8) roven přibližně Pc ' 1.4B,

přičemž jsou zahrnuty jak př́ıspěvky hadronové, tak př́ıspěvky elektroslabé části.

1.3 QGP a konfinované HG fáze

V tomto odd́ıle se budeme zabývat kvalitativńım porozuměńım (řádové) velikosti tep-

loty, při které QGP fáze hadronizuje. Nyńı se budeme - na rozd́ıl od předcházej́ıćı kapitoly

- zabývat př́ıpady těžkoiontových srážek. Vyjdeme-li z obecného Stefan-Boltzmannova

zákona (1.4), źıskáme hustotu energie ε a tlaku P jako funkce teploty T nehmotného

relativistického plynu. Toto je vyjádřeno vztahem

P SB =
1

3
εSB =

π2

90
gT 4. (1.14)

g = gg +
7

4
gq (1.15)

Degeneračńı faktor g je dán vztahem (1.15). Na rozd́ıl od předešlého př́ıpadu zde

neuvažujeme elektroslabé pozad́ı. Faktor 2 × 7
8

= 7
4

vyjadřuje př́ıtomnost nehmotných

kvark̊u (fermion̊u) spolu s antičásticemi (proto je př́ıtomen faktor 2). Gluony jsou no-

siteli barvy a spinu stejně jako kvarky, které se nav́ıc vyskytuj́ı ve dvou v̊uńıch u a d

(zde označeno jako nf = 2 [1]). Protože při vysokých teplotách mohou v̊uně obsahovat i

podivnost reprezentovanou podivným kvarkem s, je na parametr nf za těchto podmı́nek

nahĺıženo jako na proměnnou. V kvark-gluonovém plazmatu tedy źıskáváme následuj́ıćı

hodnoty degenerace gg - vztah

gg = 2(spin)× (N2
c − 1)(color) = 2× 8 = 16 (1.16)

a degenerace gq - vztah

gq = 2(spin)×Nc(color)× nf (flavor) = 2× 3× nf . (1.17)

Numerické simulace źıskané implementaćı QCD na mř́ıžku (Lattice-QCD) potvrzuj́ı,

že pro ideálńı kvark-gluonový plyn při teplotě přibližně

TH = 160 MeV
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a energetické hustotě

εH = 1.1 GeV fm−3

existuje fázový přechod mezi konfinovanou a dekonfinovanou fáźı. Rovněž lze pozorovat

velmi výrazné změny s proměnlivým počtem kvark̊u a jejich hmotnost́ı ms a mq.

Výpočty QCD na mř́ıžce rovněž potvrzuj́ı, že fázový přechod má spojitý charakter.

1.4 Statistické vlastnosti jaderné hmoty

Hlavńım zdrojem informaćı o povaze, složeńı a velikosti média p̊uvodu jsou hadronové

multiplicity. Hlavńım středobodem zájmu je pak otázka, do jaké mı́ry měřené částicové

výtěžky vykazuj́ı rovnováhu. Podle teoretického základu, z něhož je vycházeno ve zdroji

[6], je hlavńı indicíı umožňuj́ıćı usuzovat na existenci QGP fáze to, že vzniknuvš́ı hadro-

nové konstituenty jsou ve stavu chemické rovnováhy, d̊usledkem čehož může být vysoká

úroveň chemického nasyceńı - hlavně co se týče podivných částic - spojována s existenćı

dekonfinované fáze v prvotńıch momentech těžko-iontové srážky.

V Gibbsově přibĺıžeńı (viz zdroj [6]) lze rovnovážné chováńı termodynamických pozo-

rovatelných kvantifikovat jako pr̊uměr přes všechny statistické vzorky (nikoliv jako časový

pr̊uměr pro konkrétńı stav). Rovnovážné rozděleńı je tedy źıskáno tak, že pr̊uměrujeme

přes celý fázový prostor. Nav́ıc je vzorek odpov́ıdaj́ıćı termodynamické rovnováze právě

takový vzorek, ve kterém je fázová hustota stejná v celém dostupném fázovém prostoru.

V tomto významu je ”rovnoměrné naplněńı”dostupného fázového prostoru jak nutnou,

tak postačuj́ıćı podmı́nkou termodynamické rovnováhy.

1.4.1 Rovnovážné rozděleńı energie

Nejprve shrneme fyzikálńı nástroje už́ıvané k popisu statistických soubor̊u, které se

v našem (ultrarelativistickém) př́ıpadě nelǐśı od aparátu už́ıvaného v klasické statistické

fyzice.

Mějme tedy N identických vázaných systémů, které jsou rozlǐsitelné např. podle ener-

getických stav̊u Ei. Abychom celou situaci zjednodušili, předpokládáme, že energetické

stavy Ei dosahuj́ı pouze diskrétńıch hodnot a že existuje K odlǐsných ”makro”stav̊u ta-

kových, že K << N . Obecně lze předpokládat, že některé energetické stavy Ei budou

obsazeny v́ıce než jednou, necht’ tedy ni reprezentuje obsazenost energetických stav̊u. Pak

lze celkovou energii E(N) zapsat ve tvaru

E(N) =
K∑
i=1

niEi (1.18)

a celkový počet stav̊u ve tvaru

N =
K∑
i=1

ni. (1.19)

Neuvažujeme-li žádná daľśı kvantová č́ısla, pak jsou stavy se stejnou energíı Ei ekvi-

valentńı, tedy z hlediska statistické fyziky nerozlǐsitelné. Rozděleńı takové, že ni stav̊u
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má energii Ei, může být dosaženo několika r̊uznými zp̊usoby. Mějme vztah

KN = (x1 + x2 + · · ·+ · · ·+ xK)N |xi=1 =
∑
n

N !

n1!n2! · · ·nK !
xn1

1 x
n2
2 · · ·x

nK
K |xi=1, (1.20)

pak normalizované koeficienty vyjadřuj́ıćı relativńı pravděpodobnost dosažeńı i-tého stavu

v souboru n s ni ekvivalentńımi prvky jsou dány vztahem

W (n) =
K−NN !∏K
i=1 ni!

. (1.21)

Našim ćılem je nalézt nejpravděpodobněǰśı rozděleńı n̄, což znamená nalézt maximálńı

hodnotu logaritmu lnW , kde W je dáno vztahem (1.21) vzhledem k podmı́nkám (1.18)

a (1.19). Celý problém tedy přejde v hledáńı vázaných extrémů. Lagrangeova funkce

takového systému A(n1, n1, · · · , nK) je dána vztahem

A(n1, n1, · · · , nK) = lnW (n)− a
∑
i

ni − β
∑
i

niEi. (1.22)

kde a a β jsou př́ıslušné Lagrangeovy multiplikátory.

Celou rovnici parciálně zderivujeme podle ni a polož́ıme rovnu nule. Zanedbáńım vlivu

konstant K a N źıskáme rovnici pro i-tý stav

∂

∂ni
[− ln(ni!)− nia− βniEi]|nm = 0 (1.23)

vyč́ıslenou v bodě n̄m, kterou za účelem nalezeńı bodu podezřelého z extrému polož́ıme

rovnu nule. Jestliže dále n̄i >> 1, můžeme s pomoćı Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku zapsat

aproximaci derivace logaritmu faktoriálu libovolného č́ısla k ve tvaru

d

dk
[ln(k!)] ≈ ln(k!)− ln(k − 1)!

k − (k − 1)
= ln k. (1.24)

Maximálńı hodnotu n̄i výrazu (1.21) lze tedy zapsat ve tvaru

n̄i = γe−βEi . (1.25)

Inverzńı hodnota parametru β má fyzikálńı význam teploty T , což je vyjádřeno vztahem

T =
1

β
. (1.26)

Z rovnice (1.19) plyne vztah pro celkový počet částic

K∑
i=1

n̄i = γ

K∑
i=1

e−βEi = N. (1.27)

Význam parametru γ pak reguluje celkový počet člen̊u v souboru N . Lze jej zapsat v

exponenciálńım tvaru

γ = e−a. (1.28)
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Dosad́ıme-li (1.25) do (1.18), źıskáme vztah pro celkovou energii E(N)

E(N) =
K∑
i=1

n̄iEi = γ
∑
i

Eie
−βEi . (1.29)

Vyděĺıme-li E(N) počtem systémů N , dovede nás to ke vztahu

E(N)

N
= Ē(N) =

γ
∑

iEie
−βEi

γ
∑

i e
−βEi

= − d

dβ
lnZ. (1.30)

Symbolem Z označujeme kanonickou partičńı sumu, kterou vyjádř́ıme ve tvaru

Z =
∑
i

γe−βEi . (1.31)

Na rozd́ıl od mikrokanonického přibĺıžeńı, kde je energie pro každý člen souboru

zafixována, je ve statistickém ”kanonickém”přibĺıžeńı studováno nejpravděpodobněǰśı

rozděleńı energie a daľśı fyzikálńı interakce mezi členy souboru. Tyto vlastnosti jsou

závislé pouze na parametrech β a γ, Lagrangeových multiplikátorech reprezentuj́ıćıch

po řadě zachováńı energie a počet člen̊u v souboru.

1.4.2 Grandkanonický formalismus

Předpokládejme nyńı, že nejen energie je rovnoměrně rozdělená, nebot’ docháźı k ener-

getické výměně mezi makrosystémy. V grandkanonickém přibĺıžeńı budeme opět hledat

nejpravděpodobněǰśı rozděleńı, tentokrát ovšem vezmeme v úvahu daľśı kvantové č́ıslo

odpov́ıdaj́ıćı změně mezi jednotlivými členy statistického souboru. Budeme postupovat

ekvivalentně jako v př́ıpadě kanonického přibĺıžeńı, ale vzhledem k daľśımu (diskrétńımu)

kvantovému č́ıslu je třeba každý z nich charakterizovat daľśım (diskrétńım) parametrem,

které nazveme baryonovým č́ıslem. Podmı́nka zachováńı baryonového č́ısla je vyjádřena

vztahem
N∑
i=1

nbibi = b(N) = Nb̄i (1.32)

kde b̄i je pr̊uměrný počet baryon̊u v každém vzorku, který bereme v úvahu. K podmı́nkám

(1.18) a (1.19) tedy přibude daľśı podmı́nka daná zmı́něným vztahem (1.32).

Uvažujme tedy podmı́nky (1.18), (1.19) a (1.32). Podmı́nce (1.32) je nutno přǐradit

daľśı Lagrange̊uv multiplikátor, který z d̊uvodu jednoduchosti zaṕı̌seme ve tvaru κ =

− lnλ. Nyńı přistouṕıme k hledáńı extrémů př́ıslušné Lagrangeovy funkce. Provedeme-li

ekvivalentńı postup jako v předchoźım odd́ıle, pak dojdeme k derivaci Lagrangeovy funkce

podle parametru nbi ve tvaru

∂

∂nbi
[− ln(nbi !)− nbia− βnbiEi + lnλnbi bi]|n̄m = 0. (1.33)

Derivaci pokládáme rovnu nule z d̊uvodu nalezeńı bodu podezřelého z extrému.
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Ekvivalentńım postupem jako v předchoźım odd́ıle źıskáme i nejpravděpodobněǰśı

rozděleńı n̄i, dané rovnićı

n̄bi = γλbie−βEi . (1.34)

Zadefinujme nyńı chemický potenciál µ vztahem

µ = T lnλ. (1.35)

Pak můžeme veličinu λ přepsat ve tvaru

λ = eβµ = e
µ
T , (1.36)

č́ımž jej vyjádř́ıme jako funkci teploty T a chemického potenciálu µ. Tuto veličinu

nazýváme fugacitou.

Výše uvedené chemické potenciály maj́ı význam energie potřebné k přidáńı resp.

odebráńı částice za pevně daného tlaku, energie a entropie. Použit́ım stejného aparátu

jako v př́ıpadě kanonického potenciálu, kterým jsme źıskali rovnici (1.30) lze doj́ıt i k

rovnici

Ē(N) = γ

∑
i;bEiλ

bie−βEi

γ
∑

i;b λ
bie−βEi

= − d

dβ
lnZ. (1.37)

Veličina Z pak reprezentuje grandkanonickou partičńı funkci danou vztahem

Z(V, β, λ) = γ
∑
i;b

λbie−βEi . (1.38)

Rovněž můžeme zapsat vztah pro pr̊uměrnou hodnotu b vzhledem ke grandkanonické

partičńı funkci. Toto je dáno vztahem

b̄ =

∑
i;b biλ

bie−βEi∑
i;b λ

bie−βEi
= λ

d

dλ

(
ln
∑
i;b

γλbie−βEi

)
= λ

d

dλ
lnZ(β, λ). (1.39)

1.4.3 Nezávislé kvantové (kvazi)částice

Z hlediska kvantové mechaniky lze na grandkanonický soubor pohĺıžet jako na soubor s

hamiltoniánem Ĥ, který má vlastńı hodnoty Ei, které odpov́ıdaj́ı diskrétńım energetickým

stav̊um |i〉. Souhrnně lze tuto skutečnost zapsat ve tvaru

Ĥ |i〉 = Ei |i〉 . (1.40)

Vzhledem k tomu, že operátor b̂ (podle principu korespondence přǐrazený baryonovému

č́ıslu b) komutuje s Hamiltoniánem, lze rovněž psát

b̂ |i, b〉 = b |i, b〉 . (1.41)

Hodnoty b pak odpov́ıdaj́ı vlastńım hodnotám operátoru b̂.
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Grandkanonickou partičńı funkci, kterou jsme odvodili ve tvaru (1.38), lze tedy v

operátorové reprezentaci přepsat do tvaru

Z =
∑
i,b

〈i, b| γe−β(Ĥ−µb̂) |i, b〉 = Tr γe−β(Ĥ−µb̂) (1.42)

kde symbol Tr symbolizuje stopu matice.

Tento vztah je velmi d̊uležitý, nebot’ stopa kvantového operátoru nezáviśı na re-

prezentaci. To znamená, že můžeme zvoli jakoukoliv sadu |n〉 bazických stav̊u a vždy

najdeme odpov́ıdaj́ıćı (kvantovou) kanonickou či grandkanonickou partičńı funkci. Takto

źıskáváme informace o vlastnostech kvantových plyn̊u, které jsou často aproximovány

jako soubor nezávislých (kvazi)částic. Stejně můžeme t́ımto zp̊usobem zahrnout i inter-

akce mezi těmito částicemi pomoćı poruchové expanze.

O kvazičástićıch mluv́ıme např. tehdy, pokud v médiu existuj́ı částićım podobné objekty,

jejichž hmotnosti se lǐśı od hmotnost́ı elementárńıch částic. V obecném př́ıpadě budeme

pozorovat stavy kolektivńı excitace charakterizované hmotnostńım spektrem. V tomto

smyslu se hustá hadronová hmota chová jako jakýkoliv jiný systém s vysokou hustotou

hmoty. Pokud máme dobře definované stavy excitaćı, nezálež́ı na tom, zda máme při

výpočtu stopy (1.42) co dočiněńı s reálnými částicemi či kvazičásticemi.

Zvolme nyńı bázi obsazovaćıho č́ısla ”jedné kvazičástice”. V tomto př́ıpadě je každý

makrostav |n〉 charakterizován sadou obsazovaćıch č́ısel ni s baryonovým č́ıslem bi, energíı

εi a energíı stavu En =
∑

i niεi. Suma přes všechny stavy odpov́ıdá sumě přes všechny

dovolené sady ni: Pro fermiony plat́ı ni ∈ 0, 1 a pro bosony ni ∈ 0, 1, 2, · · · ,∞. Partičńı

funkci Z lze tedy zapsat ve tvaru

Z =
∑
n

e−
∑∞
i=1 niβ(εi−µbi−β−1 ln γ) =

∑
n

∏
i

e−niβ(εi−µbi−β−1 ln γ)

=
∏
i

∑
ni=0,1···

e−niβ(εi−µbi−β−1 ln γ).
(1.43)

V posledńı úpravě jsme využili možnosti záměny sumy a produktu, která vyplývá

z ekvivalentnosti sumováńı přes všechny stavy a sumováńı přes všechny dovolené sady

ni. Pro fermiony (znač́ıme F, použ́ıváme Fermi-Diracovu statistiku) můžeme dosáhnout

pouze hodnot ni = 0, 1, zat́ımco pro bosony (znač́ıme B, použ́ıváme Bose-Einsteinovu

statistiku) máme př́ıpustné hodnoty ni = 0, 1, · · · ,∞. Logaritmus partičńı sumy lze tedy

vyjádřit vztahem

lnZF/B = ln
∏
i

(
1± γe−β(εi−µbi)

)±1
= ±

∑
i

ln(1± γλbie−βεi) (1.44)

kde znaménko ”+”odpov́ıdá fermion̊um F a znaménko ”-”boson̊um B.

Rovněž je třeba ověřit, jaké hodnoty źıskáme, budeme-li mı́t mı́sto částic antičástice.

Vlastńı hodnota operátoru b̂ v rovnici (1.44) opačnou hodnotou k hodnotě źıskané pro

částice. To nutně znamená, že fugacita λf̄ pro antičástice je rovna

λf̄ = λ−1
f .
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Pro chemické potenciály pak klademe

µf = −µf̄ .

Pro homogenńı prostoročas je energie i-tého stavu εi určena vztahem

εi =
√
m2
i + ~p2. (1.45)

1.4.4 Fermiho a Boseho kvantové plyny

Mějme nyńı částici o hmotnosti m a stupni degenerace g. Potom může být rovnice

(1.44) přepsána do tvaru

lnZF/B(V, β, λ, γ) = ±gV
∫

d3p

(2π)3

[
ln(1± γλe−β

√
p2+m2

) + ln(1± γλ−1e−β
√
p2+m2

)
]
.

(1.46)

Druhý logaritmus v rovnici (1.46) byl přidán kv̊uli př́ıtomnosti antičástic. Provedeme-li

klasickou Boltzmannovu limitu, což znamená, že výraz v exponenciále pokládáme za malý

vzhledem k jedničce, dostaneme vztah

lnZcl = gV

∫
d3p

(2π)3
γ(λ+ λ−1)e−β

√
p2+m2

. (1.47)

Normalizované částicové spektrum, které je reprezentováno jako pr̊uměrná relativńı

pravděpodobnost nalezeńı částice na energetické hladině Ei, lze s využit́ım rovnic (1.25)

a (1.27) zapsat ve tvaru

w̄i =
n̄i
N

=
e−βEi∑
j e
−βEj

= − 1

β

∂

∂Ei

(
ln
∑
j

γe−βEj

)
, (1.48)

odkud pomoćı (1.44) plyne vztah pro jednočásticové spektrum

fF/B(ε; β, λ, γ) =
1

γ−1λ−1eβε ± 1
(1.49)

kde znaménko (+) symbolizuje fermiony, znaménko (-) bosony.

1.4.5 Hadronový plyn

Velmi d̊uležitou fáźı je tzv. ”hadronový plyn”(HG), který se skládá z individuálně

konfinovaných hadron̊u. Nacháźı-li se v hadronovém plynu velké množstv́ı r̊uzných druh̊u

hadron̊u, zauj́ımá každý typ částic malou a nedegenerovanou část fázového prostoru a

může tedy být popsán vztahem (1.47). Máme-li tedy dostatečně vysokou teplotu, vyvstává

jako d̊usledek vysokého počtu př́ıspěvk̊u r̊uzných druh̊u hadron̊u vysoká hustota, která

ale nemuśı mı́t nutně za následek degeneraci fázového prostoru. I v HG fázi je ovšem stále

možné zaznamenat př́ıtomnost (pionové) kvantové degenerace. Toto však již vyžaduje

popis pomoćı kompletńı kvantové statistiky dané rovnićı (1.46).
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Uvažujme nyńı kvantové rozděleńı (1.49). I pro nejméně hmotné hadrony - piony -

dosahuje jmenovatel stále dobře definovaných hodnot. Pro teploty v pásmu T < 150 MeV,

pro které existuj́ı konfinované hadronové stavy, plat́ı

exp(−Eπ/T ) < exp(−mπ/T ) < 1.

Nyńı zde krátce shrneme vlastnosti hadronového Boltzmannova plynu. Mějme tedy

logaritmickou funkci ze vztahu (1.46) a vyjádřeme ji ve tvaru Taylorova rozvoje

lnZ =
∞∑
n=1

1

n
Zn. (1.50)

Pak pro každý výraz Zn, který zahrnuje jak bosonové Bf , tak fermionové př́ıspěvky Ff ,

plat́ı vztah (1.51)

Zn =
∑
Bf

gfγ
n
f (λnf +λ−nf )V

∫
d3p

(2π)3
e−nβεf + (−1)n+1

∑
Ff

gfγ
n
f (λnf +λ−nf )V

∫
d3p

(2π)3
e−nβεf .

(1.51)

Jednočásticová energie εf je závislá na hmotě mf podle vztahu (1.45). V Boltmannově

klasické limitě je prvńı výraz v rovnici (1.50) (tzn. pro n = 1) zachován (zat́ımco ostatńı

se zanedbávaj́ı) a neexistuje tedy rozd́ıl mezi Boseho a Fermiho ideálńım plynem, což lze

vidět v rovnici (1.47), kterou lze přepsat do tvaru

lnZcl =
∑
f

gfγ(λ+ λ−1)V

∫
d3p

(2π)3
e−βε(~p) = Z(1). (1.52)

Symbol Z(1) znamená, že se jedná o partičńı funkci pro jedinou částici uzavřenou v

konečném objemu.

Ze vztahu (1.52) a vlastnost́ı Taylorova rozvoje ihned plyne vztah

Zcl =
∞∑
k=0

1

k!
(Z(1))k. (1.53)

Tato rovnice vyjadřuje partičńı funkci jako sumu př́ıspěvk̊u k mikroskopických částic.

Faktor 1
k!

zde symbolizuje nerozlǐsitelnost částic. Pouze pokud jej zahrneme, můžeme

źıskat korektńı Maxwellovo rozděleńı atomů v plynu. Vyč́ısĺıme-li integrál v rovnici (1.52),

źıskáme vztah

lnZcl =
β−3V

2π2

∑
f

gfγ(λf + λ−1
f )W (βmf ) (1.54)

kde W (x) = x2K2(x), kde K2(x) je Besselova funkce 2. řádu (viz Dodatek).

Pomoćı rovnice (1.54) źıskáme vlastnosti hadronového plynu v klasické Boltzmannově

limitě. Čistá částicová hustota ρf (hustota rozd́ılu počtu částic a počtu antičástic) lze

pomoćı rovnice (1.39) vyjádřit ve tvaru

ρf =
T 3

2π2

∑
f

gfγf (λf − λ−1
f )(βmf )

2K2(βmf ), (1.55)
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tlak Pcl ve tvaru

Pcl =
T

V
lnZcl =

T 4

2π2

∑
f

gfγf (λf + λ−1
f )(βmf )

2K2(βmf ) (1.56)

a hustotu energie εcl ve tvaru

εcl = − 1

V

∂

∂β
lnZcl =

T 4

2π2

∑
f

gfγf (λf + λ−1
f )× [3(βmf )

2K2(βmf ) + (βmf )
3K1(βmf )],

(1.57)

přičemž jsme využili platnosti vztahu d
dx
x2K2(x) = −x2K1(x) (viz Dodatek).

Vzhledem k vlastnostem Besselových funkćı, které dále rozvedeme v Dodatku, ze

kterých plyne K2(x) → 2/x2 a K1(x) → 1/x , lze pro relativistické limity (tedy pro

př́ıpad, kdy εf >> mf ) rovnic (1.56) a (1.57) psát

Pcl →
T 4

π2

∑
f

gfγf (λf + λ−1
f ) (1.58)

resp.

εcl →
3T 4

π2

∑
f

gfγf (λf + λ−1
f ) (1.59)

Tyto rovnice využijeme pro aproximaci relativistického hadronového plynu, který

obsahuje přibližně stejné množstv́ı boson̊u a fermion̊u. Pro jeho efektivńı degeneraci pak

s využit́ım rovnice (1.58) a (1.59) plat́ı vztah

gPeff = π2 P

T 4
(1.60)

resp.

gεeff =
π2

3

ε

T 4
(1.61)

Závislost této efektivńı degenerace je zachycena na Obrázku (1.4). Předpokládáme zde

jednoduchý hadronový plyn a pro všechny částice předpokládáme γ = 1, což odpov́ıdá

chemické rovnováze a λ = 1, což zase odpov́ıdá téměř bezbaryonovému systému, jakým byl

např. raný vesmı́r. V př́ıpadě, že máme zahrnuty pouze piony, pozorujeme konvergenci

k limitě vysoké teploty přibližně na teplotě T ' 300 MeV. Vid́ıme rovněž, že hustota

energie se bĺıž́ı své relativistické limitě rychleji než tlak.

Z Obrázku (1.4) lze rovněž učinit dva závěry:

(1) Protože piony jsou mnohokrát lehč́ı než daľśı nejlehč́ı hadronová částice, určuj́ı přesně

vlastnosti hadronového plynu při ńızkých teplotách, tzn. při teplotách T ' (mπ/2) MeV.

(2) Vliv velkého množstv́ı těžkých hadronových částic źıskává na d̊uležitosti spolu

s rostoućı teplotou. Při ńızkých teplotách jsou kvantové korekce, které v Obrázku (1.4)

nejsou zachyceny, mnohem d̊uležitěǰśı než př́ıspěvky těžš́ıch částic. S rostoućı teplotou

z̊ustává malá kvantová korekce vedleǰśım efektem ve srovnáńı s nár̊ustem vlivem excitace

mnoha těžkých hadronových stav̊u.
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Obrázek 1.4: Závislost efektivńı degenerace energetické hustoty (plná čára) a tlaku (čárkovaná

čára) na teplotě. Boltzmann̊uv pionový plyn je znázorněn tenkými čarami, tlusté

čáry pak symboizuj́ı hadronový plyn sestávaj́ıćı z pion̊u, nukleon̊u, kaon̊u a reso-

nanćı ∆(1232). Převzato z [1]).

1.4.6 Statistický pohled na kvark-gluonové plazma

Mějme nyńı QGP modelované na počátku jako chemicky vyvážený plyn kvark̊u a

gluon̊u. Při studiu kvark-gluonového plynu nám pozorováńı značně zjednodušuje fakt, že

u a d kvarky považujeme v horkém plazmatu (T ≈ 200 MeV) za nehmotné částice.

Hustota energie je obecně dána vztahem

ε = − ∂

∂β

1

V
lnZ(β, λ), (1.62)

přičemž argument parciálńı derivace pro je pro nehmotné částice obecně dán vztahem

1

V
lnZ(β, λ) = β−3f(λ). (1.63)

kde f(λ) je obecná funkce závisej́ıćı na parametru λ a β = 1/T .

Z těchto rovnic pak plyne vztah

ε = 3β−4f(λ) = 3
T

V
lnZ(β, λ) = 3P, (1.64)

č́ımž źıskáme i vztah mezi hustotou energie ε a tlakem P .

Př́ıtomnost hmotných kvark̊u však tyto vztahy pro relativistické plyny porušuje.

Hmotné částice jsou totiž za dané teploty méně mobilńı, z čehož plyne, že tlak, který

vyv́ıjej́ı, je menš́ı než ε/3.
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V limitńım př́ıpadě βm = m/T << 1 lze integrály ideálńıho kvantového plynu přes

fázový prostor snadno spoč́ıst. Můžeme totiž zanedbat hmostnost částic m, která je ve

srovnáńı s velkou hybnost́ı malá. Necht’ jsou nyńı zanedbány chemické potenciály, č́ımž

pro hustotu energie źıskáme vztah

EF,B
V

=
g

2π2

∫ ∞
0

p2dp
p

eβp ± 1
=
gβ−4

2π2
3!
∞∑
n=1

(±1)n−1

n4
. (1.65)

Nekonečné sumy řad́ıme mezi tzv. Riemannovy sumy (viz Dodatek). S jejich použit́ım

dostaneme pro bosony známý Stefan-Boltzmann̊uv zákon. Toto lze zapsat ve tvaru

PB|m=0 =
T

V
lnZB|m=0 =

gπ2

90
T 4 =

1

3
εB =

EB
3V

. (1.66)

Nyńı jsme odvodili tvar hustoty energie a tlaku pro bosony v př́ıpadě, že hmotnost částic

je oproti energii zanedbatelná. V př́ıpadě fermion̊u představuje suma v rovnici (1.65) rela-

tivńı redukčńı faktor, který je roven 7
8
. Protože ale rovněž uvažujeme možnou př́ıtomnost

antifermion̊u, muśıme tento faktor vynásobit dvěma, což znamená, že pro energetickou

hustotu pro fermiony plat́ı

εF =
EF
V

=
gπ2

30

7

4
T 4 = 3PF . (1.67)

V př́ıpadě fermion̊u je rovněž třeba zahrnout konečný chemický potenciál. V limitě m→ 0

mohou být Fermiho integrály relativistického kvantového plynu vyjádřeny ve tvaru

PF |m=0 =
T

V
lnZF |m=0 = g

(πT )4

90π2

(
7

4
+

15µ2

2(πT )2
+

15µ4

4(πT )4

)
. (1.68)

Napǐsme tedy nyńı partičńı funkci kvark-gluonového plazmatu. Abychom to mohli

provést, muśıme započ́ıtat př́ıspěvky kvark̊u, gluon̊u a vakua, což nám dává rovnici

T

V
lnZQGP = PQGP = −B +

8

45π2
c1(πT )4 +

nf
15π2

[
7

4
c2(πT )4 +

15

2
c3

(
µ2
q(πT )2 +

1

2
µ4
q

)]
.

(1.69)

Kvarkové a gluonové degenerace jsme zahrnuli podle rovnic (1.16) a (1.17). Interakce mezi

kvarky a gluony jsou reprezentovány koeficienty ci, které jsou vyjádřeny následuj́ıćımi

vztahy:

c1 = 1− 15αs
4π

+ · · · (1.70)

c2 = 1− 50αs
21π

+ · · · (1.71)

c3 = 1− 2αs
π

+ · · · (1.72)

Tlak daný rovnićı (1.69) lze jednoduše vyjádřit, pokud vybereme hodnoty ”bag-

konstanty”B a vazebné konstanty silných interakćı αs. Lze ukázat, že v oblasti teplot,

která nás zaj́ımá, se hodnota konstanty αs měńı velmi rychle, což vede k potřebě zavést

ji jako funkci teploty, tedy αs = αs(T ).
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1.5 Zahrnut́ı interakce pomoćı rezonanćı

Pro velmi vysoké energie je výhodné považovat hadronový plyn za ideálńı plyn,

ačkoliv stupeň aproximace (mı́ra přesnosti odhadu) nemůže být teoreticky kvantifikován

[8]. Předpokládáme, že všechny částice mohou být považovány za konstituenty kvantového

ideálńıho plynu až na korekci na ”vyloučený”objem (viz dále). V této části se rovněž bu-

deme zabývat zahrnut́ım rezonanćı, na kterou lze nahĺıžet jako na vzájemnou interakci

mezi hadrony. V grandkanonické aproximaci plat́ı pro tlak ideálńıho plynu P složeného z

kvantových částic vztah

P (T, µ) =
±g

(2π)3

∫
d3p ln(1± eβ(µ−ε(~p))) (1.73)

kde p znač́ı hybnost, g degeneračńı faktor, µ chemický potenciál a ε energetickou hustotu.

Znaménko (+) odpov́ıdá fermion̊um, (-) boson̊um.

Abychom se v popisu v́ıce přibĺıžili skutečnosti, měli bychom zahrnout veškeré rezo-

nance, které se v plynu vyskytuj́ı. Rovněž se nyńı neomeźıme pouze na baryonové č́ıslo b,

ale zaměř́ıme se i na jiná zachovávaj́ıćı se kvantová č́ısla. V tomto př́ıpadě neplat́ı pouze

µ = µB, ale celkový chemický potenciál muśıme přepsat jako

µ = BµB + SµS + T (3)µ3

kde B, S, T (3) jsou kvantová č́ısla př́ıslušej́ıćı baryon̊um, podivnosti a třet́ı komponentě

izospinu. Vždy jsou přenásobena odpovádaj́ıćım chemickým potenciálem µB, µS, µ3.

Za těchto předpoklad̊u je tedy nutno přepsat rovnici (1.73) do zobecněného tvaru

PHG(T, µB, µS, µ3) =
∑
i

pi(T, µi) (1.74)

kde µi = BiµB+SiµS+T
(3)
i µ3 je chemický potenciál i-té částice s př́ıslušnými kvantovými

č́ısly.

Z termodynamických zákon̊u pak plyne identita

nB =

(
∂p

∂µB

)
V,T

=
∑
i

(
∂pi(T, µi)

∂µB

)
=
∑
i

Bin
(i)
i (1.75)

kde symbolem n(i) = (∂pi(T,µi)
∂µi

) označujeme hustotu i-tého typu částic.

Kromě pion̊u mohou být všechny hadrony a rezonance aproximovány Boltzmanno-

vou limitou. V tomto př́ıpadě lze psát

Pi(T, µi) ' gi
T 2m2

i

2π2
K2

(mi

T

)
e
µi
T (1.76)

resp.

ni = gi
Tm2

i

2π2
K2

(mi

T

)
e
µi
T (1.77)
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kde K2 je modifikovaná Besselova funkce.

Jestliže započ́ıtáme i š́ı̌rky rezonanćı, pak muśı být rovnice (1.74) upravena. Započ́ıtat

š́ı̌rky rezonanćı v podstatě znamená, že z ideálńıho plynu se stane interaguj́ıćı plyn, jehož

tlak P vypoč́ıtáme podle vztahu

P (T, µ) = P id(T, µ) + T

∞∑
n=2

bn(T )eβµn. (1.78)

Koeficienty bn nazýváme viriálovými koeficienty a P id je tlak odpov́ıdaj́ıćıho ideálńıho

plynu. Index n prob́ıhá od n = 2, nebot’ uvažujeme interakci mezi minimálně dvěma

částicemi.

Lze ukázat [9], že druhý viriálový koeficient může být vyjádřen pomoćı fázového

posunu rozptylu l-té parciálńı vlny interaguj́ıćıch částic δl. Tato metoda byla zobecněna

[10] a výsledek lze vyjádřit ve tvaru

b2(T ) =
T

2π2

∫ ∞
W0

dW W 2K2(βW )× 1

π

∑
l

(2l + 1)
∂

∂W
δl(W ) (1.79)

Pokud maj́ı rezonance š́ı̌rku Γ a spin J , pak v sumě převažuje pouze l = J a pro fázový

posun l-té parciálńı vlny δl(W ) plat́ı vztah

δl(W ) =
Γ

2

1

MR −W
. (1.80)

Z toho lze vyvodit tvar Breit-Wignerovy formule

∂

∂W
δl(W ) =

Γ

2

1

(MR −W )2 + Γ2

4

(1.81)

kde MR je hmotnost rezonance, která vznikla srážkou dvou částic M .

Tlak systému P tedy může být zapsán ve tvaru

P = P id + PR = P id + gR
T 2Γ

4π3
eβµR

∫ ∞
W0

dW
W 2K2(βW )

(MR −W )2 + Γ2

4

(1.82)

kde

gR = 2S + 1

µR = 2µ.

Mějme nyńı limitńı př́ıpad Γ→ 0. Pak pro složku PR v rovnici (1.82) plat́ı vztah

PR → gR
T 2M2

R

2π2
K2(βMR)eβµR , (1.83)

což je přesně tlak ideálńıho relativistického Boltzmannova plynu složeného z rezonanćı o

hmotnosti MR.
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1.5.1 Vliv š́ı̌rky rezonanćı jako funkce teploty

Z rovnice (1.82) je patrné, že vliv š́ı̌rky rezonance na tlak plynu je závislý na teplotě.

Zaved’me tedy nyńı veličinu (F ) vztahem

F (T,MR,Γ) =
Γ

2πM2
RK2(MR/T )

×
∫ ∞
W0

dW
W 2K2(βW )

(MR −W )2 + Γ2

4

. (1.84)

Taktéž můžeme zavést veličinu ”efektivńı hmotnost rezonance”(Meff ) definovanou vzta-

hem

Meff = M2
RK2(βMR)F (T,MR,Γ). (1.85)

Rezonančńı tlak PR, který můžeme definovat jako tlak ideálńıho plynu obsahuj́ıćıho částice

o hmotnosti Meff , lze zapsat v následuj́ıćım tvaru:

PR = gR
T 2M2

eff

2π2
K2(βMR)eβµR (1.86)

kde PR = P Γ=0
R × F (T,MR,Γ) je tvar PR vyjádřený pomoćı kvantity F .

1.5.2 Korekce na vyloučený objem

Z analýzy termálńıch (statistických) model̊u je jasné, že popis pomoćı ideálńıho plynu

vyžaduje modifikaci, kterou zohledńıme velikost částic. Toto lze provést tzv. efektem

vyloučeného objemu, jakým je např. Van der Waalsova korekce na tvrdé jádro. T́ımto

zp̊usobem je rovnice (1.74) upravena na soustavu rovnic

PHG(T, µB, µS, µ3) =
∑
i=1

P id
i (T, µ̄i) (1.87)

µ̄i = µi − viPHG (1.88)

kde µi = BiµB + SiµS + T 3
i µ3 je chemický potenciál a vi je ”vyloučený objem”i-tého

druhu hadron̊u. Horńı index id znamená př́ıpad ideálńıho plynu.

Tuto soustavu rovnic můžeme vyřešit vzhledem k PHG iterativně pro danou soustavu

parametr̊u T, µB, µSaµ3. Hustota hadronu i-tého typu je dána vztahem

nexcli (T, µi) =
nidi (T, m̄ui)

1 +
∑

j vjn
id
j (T, µ̄j)

. (1.89)
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Kapitola 2

Kanonické potlačeńı zachovávaj́ıćıch

se náboj̊u

Chceme-li se ve statistické fyzice zabývat problémem zachováńı kvantových č́ısel,

zavád́ıme grandkanonickou partičńı sumu v následuj́ıćım tvaru, kdy uvažujeme pouze

jedno kvantové č́ıslo, např́ıklad podivnost S. Systém je popsán hamiltoniánem Ĥ a che-

mickému potenciálu µS odpov́ıdá operátor podivnosti Ŝ.

Z(µS, T ) = Tr[e−β(Ĥ−µS Ŝ)] (2.1)

Z tvaru grandkanonické partičńı sumy (2.1) lze vyvodit, že pro vybrané kvantové č́ıslo S

se jeho hodnota zachovává a jej́ı středńı hodnota je rovna

〈S〉 = T
∂lnZ(µS, T )

∂µS
. (2.2)

Tato aproximace ovšem funguje pouze tehdy, je-li počet částic nesoućıch podivnost

dostatečně velký a jejich fluktuace tedy mohou být zanedbány. Abychom odvodili

partičńı funkci, která dobře popisuje daný systém a nejsou na ni kladeny tyto omezuj́ıćı

předpoklady, je třeba provést v rovnici (2.1) následuj́ıćı úpravy: označme |s〉 stavy, které

odpov́ıdaj́ı stopě (2.1) tak, že pro vlastńı hodnoty operátor̊u Ĥ a Ŝ plat́ı Ĥ |s〉 = ES |s〉
a Ŝ |s〉 = s |s〉 . Sumu (2.1) tedy přeṕı̌seme do tvaru

Z(µS, T ) =
+∞∑
−∞

e−βEsesβµS =
+∞∑
−∞

ZSλ
s
S. (2.3)

Veličina ZS je tedy koeficientem v Laurentově řadě pro fugacitu a jedná se o kanonickou

partičńı funkci pro fixńı hodnotu podivnosti S, kterou lze vyjádřit jako

ZS = TrS[e−βĤ ]. (2.4)

Chceme-li vypoč́ıtat ZS , stač́ı vyj́ıt z rovnice (2.3). Použijeme-li Cauchẙuv vzorec a

provedeme inverzńı transformaci, źıskáme

ZS(T, V ) =
1

2πi

∮
dλS

λs+1
S

Z(λS, T, V ). (2.5)
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Pokud jako integračńı křivku zvoĺıme jednotkovou kružnici, přejde předchoźı vztah (2.5)

pomoćı substituce λ = eiφ a patřičnou úpravou diferenciálu ve vztah

ZS(T, V ) =

∫ +π

−π

dφe−Sφ

2π
Z̃(φ, T, V ) (2.6)

kde generuj́ıćı funkci Z̃(φ, T, V ) = Z(λS = eiφ, T, V ) źıskáme z grandkanonické partičńı

sumy pomoćı Wickovy rotace chemického potenciálu µS → iφ. Wickova rotace spoč́ıvá

v převedeńı problému z Minkowského prostoru do klasického euklidovského t́ım, že čas

necháme nabývat pouze imaginárńıch hodnot. Tato generuj́ıćı funkce je stejná pro všechny

partičńı funkce o libovolné (ale pevně dané) hodnotě zachovávaj́ıćıho se náboje. Jedná se v

podstatě o projekci zachovávaj́ıćıho se ábelovského náboje (náboje popsaného ábelovskou

symetríı) na stavy s přesnou hodnotou S.

Zachováńı aditivńıch kvantových č́ısel, jakým je např́ıklad baryonové č́ıslo, podiv-

nost, elektrický náboj nebo p̊uvab, lze ztotožnit s invarianćı Hamiltoniánu vzhledem k

Lieově grupě U(1). V mnoha aplikaćıch je ovšem d̊uležité zobecnit projekčńı metodu na

symetrie, které jsou spjaté s neábelovskou Lieovou grupou G. Př́ıkladem takové grupy

je např́ıklad grupa unitárńıch čtvercových matic s jednotkovým determinantem SU(N),

která je kĺıčová v teorii silných interakćı. Zahrnut́ım neábelovských symetríı se zabývá

např. práce [6].

2.1 Kanonická partičńı funkce pro ábelovské náboje

Zde se budeme zabývat tzv. projekčńı metodou, která vede k popisu částicových výtěžk̊u

za omezuj́ıćıch podmı́nek daných ábelovskou symetríı UB(1). Protože tato je řádu n = 1,

záviśı všechny veličiny zastoupené v této reprezentaci, které odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um

zachovávaj́ıćıho se náboje B, na jednom jediném parametru φ, což lze vyjádřit jako

χBUB(1) = eiBφ (2.7)

Abychom stále měli zaručeno zachováváńı ábelovských náboj̊u, muśıme všechna kvantová

č́ısla systému - to znamená podivnost (S), baryonové č́ıslo (B), elektrický náboj (Q) a

p̊uvab (C) - zahrnout do U(1) symetrie: US(1) × UB(1) × UQ(1) × UC(1). Požadujeme-li

tedy např́ıklad, aby se zachovávalo barynonové č́ıslo B zároveň s podivnost́ı S, pak pro

charakteristickou funkci muśı platit

χS,BUS(1)×UB(1) = χSUS(1) · χBUB(1) = ei(Sψ+Bφ) (2.8)

kde ψ a φ jsou proměnné odpov́ıdaj́ıćı S a B, které jsme použili při parametrizaci

fugacity v komplexńı rovině.

V jádro-jaderných srážkách jsou hodnoty baryonového č́ısla, elektrického náboje a po-

divnosti pevně stanoveny počátečńımi podmı́nkami. Pokud chceme modelovat produkci

částic pomoćı statistické termodynamiky, muśı být všechna kvantová č́ısla formulovány

kanonicky. V daľśım textu se však budeme zabývat pouze př́ıpady, kdy nejvýše dva za-

chovávaj́ıćı se náboje budou současně kanonické (např. podivnost a baryonové č́ıslo) a
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všechna ostatńı kvantová č́ısla budou popsána grandkanonicky. Z rovnice (2.6) plyne po-

sunut́ım meźı př́ımo vztah

ZS =
1

2π

∫ 2π

0

dφe−iSφZ̃(T, V, φ) (2.9)

a také vztah

ZB,S =
1

4π2

∫ 2π

0

dφe−iQφ
∫ 2π

0

dψe−iSψZ̃(T, V, φ, ψ) (2.10)

kde Z̃ źıskáme z grandkanonické partičńı funkce tak, že fugacity λB a λS nahrad́ıme

výrazy eiφ resp. eiψ, což lze symbolicky zapsat jako

Z̃(T, V, φ) = ZGC(T, V, λB → eiφ, λS → eiψ). (2.11)

Konkrétńı podoba Z̃ v předchoźı rovnici záviśı na použitém modelu. Obvykle je

v hadron-hadronových srážkách použ́ıvám model rezonančńıho plynu. V daľśım textu

zanedbáme interakce mezi hadrony a rezonancemi stejně jako jakékoliv daľśı efekty

zp̊usobené prostřed́ım a rovněž budeme kanonicky nadále pracovat pouze s podivnost́ı.

Pro jednoduchost budeme předpokládat takovou teplotu a hustotu energie, že všechny

částice mohou být popsány užit́ım Boltzmannovy statistiky.

Zanedbáme-li tedy př́ıspěvky baryon̊u, které jsou v́ıcenásobně podivné (v našem př́ıpadě

hyperony Ξ a Ω), pak se generuj́ıćı funkce v rovnici (2.9) dá zapsat ve tvaru

Z̃(T, V, µQ, µB, Q) = exp(Ns=0 +Ns=1e
iφ +Ns=−1e

−iφ (2.12)

kde Ns=0,±1 je suma přes všechny částice a rezonance s podivnost́ı 0,±1:

Ns=0,±1 =
∑
k

Z1
k (2.13)

kde jednočásticovou partičńı sumu Z1
k vyjádř́ıme ve tvaru

Z1
k =

V gk
2π2

m2
k T K2(mk/T ) exp(BkµB +QkµQ) (2.14)

kde mk je hmotnost, gk faktor degenerace, Bk baryonové č́ıslo a Qk elektrický náboj, µB
a µQ pak př́ıslušné chemické potenciály. Předpokládáme, že systém je uzavřen do objemu

V .

Mějme tedy generuj́ıćı funkci (2.12). Pak lze generuj́ıćı funkci ZS źıskat z rovnic

(2.9)-(2.11) ve tvaru

ZS = Z0
1

2π

∫ 2π

0

dφe−iSφeS1eiφeS−1e−iφ (2.15)

kde Z0 = exp(NS=0) a S±1 = Ns=±1.

Abychom mohli explicitně spoč́ıtat kanonickou partičńı funkci (2.15), muśıme každý

výraz v integrandu rozložit do mocninné řady a pak zintegrovat podle dφ. Rovnici (2.15)

si přeṕı̌seme do tvaru

ZS = Z0
1

2π

∫ 2π

0

dφe−iSφe

√
S1S−1(

√
S1
S−1

eiφ+

√
S−1
S1

e−iφ)
. (2.16)
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Použit́ım vztahu pro modifikovanou Besselovu funkci IS(x)

e
x
2 (t+

1

t
) =

+∞∑
−∞

tSIS(x) (2.17)

źıskáme po integraci podle dφ vztah pro ZS

ZS(T, V, µB, µQ) = Z0(T, V, µB, µQ)(
S1

S−1

)S/2IS(x) (2.18)

kde za argument Besselovy funkce jsme dosadili x = 2
√
S1S−1.

Lze tedy př́ımo spoč́ıtat hustotu nk k-tého druhu částic. Využijeme relace

Z1
k → λkZ

1
k , (2.19)

kde jednočásticová suma Z1
k odpov́ıdá té v rovnici (2.12), a naṕı̌seme vztah pro zmı́něnou

sumu:

nCk = λk
∂

∂λk
lnZS(λk)|k=1 (2.20)

Jako př́ıklad lze uvést výrazy pro částicovou hustotu kaon̊u K+ a antikaon̊u K− v

prostřed́ı s čistou celkovou podivnost́ı S = SB − SB̄:

nCK+ =
Z1
K+

V

S−1√
S1S−1

IS−1(x)

IS(x)
(2.21)

nCK− =
Z1
K−

V

S1√
S1S−1

IS+1(x)

IS(x)
(2.22)

Je ovšem třeba mı́t na paměti, že jak rovnice (2.16), tak rovnice (2.20) byly odvozeny

za podmı́nky zanedbáńı př́ıspěvk̊u v́ıcenásobně podivných baryon̊u. Vı́cenásobně podivné

baryony jsou ale d̊uležitou součást́ı fireballu, který vzniká při těžkojaderných srážkách, což

vede k tomu, že je muśıme. Předpokládejme omezuj́ıćı podmı́nku podivnostńı neutrality

S = 0 a zahrňme hadrony o podivnosti s = ±1,±2,±3. Výraz pro kanonickou partičńı

funkci v rovnici (2.15) bude tedy nahrazen vztahem

ZC
S=0 =

1

2π

∫ π

−π
dφ exp

(
3∑

n=−3

Sne
inφ

)
(2.23)

kde Sn =
∑

k Z
1
k .

2.2 Kanonický potenciál jako grandkanonická limita

V tomto odd́ıle ukážeme, že grandkanonická formulace je asymptotickou realizaćı

přesného kanonického přibĺıžeńı. Uvažujme tedy termálńı systém obsahuj́ıćı částice pouze

o podivnosti S = 1 a jejich odpov́ıdaj́ıćı antičástice. V takovém př́ıpadě bude grandkano-

nická hustota pro částicový plyn s podivnost́ı s = 0,±1 rovna

nGCs=±1 =
Z1
s=±1

V
λ±1
s (2.24)
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s fugacitou λs = exp(µS/T ).

Pokud srovnáme výsledky pro GC soubor a kanonický soubor (rovnice (2.21) a (2.22) -

zde jsou uvedeny rovnice pro kaonovou hustotu, což lze, protože porovnáváme kanonickou

a grandkanonickou hustotu částic obsahuj́ıćı podivné kvarky), źıskáme pro S = 0 vztah

mezi kanonickou a grandkanonickou hustotou částic:

nCs=±1 = nGCs=±1(λ̄s) (2.25)

kde λ̄s je efektivńı fugacita dána vztahem

λ̄s =
S∓1√
S1S−1

I1(x)

I0(x)
. (2.26)

Vid́ıme, že pro velká x, pro která plat́ı x→∞ jsou grandkanonická a kanonická formu-

lace ekvivalentńı. Zanedbáme-li v́ıcenásobně podivné baryony v generuj́ıćım funkcionálu

(2.23), źıskáme vztah

nCs=±1 = nGCs=±1

I1(x)

I0(x)
. (2.27)

Je však třeba pamatovat na to, že výše uvedený vztah je platný pouze tehdy, je-li

termálńı fázový prostor všech v́ıcenásobně podivných baryon̊u zanedbatelné malý. Tento

předpoklad je ale nanejvýš sporný, hlavně pokud se bĺıž́ıme termodynamické limitě.

Z rovnice (2.27) vid́ıme, že můžeme zavést parametr FS(x) vztahem

FS =
I1(x)

I0(x)
, (2.28)

pro nějž v limitńım př́ıpadě pro malá x plat́ı

lim
x→0

I1(x)

I0(x)
→ x/2. (2.29)

Tento parametr popisuje odchylky částicových multiplicit od jejich grandkanonické hod-

noty. Pr̊uběh parametru FS(x) v závislosti na x je vyobrazen v grafu na Obrázku 2.1.

Argument Besselovy funkce x popisuje velikost termálńıho fázového prostoru, který

je dostupný podivným částićım. Pro systém neobsahuj́ıćı v́ıcenásobně podivné částice

je tento argument př́ımo úměrný celkovému počtu podivných pár̊u částice-antičástice v

grandkanonické limitě.

Pr̊uběh kanonického faktoru potlačeńı podivnosti FS(x) je zachycen na Obrázku 2.1

spolu s typickými hodnotami x, které očekáváme pro SIS, AGS a SPS energie v centrálńıch

srážkách. Obrázek 2.1 rovněž poukazuje na d̊uležitost kanonického potlačeńı fázového pro-

storu částic při SIS energíıch. V centrálńıch těžkoiontových srážkách na AGS a hlavně při

vyšš́ıch energíıch, jaké máme na SPS,RHIC,LHC - [6], je kanonické potlačeńı zanedba-

telné. Proto je pro tato pásma vyšš́ıch energíı vhodněǰśı použ́ıt grandkanonické aproxi-

mace. Obecně vzato je záhodno použ́ıt kanonického přibĺıžeńı pro energie srážky okolo (2

- 4) GeV. Zároveň ovšem plat́ı, že efekt kanonického potlačeńı může být d̊uležitý i pro

vysokoenergetické necentrálńı těžkoiontové srážky a pro popis produkce těžkých kvark̊u.
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Obrázek 2.1: Kanonický faktor potlačeńı podivnosti, závislost vynesená pro hodnoty na SPS a

AGS pro Pb-Pb a Au-Au srážky. Převzato z [6].

Pokud zanedbáme př́ıspěvky v́ıcenásobně podivných baryon̊u, a nábojové asymetrie

mezi částicemi a antičásticemi, lze přepsat generuj́ıćı funkcionál Z̃(T, V, φ, ψ) z rovnice

(2.11) v logaritmickém tvaru jako

ln Z̃S(T, V, µQ = 0φ, ψ) = Ns=0,b=0+2Ns=1,b=0 cosψ+2Ns=0,b=1 cosφ+2Ns=1,b=1 cos(φ−ψ)

(2.30)

kde Ns,b je definováno jako suma přes všechny částice a rezonance o podivnosti s a bary-

onovém č́ısle b:

Ns,b =
∑
k

Z1
k (2.31)

pro jednočásticovou partičńı sumu Z1
k = V gk

2π2 m2
k T K2(mk/T ), která vyjadřuje termálńı

fázový prostor, který zab́ırá částice nesoućı podivnost s a baryonový náboj b.

Výše popsaný generuj́ıćı funkcionál můžeme použ́ıt v rovnici (2.10), abychom źıskali

kanonickou partičńı funkci fireballu s čistou hodnotou podivnosti S a baryonovým č́ıslem

B ve tvaru

ZB,S(T, V ) =
Z0(T, V )

4π2

∫ 2π

0

dφe−iBφ exp[zN cosφ]

∫ 2π

0

dψe−iSψ exp[zK cosψ+zY cos(φ−ψ)]

(2.32)

kde Z0 = exp(Ns=0,b=0), zK = Ns=1,b=0, zN = Ns=0,b=1 a zY = Ns=1,b=1.

Přepǐsme nyńı argument exponenciály integrálu podle dψ v rovnici (2.32) jako

zK cosψ + zY cos(φ− ψ) = z(φ) cos(ψ − α(φ)) (2.33)

kde α(−φ) = −α(φ) a

z(φ) = (z2
K + 2zKzY cosφ+ z2

Y )1/2 (2.34)

eiα(φ) =
zK
z(φ)

+
zY
z(φ)

eiφ (2.35)

Protože integrujeme přes celou periodu, můžeme integračńı meze posunout o α a

spoč́ıtat část integrálu (2.32) př́ıslušnou parametru ψ přesně, č́ımž předchoźı rovnici
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źıskáme ve tvaru

ZB,S(T, V ) =
Z0(T, V )

π

∫ π

0

cos(Bφ+ Sα(φ)) exp[2zN cosφ]IS(2z(φ))dφ. (2.36)

Tuto integraci však nedokážeme provést analyticky.

Pokud vyjdeme z předchoźı rovnice, můžeme snadno naj́ıt tvar středńı hodnoty

multiplicity částice typu i. Postup je následuj́ıćı ([6]):

(i) v rovnici (2.31) odseparujeme výrazy pro částice a antičástice,

(ii) vynásob́ıme hodnotu př́ıslušnou zkoumané částici odpov́ıdaj́ıćım faktorem fugacity λ,

(iii)dle rovnice (2.20) provedeme derivaci v bodě λ = 1.

Výsledek pro částici typu i s podivnost́ı Si a baryonovým č́ıslem Bi je tedy

〈Ni〉Bi,Si = Z1
i (mi, T, V )

ZB−Bi,S−Si(T, V )

ZB,S(T, V )
. (2.37)

Výsledky źıskané využit́ım rovnice (2.37) by měly korespondovat s hodnotou źıskanou

pomoćı GC aproximace pro velká B a V , ovšem s fixńı baryonovou hustotou B/V . Toto

lze explicitně ukázat využit́ım Čebyševovy aproximace př́ıslušných integrál̊u.
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Kapitola 3

Vliv rezonanćı na teplotu souboru

V této kapitole shrneme výsledky, které jsme źıskali s využit́ım dat z urychlovač̊u LHC

a RHIC za pomoci programu SHARE with CHARM (viz zdroj [3]), jehož dokumentaci a

princip fungováńı krátce shrneme v odstavci 3.0.1.

Pochopeńı produkce hadron̊u složených ze čtyř kvarkových v̊uńı u, d, s, c je pro analýzu

vlastnost́ı kvark-gluonového plazmatu (QGP), které vzniklo v relativistické těžkoiontové

srážce v pásmu energie Velkého hadronového urychlovače (LHC), velmi d̊uležité. V našem

př́ıpadě produkci hadron̊u poṕı̌seme pomoćı horkého fireballu. Tento fireball poṕı̌seme po-

moćı statistického modelu, který připoušt́ı chemickou nerovnováhu všech vyjmenovaných

kvark̊u zvlášt’. Odpov́ıdaj́ıćı parametry statistického hadronového modelu SHM (v našem

př́ıpadě se zaměř́ıme hlavně na teplotu T a baryochemický potenciál µB) źıskáme fi-

továńım částicových četnost́ı, které podléhaj́ı omezuj́ıćım podmı́nkám plynoućım z vlast-

nost́ı zdroje (v našem př́ıpadě fireballu).

Obecně plat́ı, že zdroj částic (v tomto př́ıpadě fireball) lze po hadronizaci charak-

terizovat několika vlastnostmi - např́ıklad energíı, entropíı, tlakem, celkovou podivnost́ı

a baryonovým č́ıslem. Každá z těchto veličit může být použita jako omezuj́ıćı podmı́nka

fitu, což prakticky znamená, že jej́ı hodnotu zafixujeme na určitou hodnotu a tato veličina

se fitu nebude účastnit.

Zaměř́ıme-li se nyńı speciálně např́ıklad na p̊uvabný kvark c, můžeme ř́ıct následuj́ıćı:

mějme určitý vstupńı počet kvarkových pár̊u v čase, kdy dojde pro p̊uvabný kvark k

chemickému vymrznut́ı. Hadronový výtěžek pak záskáme prostředky statistické hadroni-

zace, a to pro předepsanou sadu parametr̊u, podle kterých fitujeme. Tuto sadu určujeme

podle povahy zdroje částic. Vzniknuvš́ı hadronové rezonance se pak rozpadaj́ı, č́ımž

”krmı́”stabilńı p̊uvabné hadrony. Tyto stabilńı p̊uvabné hadrony existuj́ı však velmi

krátce. Vliv rozpad̊u těchto p̊uvabných hadron̊u má vliv na změnu četnosti produkovaných

hadron̊u. Zp̊usob, jakým k této změně docháźı, je r̊uzný, zálež́ı na druhu částice.

3.0.1 Metoda řešeńı

V programu SHARE with CHARM je řešeńı tohoto problému založeno na nu-

merické metodě vyvinuté pro jeho předch̊udce SHARE [3], který se zabýval popisem

rozděleńı lehkých hadron̊u (hadron̊u složených pouze z u, d, s kvark̊u. Program SHARE

with CHARM nav́ıc rozděluje předepsaný počet p̊uvabných kvark̊u (a antikvark̊u) Ncc̄ do

jednotlivých p̊uvabných hadron̊u za použit́ı pravidel statistické hadronizace implemento-
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vaných v přidaném modulu CHARM, který źıskává výtěžky na základě řešeńı př́ıslušných

Besselových funkćı (viz Dodatek). Podobně jako lehké hadrony jsou i rozpady p̊uvabných

hadron̊u modelovány pomoćı daných tabulek, přičemž vždy postupujeme ”sestupně”-

tj. od nejtěžš́ı částice k nejlehč́ı. Výtěžky každého hadronu jsou źıskány pomoćı tabu-

lek rozpadového větvićıho poměru mateřské částice. V př́ıpadě, že nejsou k dispozici

potřebná data, použije program patřičný teoretický model. To proto, aby bylo zajǐstěno,

že všechny částice se určitě rozpadaj́ı. Př́ıspěvek každé z výsledných dceřinných hadron̊u

je započ́ıtáván do hadronového u, d, s výtěžku samostatně a s uvážeńım př́ıslušné SHM

parametrizace v př́ıslušných souborech modulu SHARE. V daľśım textu budeme pracovat

s hadrony neobsahuj́ıćımi p̊uvabný kvark c.

3.1 SHARE with CHARM

SHARE with CHARM je program založený na bázi programovaćıch jazyk̊u C++ a

FORTRAN77 využ́ıvaj́ıćı knihoven CERNLIB. Jeho schéma je zachyceno na Obrázku 3.1.

Celkově potřebujeme šest vstupńıch soubor̊u, které obsahuj́ı seznam částic, rozpadový

strom a hodnoty jednotlivých parametr̊u. Program může následně provést velké množstv́ı

operaćı, které nač́ıtá ze souboru sharerun.data. Vstupńı soubory, které potřebujeme

zahrnout do bezchybného běhu programu, jsou následuj́ıćı:

(a) particles.data - seznam vlastnost́ı částic (název částice, hmotnost, š́ı̌rka rezo-

nance, spin, částicový izospin,. . . ),

(b) decays.data - seznam rozpad̊u hadron̊u neobsahuj́ıćıch p̊uvabný kvark c,

(c) HFfeed.data - seznam větvićıch poměr̊u p̊uvabných hadron̊u,

(d) thermo.data - seznam parametr̊u modelu,

(e) ratioset.data - seznam rozsahu jednotlivých parametr̊u a

(f) totratios.data - experimentálńı data a fyzikálńı vlastnosti, které chceme źıskat na

výstupu.

(g) sharerun.data - soubor, ze kterého program načte, co má dělat; seznam operaćı, které

má program provést.

V př́ıpadě, že nějakou částici (v našem př́ıpadě nejčastěji rozpad) nechceme zahr-

nout do fitu, naṕı̌seme na začátek řádku symbol #, který programu SHARE řekne,

že vše, co se na řádku vyskytuje, má ignorovat. V př́ıpadě, že nechceme, aby hod-

nota nějaké veličiny z̊ustávala konstantńı, změńıme v souboru ratioset.data v př́ıslušném

sloupci (posledńım, viz dokumentace SHARE [3]) hodnotu 1 (true=uvažovat) na hodnotu

0 (false=neuvažovat).

Pro daľśı práci jsou podstatné předevš́ım soubory particles.data, partnowdt.data (soubor

identický se souborem particles.data, který ale pokládá š́ı̌rku rezonanćı automaticky rovnu

nule), decays.data, thermo.data a ratioset.data. Je třeba si rovněž dát pozor, abychom pro

každou simulaci (v našem př́ıpadě je budeme provádět s daty z LHC a RHIC) uvedli

př́ıslušný zdrojový soubor (pro každou simulaci je třeba vytvořit nový soubor typu par-

ticles.data atd.). Toto je součást́ı souboru se zdrojovým kódem sharerun.data. Stejně tak je

třeba vytvořit (a do běhu programu zařadit) výstupńı soubor, kde jsou uvedeny výsledky
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Obrázek 3.1: Schéma programové struktury SHARE with CHARM. Vstupńı soubory jsou vy-

značeny modře, programové př́ıkazy červeně a výstupńı soubory fialově. Převzato

z [3].

provedeného fitu. V př́ıpadě standardńı distribuce SHARE je tento soubor pojmenován fit-

TESTne.out, uživatel si však může vytvořit i soubor jiný, který bude sloužit jako výstupńı,

jen toto opět nesmı́ opomenout zahrnout do skriptu v sharerun.data (v praxi to znamená

nahradit všechny fitTESTne.out názvem př́ıslušného souboru). Totéž plat́ı i pro ostatńı

soubory, přičemž skoro vždy je třeba dát si pozor na počet znak̊u v názvu souboru -

např́ıklad soubor ratioset.data tud́ıž nemuśı vždy nést právě tento název, d̊uležitá je kon-

covka .data a to, že počet znak̊u v názvu souboru je právě 13 (včetně tečky). Analogické

tvrzeńı plat́ı i pro ostatńı výše uvedené soubory (nutný počet znak̊u je zřejmý z názv̊u

soubor̊u).

Jedinou výjimku, kdy neńı třeba dbát na přesný počet znak̊u v názvu souboru, tvoř́ı

soubor LHC1020MI.data (název je opět možno přizp̊usobit). V tomto souboru jsou uve-

deny výtěžky jednotlivých částic, což znamená experimentálńı hodnota, statistická chyba,

systematická chyba a indikace, zda je tato hodnota zahrnuta do fitu (1), nebo neńı. Jako

př́ıklad můžeme vźıt např́ıklad baryon lambda s hodnotou Λ = 17 ± 2. Toto bude v

souboru LHC1020MI.data uvedeno jako:

Lm1115zer prt yield 17. 2.0 0. 1
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I v tomto př́ıpadě však muśıme dbát na to, abychom pro každý experiment, ze kterého

bereme data, měli jeden takovýto seznam.

3.2 Vliv rezonanćı s vysokou hmotnost́ı na teplotu

souboru

S využit́ım programu SHARE jsme zkoumali, jaký vliv maj́ı rezonance na teplotu

souboru. V našem př́ıpadě to znamená, že jsme v souboru decays.data, který je uspořádán

zp̊usobem

Parent daughter1 daughter2 BR C −G?

pro dvoučásticový rozpad a

Parent daughter1 daughter2 daughter3 BR C −G?

pro tř́ıčásticový rozpad, postupně zanedbávali rozpady částic od určité hmotnosti. V

tomto př́ıpadě plat́ı následuj́ıćı značeńı:

(a) Parent - rozpadaj́ıćı se částice,

(b) DaughterN - produkty rozpadu,

(c) BR - Branching ratio = větvićı poměr (pravděpodobnost rozpadu daným zp̊usobem),

(d) C-G? - indikace, zda je (1) či neńı (0) nutné upravit větvićı poměr Clebsch-

Gordanovými koeficienty.

Hmotnost je u každé parent-částice vždy uvedena. Hodnotu, od které všechny těžš́ı

částice zanedbáme, nazveme cut-off parametrem.

Rovněž jsme předpokládali, že hodnoty parametru γ dané rovnićı (1.28) nehraj́ı ve

fitu žádnou roli, což v praxi znamená, že v souboru thermo.data jejich č́ıselnou hodnotu

polož́ıme z d̊uvodu jejich exponenciálńıho charakteru rovnu 1 a v souboru ratioset.data

přeṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı hodnoty parametru Fit? = 0/1 na 0, což znamená, že hodnoty γq
a γs nebudou ve fitu v̊ubec zahrnuty.

Vzhledem k tomu, že zat́ım neuvažujeme š́ı̌rku rezonanćı, bereme data o vlastnos-

tech částic ze souboru partnowdt.data a pro sadu hodnot částicových výtěžk̊u z LHC

(vycháźıme z p̊uvodńıho souboru LHC1020.data, který reprezentuje data o 10-20% cen-

tralitě z experimentu ALICE ze srpna 2013) a RHIC (data převzata ze zdroje [12]) pro

centralitu 0-5%. Pro data z RHIC jsme vytvořili speciálńı soubor založený na souboru

LHC1020.data v souladu s podmı́nkami uvedenými výše. Rozd́ıl byl jak v centralitě, tak v

uvažovaných částićıch. Zat́ımco na RHICu jsme brali v potaz pouze protony, kaony a pi-

ony (s výtěžky pro odpov́ıdaj́ıćı centralitu převzatými z [12]), pro LHC jsme započ́ıtávali

např. i Λ a Ξ baryony.

Zkoumali jsme závislost teploty T a baryochemického potenciálu µB na cut-off pa-

rametru. Výsledky pro teplotu T (jak pro LHC, tak pro RHIC) jsou na Obrázku 3.2. V

tomto grafu (a i ve všech následuj́ıćıh) jsou samozřejmě zachyceny i chyby veličin, jejichž

velikost lze rovněž źıskat ze souboru, ve kterém jsou napsány výsledky fitu. Z grafu je

vidět, že v př́ıpadě zafixováńı parametr̊u λs a λq je experimentálńı závislost teploty na
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cut-off parametru velmi podobná pro výsledky jak z LHC, tak z RHIC. Až na př́ıpad,

kdy cut-off parametr je rovný hodnotám 492 MeV a 547 MeV, kdy výsledky lež́ı mimo

oblast, ve které se nacházej́ı výsledky pro ostatńı cut-off parametry, lež́ı všechny výsledky

v rámci chyby, a to jak na RHICu (přibližně 155 MeV), tak na LHC (přibližně 160 MeV).

To by ale znamenalo, že zanedbáváńı rozpad̊u nemá na celkovou teplotu souboru téměř

žádný vliv, pokud je nezanedbáme (téměř) všechny (!). Pokud však chyby nebereme v po-

taz, vid́ıme, že datové body vykazuj́ı jistou systematiku. V takovém př́ıpadě se výsledná

teplota neměńı až od hodnoty cut-off parametru 1,8 GeV.

Obrázek 3.2: Závislost teploty souboru T na cut-off parametru pro zanedbané š́ı̌rky rezonanćı.

Pokud jde o pr̊uběh baryochemického potenciálu µB, pak je tento zachycen na Obrázku

3.3. Lze u něj jak v př́ıpadě LHC, tak v př́ıpadě RHIC pozorovat stejný trend jako v

př́ıpadě teploty. Rovněž můžeme vidět, že pro hodnoty cut-off parametru 492 MeV a

547 MeV (stejně jako v předešlém př́ıpadě), docháźı k určité odchylce od převažuj́ıćıho

trendu, kdy veškeré výsledky opět lež́ı v rámci chyby. Pro LHC pozorujeme hodnotu

přibližně µB = 1, 65 MeV, u RHICu pak µB = 1, 55 MeV. To znamená, že změny ve

velikosti baryochemického potenciálu opět nastávaj́ı až tehdy, když zanedbáme téměř

všechny rozpady. Pokud však i zde zanedbáme chyby, dojdeme ke stejnému závěru jako

v př́ıpadě teploty. Vid́ıme zde i podobnou systematiku, kterou datové body vykazuj́ı a

opět můžeme ř́ıct, že výsledný baryochemický potenciál se neměńı od hodnoty cut-off

parametru 1,8 GeV.
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Obrázek 3.3: Závislost baryochemického potenciálu µB na cut-off parametru pro zanedbané š́ı̌rky

rezonanćı.

3.3 Vliv konečné š́ı̌rky rezonanćı na teplotu souboru

Zde jsme postupovali úplně stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Opět jsme vyšetřovali

závislost teploty T a baryochemického potenciálu µB na cut-off parametru, nicméně ten-

tokrát jsme rovněž vzali v potaz konečné š́ı̌rky rezonanćı. To znamená, že mı́sto nač́ıtáńı

vlastnost́ı částic ze souboru partnowdt.data jsme tyto brali ze souboru particles.data.

Výsledky pro teplotu T a baryochemický potenciál µB jsou na Obrázku 3.4 resp. na

Obrázku 3.5.

Na prvńı pohled lze z obou graf̊u vyč́ıst, že hodnoty teplot a baryochemických potenciál̊u

jsou přibližně stejné jako v předchoźım př́ıpadě, kdy jsme rezonance zanedbali úplně.

Zaznamenat lze i pokles hodnot pro dva nejnižš́ı cut-off parametry. Tento výsledek je velmi

zarážej́ıćı, nebot’ teoreticky by zahrnut́ı rezonanćı na teplotu souboru vliv mı́t mělo (viz

kapitola 1.5 o vlivu š́ı̌rky rezonanćı jako funkce teploty). Stejně jako v př́ıpadě zanedbáńı

vlivu konečné š́ı̌rky rezonanćı pozorujeme hodnoty teploty T pro LHC, resp. pro RHIC

T = 160 MeV, resp. T = 155 MeV a hodnoty baryochemického potenciálu µB µB = 1, 65

MeV v př́ıpadě LHC a µB = 1, 55 MeV v př́ıpadě urychlovače RHIC.

3.4 Nerovnovážné modely, chemické potenciály a fu-

gacity

V tomto př́ıpadě jsme upustili od fixováńı faktor̊u γ a jak γs, tak γq jsme nechali na

p̊uvodńıch přednastavených hodnotách, stejně jako jsme v souboru ratioset.data zadali,
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Obrázek 3.4: Závislost teploty souboru T na cut-off parametru pro zahrnuté konečné š́ı̌rky re-

zonanćı.

Obrázek 3.5: Závislost baryochemického potenciálu µB na cut-off parametru pro zahrnuté

konečné š́ı̌rky rezonanćı.
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že hodnota faktor̊u nebude fixována a bude tedy součást́ı fitu. Opět jsme rozlǐsili dva

př́ıpady - zahrnut́ı a nezahrnut́ı konečné š́ı̌rky rezonanćı.

3.4.1 Zahrnut́ı rezonanćı s vysokou hmotnost́ı

Na Obrázku 3.6 vid́ıme závislost teploty T na cut-off parametru a na Obrázku 3.7

stejnou závislost pro baryochemický potenciál µB. Konečnou š́ı̌rku rezonanćı jsme zde

neuvažovali (tzn. použ́ıváme soubor partnowdt.data). Opět zde vid́ıme pokles hodnoty u

dvou nejmenš́ıch cut-off parametr̊u, ale už zde nepozorujeme přibližně stejný pr̊uběh pro

LHC a pro RHIC. Zat́ımco v předchoźıch př́ıpadech hodnoty pro LHC byly vždy vyšš́ı

než ty pro RHIC, zde už to neplat́ı. Pro hodnotu cut-off parametru 1675 MeV pozorujeme

dokonce velmi ńızkou hodnotu pro LHC, o hodně nižš́ı než hodnoty ostatńı a také nižš́ı

než odpov́ıdaj́ıćı hodnota pro RHIC. U stejného cut-off parametru podobnou odchylku

nepozorujeme v př́ıpadě baryochemického potenciálu µB.

Obrázek 3.6: Závislost teploty souboru T na cut-off parametru pro nerovnovážné soubory se

zanedbáńım š́ı̌rek rezonanćı.

Vid́ıme zde ale i něco jiného. U několika hodnot - jak v př́ıpadě LHC, tak v př́ıpadě

RHICu - nezaznamenáváme v grafu žádnou chybu měřeńı. Ve skutečnosti tato chyba sa-

mozřejmě existovala, jen byla zhruba o 4 řády nižš́ı než měřená hodnota. Pro dané hodnoty

cut-off parametr̊u toto zaznamenáváme i v př́ıpadě baryochemického potenciálu µB. Jak

již bylo uvedeno, nezaznamenáváme v tomto př́ıpadě výrazné rozd́ıly mezi LHC a RHIC a

teplota je v obou př́ıpadech rovna přibližně T = 140 MeV a baryochemický potenciál hod-

notě µB = 1, 43 MeV. To opět potvrzuje, že pro pozorováńı znatelné změny, která neńı

v rámci chyby měřeńı, je třeba zanedbat téměř všechny rozpady. Oproti předchoźımu

př́ıpadu, kdy jsme uvažovali rovnovážný model - tedy kdy jsme zafixovali hodnoty γs a γq
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Obrázek 3.7: Závislost baryochemického potenciálu µB na cut-off parametru pro nerovnovážné

soubory se zanedbáńım š́ı̌rek rezonanćı.

- však lze zaznamenat pokles pr̊uměrné teploty, a to až o zhruba 15 MeV, jak dokládaj́ı

výsledky uvedené výše. Totéž lze pozorovat v př́ıpadě baryochemického potenciálu µB,

zde však pokles lež́ı vzhledem k pr̊uměrné hodnotě parametru (jednotky MeV) v řádu

desetin MeV.
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3.4.2 Zahrnut́ı konečné š́ı̌rky rezonanćı

Nyńı opět započ́ıtáme konečnou š́ı̌rku rezonanćı (použijeme soubor particles.data). Na

Obrázku 3.8 a Obrázku 3.9 vid́ıme závislost teploty T resp. baryochemického potenciálu

µB na cut-off parametru. V tomto př́ıpadě nejenže opět došlo k velkému zmenšeńı řádu

chyby v̊uči řádu výsledku, ale dokonce toto pozorujeme u mnoha hodnot. Hodnota teploty

se téměř neměńı, stejně jako se neměńı hodnota baryochemického potenciálu. Odpov́ıdaj́ıćı

hodnoty jsou T = 138 MeV resp. µB = 1, 42 MeV.

Jestliže jsme v předchoźıch př́ıpadech pozorovali nějakou pravidelnost, pak lze nelze

mluvit naprosto o žádné. Tam, kde předt́ım docházelo k mı́rnému poklesu teploty resp. ba-

ryochemického potenciálu (prvńı dva cut-off parametry) nyńı dokonce docháźı k mı́rnému

zvýšeńı hodnoty. Množstv́ı dat, kde je chyba velmi malá (resp. řádově zanedbatelná) je v

tomto př́ıpadě značně v́ıce.

Obrázek 3.8: Závislost teploty souboru T na cut-off parametru pro nerovnovážné soubory se

zahrnut́ım š́ı̌rek rezonanćı.
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Obrázek 3.9: Závislost baryochemického potenciálu µB na cut-off parametru pro nerovnovážné

soubory se zahrnut́ım š́ı̌rek rezonanćı.
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Kapitola 4

Výtěžky nestabilńıch rezonanćı

Data z experiment̊u na LHC a RHIC jednoznačně ukazuj́ı, že těžkoiontová srážka je

velmi komplexńım jevem [11], mnohem komplexněǰśım, než jak by jej popsalo srovnáńı fit̊u

prvotńıch srážek a předpověd́ı statistického modelu. Obzvláště pokud chceme źıskat hlubš́ı

porozuměńı proton-protonových (pp), proton-těžkoiontových (pA) dvou těžkoiontových

(AA) srážek, pak si muśıme uvědomit, že klasický popis, kdy v AA srážkách je vytvořeno

kvark-gluonové plasma popsané hydrodynamickým modelem, v pA srážkách lze studovat

studenou jadernou hmotu a že pp srážky jsou elementárńı ve smyslu, že docháźı pouze

ke srážce dvou parton̊u, ze kterých jsou nalétávaj́ıćı protony složeny, neńı kompatibilńı s

experimentálńımi výsledky. V př́ıpadě vysokých multiplicit nacháźıme u všech třech typ̊u

srážky společné prvky, jakými jsou např́ıklad hřebeny (ridges) a hmotnostńı závislost fak-

toru v2(pT ), což se očekávalo pouze pro AA srážky. To vede k závěru, že existuj́ı kolektivńı

efekty a hydrodynamické chováńı ve smyslu silné interakce mezi částicemi dokonce i v pp

a pA srážkách [11].

V takové situaci však studium nejběžněji vyskytuj́ıćıch se hadron̊u - pion̊u, kaon̊u,

proton̊u - př́ılǐs nepomáhá. Pro centrálńı AA srážky na LHC vid́ıme na Obrázku 4.1.

Jejich multiplicita nám tedy o zp̊usobu jejich produkce a jejich interakci předt́ım, než

doraźı do detektoru, řekne málo. Teplota okolo 156 MeV je podle předpovědi QCD na

mř́ıžce bĺızká teplotě, při které docháźı k hadronizaci. To vede k předpokladu, že chemické

složeńı hadronového plynu je při dané teplotě pevně dané. Avšak při hustotě energie okolo

0, 5 GeV/fm3, která odpov́ıdá teplotě 156 MeV, jsou hadrony bĺızko sebe a stále budou

cestou k detektoru mezi sebou interagovat. Na Obrázku 4.2 vlevo vid́ıme teplotu che-

mického vymrznut́ı Tch, která určuje chemické složeńı hadronového plynu, a také teplotu

kinetického vymrznut́ı Tkin, při které hadrony přestávaj́ı interagovat. Vid́ıme, že mezi

oběma je výrazný rozd́ıl. Zároveň ale - viz Obrázek 4.2 vpravo vid́ıme kolektivńı rychlost

expanze, která roste.

Ultimátńı výzvou ve fyzice ultrarelativistických těžkých iont̊u je porozuměńı vzniku,

expanze a hadronizace QGP. Toto je však zkreslené t́ım, že v oblasti mezi Tch a Tkin
stále docháźı k vzájemné interakci hadron̊u, což razantně změńı statistické rozděleńı

hybnosti hadron̊u. Právě rezonance nám mohou být při pochopeńı tohoto regionu velmi

nápomocny, a to hned několika zp̊usoby:

(a) - jejich měřená multiplicita při srovnáńı s očekávanou multiplicitou źıskanou
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Obrázek 4.1: Multiplicity vybraných hadron̊u v centrálńıch (0-10%) Pb-Pb srážkách o energii

2,76 AGeV ve srovnáńı s předpověd́ı statistického modelu. Převzato z [11].

Obrázek 4.2: Vlevo: teplota, při které docháźı k chemickému vymrznut́ı Tch a teplota, při které

docháźı ke kinetickému vymrznut́ı Tkin jako funkce energie srážky
√
s. Vpravo:

pr̊uměrná radiálńı rychlost jako funkce
√
s. Převzato z [11].

užit́ım statistického modelu poskytuje informace o době trváńı interakćı a jejich účinném

pr̊uřezu. Důvodem je to, že pouze takové rezonance, jejichž rozpadové produkty se

nesrazily s okolńımi hadrony, mohou být experimentálně rekonstruovány. S využit́ım

r̊uzných dob života r̊uzných rezonanćı lze rekonstruovat celý časový vývoj expanze

hadronového plynu.

(b) - rezonance, které se rozpadaj́ı na fotony nebo dileptony určuj́ı celkový čas

expanzu, protože muśıme započ́ıtat př́ıspěvky všech produkovaných rezonanćı, i když

jsou tyto později absorbovány. Proto č́ım déle hadronový plyn interaguje, t́ım v́ıce foton̊u

a dilepton̊u źıskáme. Spolu se signálem eliptického toku toto může poskytnout informace

o př́ıspěvćıch QGP a t́ım pádem i o jeho časovém vývoji.

(c) - ani těžké kvarky, ani těžké mezony nedosáhnou rovnováhy s okoĺım. Jejich

spektra poskytuj́ı informace o jejich interakci s konstituenty QGP a také s hadronovým
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plynem. Poměr multiplicit excitovaných stav̊u těžkých mezon̊u, jako např́ıklad Ψ(2S),

Y (2S) a Y (3S) a základńıch stav̊u nám dává nav́ıc informaci o hadronovém rozptylu.

Vzhledem k velkým vazebným energíım těchto stav̊u je tento poměr velmi citlivý na

vysokoenergetické srážky.

4.1 Hadronové rozpady

Hadronové rozpady rezonanćı byly měřeny jak na RHIC, tak na LHC. Výsledky z

experimentu STAR, které pokrývaj́ı r̊uzné časy rezonanćı (φ = 44fm/c, λ∗ = 13fm/c,

Σ = 5, 7fm/c, K∗ = 4fm/c - převzato z [11]), jsou zachyceny na Obrázku 4.3. Zde jsou

srovnány výsledky z experimentu STAR s předpověd’mi termálńıho modelu a s UrQMD

výpočty. UrQMD (Ultra relativistic Quantum Molecular Dynamics) je typ Monte Carlo

simulace pro výše uvedené typy srážek (pp, pA, AA).

Obrázek 4.3: Produkce rezonanćı na RHIC. Srovnány jsou výsledky z experimentu STAR, z

předpovědi termálńıho modelu a z UrQMD výpočt̊u. Převzato z [11].

Budeme-li předpokládat, že docháźı pouze k rozpadu rezonanćı, nab́ızelo by se, že

poměr výtěžk̊u pro krátce žij́ıćı rezonance klesá s centralitou rychleji než pro rezonance

dlouho žij́ıćı. Experiment toto potvrzuje jen částečně, což dokazuje fakt, že pro poměr

Λ∗/Λ zaznamenáváme silný pokles, ale poměr K∗/K z̊ustává konstantńı a pro poměr

Σ∗/Λ vid́ıme, že pro centrálńı těžkoiontové srážky je tento stejný jako při pp srážkách.

Nemůžeme rovněž zanedbat př́ıpadnou regeneraci rezonanćı. Protože však většinu

účinných pr̊uřez̊u těchto regeneraćı neznáme, představuje toto problém pro UrQMD

výpočty pro centrálńı srážky. I když zat́ım neexistuje srovnáńı s teoretickou předpověd́ı,
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výsledky napov́ıdaj́ı, že by statistický model měl skutečné výtěžky nadhodnotit. Toto lze

pozorovat u poměru Λ∗/Λ a K∗/K, nikoliv však pro poměr Σ∗/Λ. Potlačeńı rezonanćı

odpov́ıdá nejvýše 60%, ale obvykle je nižš́ı. Proto chceme-li učinit nějaké závěry týkaj́ıćı

se regionu interakce hadron̊u pomoćı rezonanćı, je třeba použ́ıt měřićıch metod s malou

systematickou chybou.
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Dodatek

V této sekci budou stručně shrnuty některé základńı teoretické poznatky týkaj́ıćı se

matematického aparátu použ́ıvaného v bakalářské práci. Řeč bude hlavně o Besselových

funkćıch s d̊urazem na jejich význam při řešeńı relativistického fázově-prostorového in-

tegrálu.

Besselovy funkce

Besselovy funkce byly poprvé definovány Danielem Bernoullim a poté zobecněny

Friedrichem Besselem. Jsou definovány jako kanonická řešeńı (řešeńı ve tvaru y = y(x))

diferenciálńı rovnice (známé jako Besselova diferenciálńı rovnice)

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0 (4.1)

kde obecně komplexńı konstantu α nazýváme řádem Besselovy funkce.

Besselovy funkce se daj́ı rozlǐsit podle typu parametru α. Je-li α celoč́ıselné, pak

mluv́ıme o cylindrických (nebo cylindricky harmonických) Besselových funkćıch. Pokud

je α poloč́ıselné (tj. ve tvaru α = n+ 1
2
, kde n je přirozené č́ıslo), pak mluv́ıme o sférických

Besselových funkćıch.

Modifikované Besselovy funkce

Besselovy funkce jsou dobře definovány, i když je jejich argument x komplexńı. Nastane-

li speciálńı př́ıpad, kdy je tento argument čistě komplexńı, mluv́ıme o modifikované Bes-

selově funkci (rovněž nazývané hyperbolická Besselova funkce) prvńıho druhu (znač́ıme

Iα(x)) a druhého druhu (znač́ıme Kα(x)). Tyto definujeme následuj́ıćımi vztahy:

Iα(x) =
∞∑
m=0

1

m!Γ(m+ α + 1)

(x
2

)2m+α

(4.2)

Kα(x) =
π

2

I−α(x)− Iα(x)

sin (απ)
(4.3)

Tato řešeńı jsou dvěma nezávislými řešeńımi modifikované Besselovy rovnice

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
− (x2 + α2)y = 0. (4.4)
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Na rozd́ıl od klasických Besselových funkćı, které osciluj́ı jako funkce reálného argumentu,

jak Iα(x), tak Kα(x) exponenciálně rostou. Uved’me ještě integrálńı tvar modifikovaných

Besselových funkćı (předpokládejme, že Re(x) > 0):

Iα(x) =
1

π

∫ π

0

exp(x cos(θ)) cos(αθ)dθ − sin(απ)

π

∫ ∞
0

exp(−x cosh t− αt)dt (4.5)

Kα(x) =

∫ ∞
0

exp(−x cosh t) cosh(αt)dt (4.6)

Besselovy funkce v relativistickém fázově-prostorovém integrálu

Abychom mohli kvantitativně popsat ideálńı relativistický plyn, potřebujeme expli-

citně spoč́ıst relativistický hybnostńı integrál, který se vyskytuje ve všech integraćıch

přes fázový prostor v obdobné formě. Zavád́ıme proto již zmı́něné tzv. ”Besselovy

funkce”Kν(z), které jsou pro obecně komplexńı z definovány následuj́ıćım vztahem:

Kν(z) =

√
π(z/2)ν

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞
1

e−zt(t2 − 1)ν−
1
2dt, Re ν > −1

2
(4.7)

kde pro proměnnou z předpokládáme |arg z| < π
2
.

Ve většině př́ıpad̊u jsme použ́ıvali ν = 1. V takovém př́ıpadě pokládáme z = βm a

substituujeme do rovnice (4.7):

t→
√
p2 +m2/m, (4.8)

č́ımž pro ε =
√
p2 +m2 źıskáme

Kν(βm) =

√
π

Γ(ν + 1
2
)

(
β

2m

)ν ∫ ∞
0

p2ν

ε
e−βεdp. (4.9)

Integraćı metodou per partes a využit́ım vztahu

∂

∂p
e−βε = −βp

ε
e−βε

źıskáme pro (ν > 1
2
) vztah

Kν(βm) =

√
π

Γ(ν − 1/2)

1

m

(
β

2m

)ν−1 ∫ ∞
0

p2ν−2e−βεdp. (4.10)

Vı́me, že

Γ(
1

2
) =
√
π; Γ(

3

2
) =
√
π/2; Γ(

5

2
) =

3

2
Γ(

3

2
); · · ·

Rozlož́ıme-li Besselovu funkci Kν(z) danou rovnićı (4.7) do řady, źıskáme dva limitńı

př́ıpady:

(1) Nerelativistickou limitu, v ńıž uvažujeme p/m jako velmi malý parametr:

Kν(z)→
√

π

2z
e−z
(

1 +
4ν2 − 1

8z
+

(4ν2 − 1)(4ν2 − 9)

2!(8z)2

+
(4ν2 − 1)(4ν2 − 9)(4ν2 − 25)

3!(8z)3
+ · · ·

) (4.11)
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Obrázek 4.4: Pr̊uběh relativistické distribučńı funkce W (x) = x2K2(x). Převzato z [1].

Tento rozklad konverguje velmi pomalu. Pro nás velmi zaj́ımavým př́ıpadem je poměr

K1(z)

K2(z)
= 1− 3

2

1

z
+

15

8

1

z2
− 15

8

1

z3
+

135

128

1

z4
+O(z−5). (4.12)

(2) Relativistickou limitu, v ńıž je hmota zanedbatelná v porovnáńı s řádovou velikost́ı

energíı, č́ımž můžeme psát m ' 0. Pro ν = 1 a ν = 2 máme (za předpokladu, že z → 0):

K1(z) =
1

z
+
[
ln
(z

2

)
+ γE

] z
2

+

[
ln
(z

2

)
+ γE −

5

4

]
z3

16
+ · · · (4.13)

K2(z) =
2

z2
− 1

2
−
[
ln
(z

2

)
+ γE −

3

4

]
z2

8
−
[
ln
(z

2

)
+ γE −

17

12

]
z4

96
+ · · · , (4.14)

což vede ke vztahu
K1(z)

K2(z)
=
z

2
+
[
ln
(z

2

)
+ γE

] z3

4
+ · · · . (4.15)

Připomeňme, že pro Eulerovu konstantu γE plat́ı

γE = lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
− lnn = 0, 577 215 664 9 . . .

Často také naráž́ıme na relativistickou distribučńı funkci W (x) = x2K2(x), jej́ıž pr̊uběh je

vyobrazen na Obrázku 4.4, přičemž proměnnou x jsme si zadefinovali jako x = βm = m/T .

Z grafu je patrné, že inflexńı bod se nacháźı někde okolo hodnoty x = βm = 1.

Nyńı již můžeme aplikovat aparát Besselových funkćı na výpočet vlastnost́ı relativis-

tického plynu. Uvažujme rovnici (1.50). Pro n = 1 źıskáme z rovnice (1.52) vztah

lnZcl = Z(1) =
∑
f

γf (λf + λ−1
f )Z

(1)
f (4.16)
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kde

Z
(1)
f = gfV

∫
d3p

(2π)3
e−βp = gf

β−3V

2π2
W (βmf ). (4.17)

V klasické Boltzmannově limitě je počet částic každého druhu dán vztahem

N cl = λ
∂

∂λ
lnZcl = λZ(1) = gλ

β−3V

2π2
W (βm). (4.18)

Velmi často použ́ıvaným vztahem ve fyzice ultrarelativistických těžkoiontových srážek

je následuj́ıćı rovnice:

E

N
=
−(∂/∂β) lnZcl
λ(∂/∂λ)∂ lnZcl

= 3T +m
K1(βm)

K2(βm)
(4.19)

Pro účely předcházej́ıćı rovnice zmiňme ještě daľśı vlastnosti funkce W (x) = x2K2(x):

d

dx
W (x) = −x2K1(x), (4.20)

což vyplývá z rekurzivńı relace K-funkćı:

d

dx
Knu(x) = −Kν−1(x)− ν

x
Kν(x), (4.21)

kterou lze přepsat do tvaru

d

dx
(xνKν(x)) = −xνKν−1(x). (4.22)

Předchoźı vztahy budeme opět analyzovat pro dva př́ıpady:

(1) V relativistické limitě βm→ 0 źıskáme

E

N
|m=0 = 3T. (4.23)

(2) V nerelativistické limitě βm >> 1 je poměr K1(z)/K2(z) dán vztahem (4.12) a

źıskáme
E

N
= m+

3

2
T

(
1 +

5

4

T

m
− 5

4

T 2

m2
+

45

64

T 3

m3
· · ·
)
,

m

T
> 1. (4.24)

Vzhledem k tomu, že řada v rovnici (4.24) konverguje pomalu, je třeba, aby platilo

m >> T . Pro m ' T je lépe použ́ıt relativistickou aproximaci.
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Závěr

V této práci jsme se seznámili se základńımi charakteristikami tzv. termálńıho ne-

boli statistického modelu jako spolehlivého nástroje na modelováńı produkce hadron̊u.

V prvńıch dvou kapitolách jsme položili teoretické základy grandkanonického přibĺıžeńı

a kanonického potlačeńı zachovávaj́ıćıch se náboj̊u.

Ve třet́ı kapitole jsme pomoćı programu SHARE with CHARM zjistili, že zahrnut́ı

konečné š́ı̌rky rezonanćı nemá na teplotu souboru podstatný vliv. Je třeba mı́t ovšem

na paměti, že se jedná pouze o vliv kvantitativńı.

Ve čtvrté kapitole jsme naznačili aplikaci statistického modelu na výtěžky nestabilńıch

rezonanćı. Došli jsme k závěru, že závislost poměru výtěžk̊u částic na centralitě se lǐśı

podle druh̊u částic. To dokazuje, že statistický model neńı v tomto př́ıpadě zcela v souladu

s experimentálńımi daty.
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