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Abstrakt:

Ultrarelativistické tézko-iontové srazky ndm umoznuji studovat vlastnosti silné in-
teragujici hmoty vystavené extrémnim podminkam, ¢imz obvykle rozumime extrémné
vysokou hustotu energie. Podle kvantové chromodynamiky (QCD) dochézi v této silné
interagujici hmoté k fazové preméné ze stavu, kdy jsou hadronové konstituenty (kvarky
a gluony) vézany, do stavu, kdy jsou tyto konstituenty dekonfinované. O tomto stavu
hovoiime jako o kvark-gluonovém plazmatu (QGP). Tohoto je mozno dosdhnout kolizi
dvou tézkych iontu urychlenych na ultrarelativistické energie.

Na urychlova¢ich SPS a LHC v CERN a RHIC v BNL bylo provedeno mnoho expe-
rimenti, které mély za kol zkoumat podminky vhodné k tomu, aby doslo k dekonfinaci
(osvobozeni kvarku). Informace o vlastnostech, slozeni a velikosti puvodniha média mohou
byt ziskdny z analyzy hadronovych multiplicitnich spekter a jejich korelaci.

Cilem této prace je popsat statisticky model a jeho zdkladni vysledky. Nerovnovazné
modely spolu s chemickymi potencialy jsou rovnéz predstaveny. Navic je zkouman vliv
rezonanci a jejich koneéné sitky na teplotu souboru, coz je provedeno pomoci programu
SHAREv3, jehoz dokumentace je soucasti této prace. Rovnéz zkoumame vliv zahrnuti
rezonanci o ruzné hmotnosti.

Klicova slova: Kvark-gluonové plazma, tézko-iontové srazky, grand-kanonicky mo-
del, kanonické potlaceni, SHAREv3
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Abstract:

Ultrarelativistic heavy-ion collisions are performed with the aim to study the pro-
perties of strongly interacting matter which is exposed to extreme conditions of high
energy density. According to the Quantum Chromodynamics (QCD), a phase transition
from a state of hadrons to a plasma of deconfined quarks and gluons (QGP) takes place
within the strongly interacting matter. This can be achieved by colliding heavy ions at
ultrarelativistic energies.

Various experiments which were supposed to explore the conditions that are sufficient
for deconfinement have been carried out at SPS and LHC/CERN and RHIC/BNL. Infor-
mation on nature, composition and size of the medium of origin can be deduced from the
hadron multiplicity distributions and their correlations.

The aim of this thesis is to introduce the statistical model and its basic results.
Nonequilibrium models along with chemical potentials are also introduced. Moreover, the
influence of resonances and their finite widths on the temperature of the ensemble is
researched using the SHAREv3 program, whose documentation is part of this thesis. We
also study how results of chemical fits depend on the inclusion of resonances with higher
masses.

Key words:  Quark-Gluon plasma, heavy-ion collisions, grand-canonical appro-
ach, canonical suppression, SHAREv3
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Uvod

Jednim z fundamentalnich stavii hmoty je tzv. kvark-gluonové plazma (QGP), o kterém
se predpokladd, ze existovalo na samém pocatku vesmiru, a které ¢asto (ne vsak vzdy)
vznika bezprostiedné po srazce dvou ultrarelativistickych tézkych iontu.
prostredku, jak popsat produkci hadronu z fireballu vzniklého po srazce dvou jader
a pripadné usoudit na existenci stavu QGP. V prvni kapitole se tedy sezndmime s kvark-
gluonovym plazmatem jako takovym a rovnéz srovname tzv. big-bang a micro-bang, které
budou esencidlni k pochopeni rozdilu mezi Velkym tieskem a tézkoiontovou sréazkou.

Poté vybudujeme matematicky aparat nutny ke statistickému popisu produkovanych
hadronu. Bude predstaven grandkanonicky statisticky model, ktery odvodime pomoci
klasické termodynamiky. Vysvétlime také pojmy, jako jsou hadronovy plyn ¢i Fermiho
a Boseho kvantové plyny. Na zavér prvni kapitoly predstavime teoreticky aparat nutny
k zahrnuti interakce pomoci rezonanci. Zvlastni pozornost bude vénovéna vlivu (konecné)
sitky rezonanci jako funkce teploty a korekci na vylouceny objem.

Ve druhé kapitole se zamérime na kanonické potlaceni zachovavajicich se naboju
s durazem na kanonickou partiéni funkci pro abelovské naboje a odvozeni kanonického
potencialu jako limitniho piipadu grandkanonického.

Tieti kapitola bude vénovana praktické analyze. Bude nds zajimat zejména to,
jaky vliv maji rezonance s vysokou hmotnosti na teplotu souboru. Pfitom rozlisime
pripady, kdy budou zahrnuty konecné sitky rezonanci a kdy ne. Pfedstaven bude program
SHARE with CHARM, ktery umoznuje ziskdvat data o statistickych velicinach. Taktéz
se zaméf{me na nerovnovdzné modely, kde opét zvlast analyzujeme pifpady vylouceni
a zahrnuti konec¢né sitky rezonanci.

Ve ¢tvrté kapitole provedeme motivacni nahled do problematiky vytézku nestabilnich
rezonanci se zamérenim na hadronové rozpady. Bude provedeno srovnani teoretickych
predpovédi s experimentalnimi vysledky na urychlovacich RHIC a LHC.
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Kapitola 1

Grand-kanonicky statisticky model a
zahrnuti interakce pomoci rezonanci

Prakticky veskeré védecké prace tykajici se tohoto tématu vychézeji z toho, ze vesmir
vznikl dusledkem Velkého tiesku zhruba pred 13,8 miliardami let (pomérné precizni tidaj
plyne z analyzy reliktniho zareni). Je vSeobecné predpokladédno, ze béhem Velkého tresku
bylo vytvoreno priblizné stejné mnozstvi hmoty a antihmoty a ze vétsina antihmoty anihi-
lovala po ochlazeni a expanzi vesmiru s hmotou, k ¢emuz doslo ptiblizné 20 us po Velkém
tresku [1]. V tomto okamziku vsak jiz veskerd hmota, kterd existuje i ve stavu, v jakém se
vesmir nachazi dnes, existovala ve formé protonu, neutronu a dalsich hadronu slozenych
z konfinovanych (vazanych) kvarku a gluonu (tzv. partonu).

Nez v8ak doslo k hadronizaci, existoval vesmir ve stavu dekonfinovanych partonu. Tento
stav nazyvame kvark-gluonovym plazmatem (QGP). Pomoci ultrarelativistickych tézko-
iontovych srazek, coz jsou srazky, pii kterych se atomova jadra (nazyvand tézké ionty)
srazeji za velmi vysokych energii [1], se éasticova fyzika pokousi reprodukovat podminky,
které vladly na samém prvopocatku vesmiru. Tato snaha spoc¢iva v ovétrovani predpovedi
kvantové chromodynamiky (QCD), kterd popisuje interakce mezi kvarky a rovnéz i inter-
akce mezi hadrony. Mezi nejvyznamnéjsi experimenty, které se timto zabyvaji, patii expe-
riment ALICE na urychlova¢i LHC v laboratoti CERN a experiment STAR na urychlovaci
RHIC v Brookhaven National Laboratory (BNL). Jednou z otazek, které v této problema-
tice zcela prirozené vyvstavaji, je ta, jak nejlépe popsat produkei hadront z horké hmoty.
Pritom se ukazuje, Ze je prekvapivé dobfe charakterizovana modelem, na ktery klademe
co nejméné predpokladu. Timto modelem je tzv. termalni neboli statisticky model.

1.1 Kvark-gluonové plazma

Kvark-gluonové plazma (QGP) je stav hmoty, kdy partony nejsou vazany v hadronech.
Teoreticky se predpoklada, ze pri velmi vysokych teplotach by partony byly asympto-
ticky volné, coz znamenad, ze za predpokladu extrémné malych vzdalenosti a velmi vysoké
hustoty energie sily pusobici mezi partony vymizi. Predpoklada se, ze vesmir ve své nej-
ranéjsi fazi (~ 10 ps po Velkém tresku [I]) rovnéz existoval v tomto stavu. Takovy stav
hmoty taktéz za jistych podminek vznika v ultrarelativistickych tézko-iontovych srazkach.
V druhém piipadé je vsak doba jeho existence omezena pouze na rédové fm/c. Vzhledem
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(@) i (b)

Obrazek 1.1: Prostoro¢asovy vyvoj fireballu: (a) bez pfitomnosti QGP, (b) s pfitomnosti QGP
(prevzato z [7]).

k tomu, ze jde z fyzikalniho hlediska o podobny proces jako u Velkého tresku, oznacuje
se srazka, pti které vznikda QGP, nékdy jako little-bang ¢i micro-bang.

Na Obr. je znazornén prostorocasovy vyvoj fireballu po srazce dvou jader A a
B. Toto méa za nasledek vznik extrémné husté hadronové hmoty, jejiz hustota energie €
zhruba odpovidd hodnoté vétsi nez e = 1 GeV fm ™2 a prislusny tlak relativistické hmoty
je pak priblizné roven P =~ %e [1]. Vzhledem k tomu, ze pro studium fyzikalnich vlastnosti
raného vesmiru je tfeba témér nekoneéného objemu hmoty, je nutno v ultrarelativistickych
tézko-iontovych srazkach pouzit prvki s vyssim protonovym éislem, napi. 82Pb & ™ Au.

Vlivem vysokého vnitiniho tlaku bude vznikly fireball dale expandovat, az dojde k
tzv. freeze-outu ("vymrznuti”). Doba zivota fireballu 7 (rozuméj doba mezi srazkou a
vymrznutim) je zavisla na velikosti systému a je ptiblizné dana rovnici

2R
_C

(1.1)

T

kde R je polomér koule, kterou aproximujeme fireball, a ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

Po vymrznuti lze pozorovat produkci velkého poc¢tu hadroni o nizké energii. Toto
je typické pro ultrarelativistickou tézko-iontovou srdzku, nebot tato je charakterizovdna
tim, Ze energie srazky je rozdélena na velké mnozstvi hadront, na rozdil od elementarnich
interakei, kdy prevazné vznika malé mnozstvi ¢astic, zato s vysokou energii (viz zdroj
[1]). Prave kvuli velkému vytézku je vSeobecné predpokladéno, ze uzitim metod statistické
fyziky ziskame dobry popis. Vyhodou téchto metod je fakt, ze nevyzaduji kompletni popis
jedné kazdé céastice v systému.
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Obrézek 1.2: Jadra olova ve stavu lorentzovské kontrakce (ptrevzato z [1]).

1.1.1 Srovnani big-bangu a micro-bangu

Kvalitativné je micro-bang zachycen na Obr. [.2} Zde muzeme vidét dvé jadra, kterd
podléhaji lorentzovské kontrakci ve sméru pohybu. Srazka je nakreslena v soustavé
hmotného stredu. Dusledkem srézky jader dochazi ke vzniku velmi husté hmoty - fire-
ballu. Nésledné fireball expanduje podle Obr. 1.1 az doséhne kone¢ného stavu, kdy po
vymrznuti volné vyletuji jednotlivé ¢astice, coz je v Obr. naznaceno Sipkami.

A¢ podminky navozené bezprostiedné po srazce jsou velmi podobné tém na pocatku
vesmiru, nelze tyto dvé udalosti srovnavat, uz jenom proto, ze doba existence kvark-
gluonového plazmatu ve vesmiru se lis{ priblizné o 18 radu.

Casové stupnice rozpinani vesmiru je uréena vzéjemnou souhrou gravitacnich sil a
radia¢niho a Fermiho tlaku horké hmoty, zatimco v pripadé micro-bangu neexistuje zadné
gravitac¢ni pusobeni, které by zpomalovalo expanzi fireballu, coz ospravedlniuje jiz zminény
rozdil mezi dobami expanze fireballu a vesmiru. Oproti ranému vesmiru je u fireballu
rovnéz tieba vzit v potaz fakt, ze jeho velikost a vlastnosti se s expanzi rapidné meéni.
Vesmirnou ¢asovou konstantu expanze 7y lze vyjadrit vztahem

3c?

327G B (1.2)

TU =
kde B je energie vakua (tzv. "bag constant”- viz kapitola 1.2) a G gravita¢ni konstanta.

V raném vesmiru byla rovnéz velmi nizka hustota baryonového ¢isla, coz bylo zptusobeno
pritomnosti baryonu a témér stejného mnozstvi antibaryonu. Naproti tomu v labora-
tornich podminkach vznika fireball husté hmoty s nezanedbatelnym baryonovym ¢islem
Nyp. Vyraz "nezanedbatelny” pouzivame v tomto pripadé v tom vyznamu, ze pomér rozdilu
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poctu baryonu a poc¢tu antibaryonu ku poctu baryonu, coz lze zapsat jako
N, — N,
Nb ’
je ve srazkach mnohem vétsi nez 0 (pii energiich v fadu stovek MeV je tento pomeér
témér roven 1; v raném vesmiru je pak témétr nulovy). Z tohoto duvodu predpokladdame
v pripadé laboratorniho micro-bangu vyznamnou asymetrii hmota-antihmota.

Ciselny rozsah konstanty B je zhruba 145 MeV < B T < 235 MeV a casové konstanty
Ty zhruba 66 us > 7y> 25 us (prevzato z [1]). Vzhledem k hodnoté 7 lze teoreticky
predpokladat, ze veskeré nestabilni ¢astice hadronové povahy se rozpadaji, vSech rov-
novaznych stavi, kterych bylo mozno dosahnout, bylo dosazeno a ze je dostatek casu
na to, aby ve "smiSené fazi” QGP a hadronového plynu (HG) vznikly struktury makro-
skopické povahy, stejné jako lze predpokladat existenci a pusobeni slabé interakce. Nic z
toho vSak nemuze v jaderné srazce nastat, nebot v tézko-iontové srdzce je doba existence
fireballu prilis kratka.

Casovy vyvoj vesmiru je zachycen na Obr. , ktery ukazuje zavislost typické ener-
gie ¢astic ve vesmiru na ¢ase. Rovnéz jsou do grafu zaneseny hodnoty energii jednot-
livych urychlovac¢u (sestupné po radé LHC, RHIC a SPS). Zde je vidét, ze od doby,
kdy se oddélila neutrina, je dalsi vyvoj vesmiru dobie zndm a zdokumentovan. Totéz
vsak neplati pro diivejsi useky. Jak bylo jiz zminéno vyse, v dobé zhruba 10 us od
velkého tresku dochdzi k preméné dekonfinované faze partonu na horky plyn slozeny
z hadronu, konkrétné z mezonu, baryonu a antibaryonu. Bezprostiedné poté doslo ve
vesmiru k baryon-antibaryonové anihilaci a k moznému oddéleni baryonu od antibaryoni
- ackoliv jsme zatim nebyli schopni pozorovat antihmotu v okoli nasi galaxie, nelze s
jistotou prohlésit, ze ve vesmiru jako takovém zadna antihmota neexistuje.

Vypocty QCD na miizce prokazaly, ze k pfeméné QGP na hadronovy plyn nastava
priblizné pfti teploté T' ~ 170 MeV. Pouzijeme-li metody statistické fyziky, zjistime, ze
podil baryonu a antibaryonu na celkové energii hmoty v raném vesmiru je asi 25 % , z ¢ehoz
zhruba polovinu tvori tézké baryony a antibaryony. Predpoklada se, ze silnd komponenta
antihmoty se v okamziku nukleosyntézy ve vesmiru jiz nevyskytovala.

1.2 Hadronovy fazovy prechod v raném vesmiru

Stézejnim momentem v urcovani podminek ptechodu mezi fazemi je ” vymrznuti” kvark-
gluonovych dekonfinovanych barevnych stupnu volnosti. Prechodové faze maji dostatek
¢asu na to, aby se dostaly do stavu rovnovahy. Automaticky predpokladame piitomnost
latentniho tepla B ve fazovém prechodu a také to, ze poCty stupnu volnosti na jedné a
druhé strané prechodu nejsou stejné, coz lze vyjadrit jako

92 #F 9 (1.3)

kde index 1 oznacuje stav " prvotniho” QGP a index ”2”konec¢ny stav hadronového plynu.

Abychom nasli bod fazového prechodu, musime urcit kritickou teplotu, za které jsou
tlaky v obou fazich stejné. V piipadé fazového prechodu prvniho druhu dochéazi ke skoku
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Stages in the evolution of the Universe
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Obrézek 1.3: Graf zavislosti energie ¢astic ve vesmiru na ¢ase (prevzato z [1]).

v hodnotach (hustot) energie, tedy €; # €3, coz souvisi s latentnim teplem B. Budeme-li
systém pro jednoduchost modelovat jako ultrarelativisticky plyn, coz je vlastné fotonovy
plyn, je Stefan-Boltzmannuv tlak o degenera¢nim faktoru g; je ve fazi s vyssi teplotou

dan vztahem )
P(T,) = %ng;* - B (1.4)

a v nizkoteplotni fazi vztahem

P(T,) = =T (L5)

Oznatme Ag = g1 — go. Pak z rovnosti tlaktu v bodé fazového prechodu ziskame vztahy
pro pomér latentniho tepla B a ¢tvrté mocniny kritické teploty 7

B 2

b _ T A 1.

z ¢ehoz plyne vztah pro kritickou teplotu 7.

L/ 90 \d
T.= B1 1.
‘ (WQAQ) (1)

a dosazenim do (1.5 rovnéz vztah pro tlak fazového prechodu P,

9

P, = B2
Ag

(1.8)
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Ve srovnani s hodnotou ziskanou v laboratornich experimentech je hodnota 7, pro vesmir
o néco vyssi. To je zpusobeno tim, ze tlak a tedy i dynamika fazového prechodu v
raném vesmiru zalezi i na poctu nehadronickych stupnu volnosti, které v laboratornich
experimentech s tézkymi ionty zcela chybi.

Dynamika fazovych prechodu je tedy v raném vesmiru dana nésledujicimi faktory [I]:

(a) poctem stupnu volnosti v konfinované fazi, g, a T,;

(b) zménou poctu stupnu volnosti Ag, kterd se odehrdava vyhradné v sektoru silné
interakce;

(c) vakuovym tlakem (latentnim teplem) B, ktery je vlastni silnym interakeim.

Abychom mohli porozumét ranému vesmiru, musime tyto veliCiny urcit mérenim
v laboratornich experimentech. Obé faze, kterymi hmota prochazi - QGP a HG - ob-
sahuji nehmotné elektroslabé (EW) interagujici ¢astice. Ackoliv kritickd teplota T, na
elektroslabém pozadi, které se fazového prechodu neticastni, nezavisi, tlak P. uz ano,
coz znamena, ze v prislusnych tivahach musime zahrnout aktivni elektroslabé stupné vol-
nosti. Toto zahrnuje fotony v a vSechny lehké fermiony, tzn. e, 1 a neutrina v, v, a
v,. Lepton 7 vzhledem k jeho vysoké hmotnosti nezapocitavame, nebot plati m, >> T.
Piedpokldddme-li teplotu 7' ~ 200 MeV, ziskdme faktor g% pro elektroslabé interakce
dany vztahem a hodnotou

7
9"V =g, + Zggw = 14.25. (1.9)

kde gy =2, TgF" = I x 2% (2. +2,+3,) = 12.25.

V dekonfinované QGP fazi raného vesmiru tedy vychézime z toho, ze zapocitavame
stupné volnosti kvarku (q), gluonu (g) a elektroslabého pozadi (EW). Celkem tedy pro
faktor degenerace g; prislusny puvodni QGP fazi a pouzity v rovnici (|1.4)) ziskdme vztah

7
g1 :gEW+gg+qu' (1.10)

Interakce mezi kvarky a gluony je charakterizovana vazebnou konstantou silné inter-
akce ag. Pocet efektivnich stupnu volnosti kvarku a gluonu je rovnéz ovlivnén jejich
vzajemnymi interakcemi a pro gluony je dan vztahem

15
gg =2 X 8¢ (1 - EQS> (1.11)
a pro kvarky vztahem
7 7 20
—g, = -2, X 2.5 31— —a,). 1.12
4g(1 4 X f X ( 217Ta > ( )

Dolni indexy piislusi spinu (s) a barvé (c).

Pro poruchové QCD interakce ziskdvame pro hodnoty ag = 0.5 — 0.6 hodnoty dege-
neracniho faktoru g; ~ 35 4 2.
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Zameéiime-li se na koneé¢nou HG fazi raného vesmiru, pak zjistime, ze v ni neexis-
tuji zadné lehké silné interagujici fermiony. Pro teplotu ptiblizné T' < 170 MeV zazna-

+ a 7%) a pro hadronové stupné volnosti

menavame piispévky tif lehkych bosonu (pionu 7
ziskdme celkovou hodnotu g ~ 5. Se zapocitanim elektroslabého pozadi ziskdme pro hod-
notu degenera¢niho faktoru go prislusného konetné HG fazi a pouzitého v rovnici (|1.5))
vztah

g2 = gEW + gg ~ 19, (1.13)

Pro poruchové QCD interakce s hodnotou konstanty ag = 0.5 — 0.6 zjistujeme, Ze
zhruba polovina stupnu volnosti v prubéhu fazového prechodu v raném vesmiru zmizi.
Pro hodnotu latentniho tepla B = 190 MeV a hodnotu vazebné konstanty silné interakce
ag >~ 0.5 ziskdme z rovnic a hodnotu kritické teploty fazového prechodu T, ~
160 MeV. Za této teploty je kriticky tlak P. dany vztahem ({1.8) roven priblizné P, ~ 1.4B,
pricemz jsou zahrnuty jak prispévky hadronové, tak piispévky elektroslabé ¢asti.

1.3 QGP a konfinované HG faze

V tomto oddile se budeme zabyvat kvalitativnim porozumeénim (tddové) velikosti tep-
loty, pii které QGP faze hadronizuje. Nyni se budeme - na rozdil od predchazejici kapitoly
- zabyvat ptipady tézkoiontovych srazek. Vyjdeme-li z obecného Stefan-Boltzmannova
zékona , ziskame hustotu energie € a tlaku P jako funkce teploty T nehmotného
relativistického plynu. Toto je vyjadieno vztahem

psp — Lesm _ 7T—2gT4. (1.14)
3 90

7
g:gg""zgq (1-15>

Degeneracni faktor g je ddn vztahem (1.15). Na rozdil od predeslého pripadu zde
neuvazujeme elektroslabé pozadi. Faktor 2 x % = E vyjadiuje ptritomnost nehmotnych
kvarku (fermionu) spolu s anti¢dsticemi (proto je pritomen faktor 2). Gluony jsou no-
siteli barvy a spinu stejné jako kvarky, které se navic vyskytuji ve dvou vunich u a d
(zde oznaceno jako ny = 2 [I]). Protoze pii vysokych teplotdch mohou vuné obsahovat i
podivnost reprezentovanou podivnym kvarkem s, je na parametr n; za téchto podminek
nahlizeno jako na proménnou. V kvark-gluonovém plazmatu tedy ziskavame nésledujici

hodnoty degenerace g, - vztah
gy = 2(spin) x (N? — 1)(color) =2 x 8 = 16 (1.16)
a degenerace g, - vztah
gq = 2(spin) x N.(color) x n¢(flavor) =2 x 3 x ny. (1.17)

Numerické simulace ziskané implementaci QCD na mfizku (Lattice-QCD) potvrzuji,
ze pro idedlni kvark-gluonovy plyn pii teploté piriblizné

Ty =160 MeV
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a energetické hustoté
en = 1.1 GeV fm™3

existuje fazovy prechod mezi konfinovanou a dekonfinovanou fazi. Rovnéz lze pozorovat
velmi vyrazné zmény s proménlivym poctem kvarki a jejich hmotnosti m; a m,,.
Vypocty QCD na miizce rovnéz potvrzuji, ze fazovy prechod ma spojity charakter.

1.4 Statistické vlastnosti jaderné hmoty

Hlavnim zdrojem informaci o povaze, slozeni a velikosti média puvodu jsou hadronové
multiplicity. Hlavnim stfedobodem zajmu je pak otazka, do jaké miry mérené casticové
vytézky vykazuji rovnovahu. Podle teoretického zakladu, z néhoz je vychazeno ve zdroji
[6], je hlavni indici{ umoznujici usuzovat na existenci QGP faze to, ze vzniknuvsi hadro-
nové konstituenty jsou ve stavu chemické rovnovahy, dusledkem ¢ehoz muze byt vysoka
uroven chemického nasyceni - hlavné co se tyce podivnych ¢éstic - spojovana s existenci
dekonfinované faze v prvotnich momentech tézko-iontové srazky.

V Gibbsové piiblizeni (viz zdroj [6]) 1ze rovnovazné chovani termodynamickych pozo-
rovatelnych kvantifikovat jako prumér pres vsechny statistické vzorky (nikoliv jako casovy
prumér pro konkrétni stav). Rovnovazné rozdéleni je tedy ziskano tak, ze prumeérujeme
pres cely fazovy prostor. Navic je vzorek odpovidajici termodynamické rovnovaze prave
takovy vzorek, ve kterém je fazova hustota stejna v celém dostupném fazovém prostoru.
V tomto vyznamu je "rovnomeérné naplnéni” dostupného fazového prostoru jak nutnou,
tak postacujici podminkou termodynamické rovnovahy.

1.4.1 Rovnovazné rozdéleni energie

Nejprve shrneme fyzikdlni nastroje uzivané k popisu statistickych souboru, které se
v nasem (ultrarelativistickém) piipadé nelisi od apardtu uzivaného v klasické statistické
fyzice.

Méjme tedy N identickych vazanych systému, které jsou rozlisitelné napt. podle ener-
getickych stavu FE;. Abychom celou situaci zjednodusili, predpoklddame, Ze energetické
stavy F; dosahuji pouze diskrétnich hodnot a ze existuje K odlisnych "makro”stavu ta-
kovych, ze K << N. Obecné lze predpokladat, ze nékteré energetické stavy E; budou
obsazeny vice nez jednou, necht tedy n; reprezentuje obsazenost energetickych stavii. Pak

1ze celkovou energii EN) zapsat ve tvaru
K
EN = "n,E; (1.18)
i=1

a celkovy pocet stavu ve tvaru
K
N=> n. (1.19)
i=1
Neuvazujeme-li zadna dalsi kvantova ¢isla, pak jsou stavy se stejnou energii F; ekvi-

valentni, tedy z hlediska statistické fyziky nerozlisitelné. Rozdéleni takové, ze n; stavu
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ma energii F;, muze byt dosazeno nékolika ruznymi zpusoby. Méjme vztah

KN =(z1+xo+ -+ +ag)

NI

N :

et =D 17, qryt e o=, (1.20)
” nyngl---Ngk-

pak normalizované koeficienty vyjadiujici relativni pravdépodobnost dosazeni i-tého stavu
v souboru n s n; ekvivalentnimi prvky jsou dany vztahem

(1.21)

Nasim cilem je nalézt nejpravdépodobnéjsi rozdéleni n, coz znamena nalézt maximalni
hodnotu logaritmu In W, kde W je dano vztahem ([1.21]) vzhledem k podminkam (|1.18]
a . Cely problém tedy prejde v hledani vazanych extrémiui. Lagrangeova funkce
takového systému A(ny,ny, -+ ,nk) je déna vztahem

A(ny,ny, -+ ,ng) =InW(n) —aZni—ﬁZniEi. (1.22)
kde a a 3 jsou prislusné Lagrangeovy multiplikatory.

Celou rovnici parcialné zderivujeme podle n; a polozime rovnu nule. Zanedbanim vlivu
konstant K a N ziskdme rovnici pro i-ty stav

0
[—In(n;!) — nsa — pn;Ei]|n, =0 (1.23)
8ni
vycislenou v bodé n,,, kterou za uc¢elem nalezeni bodu podezielého z extrému polozime
rovnu nule. Jestlize dale n; >> 1, muzeme s pomoci Lagrangeovy véty o prirustku zapsat
aproximaci derivace logaritmu faktorialu libovolného ¢isla k ve tvaru

i[ln(k!)] ~ ln(kk!;)_—(i{:n(_kl—) 1)!

o = Ink. (1.24)

Maximalni hodnotu 7n; vyrazu (1.21)) 1ze tedy zapsat ve tvaru
n; = ye PP (1.25)
Inverzni hodnota parametru § ma fyzikdlni vyznam teploty 7', coz je vyjadieno vztahem

T — B (1.26)

Z rovnice ((1.19) plyne vztah pro celkovy pocet castic

K K
=y e =N (1.27)
=1 =1

Vyznam parametru v pak reguluje celkovy pocet clentt v souboru N. Lze jej zapsat v
exponencidlnim tvaru
y=e " (1.28)
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Dosadime-li ((1.25)) do (1.18)), ziskdme vztah pro celkovou energii £)

K
i=1 %

Vydeélime-li E®Y) poctem systémi N, dovede nés to ke vztahu

E®™ Fe PP d
EZ_pw_a2be’™  dy g (1.30)
N vy, e PEi dg

Symbolem Z oznacujeme kanonickou partiéni sumu, kterou vyjadiime ve tvaru
Z =Y qe P (1.31)

Na rozdil od mikrokanonického piiblizeni, kde je energie pro kazdy ¢len souboru
zafixovana, je ve statistickém ”kanonickém”pftiblizeni studovéano nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni energie a dalsi fyzikdlni interakce mezi ¢leny souboru. Tyto vlastnosti jsou
zavislé pouze na parametrech § a v, Lagrangeovych multiplikdtorech reprezentujicich
po tadé zachovani energie a pocet ¢lenu v souboru.

1.4.2 Grandkanonicky formalismus

Piedpokladejme nyni, Ze nejen energie je rovnomérné rozdélens, nebotf dochézi k ener-
getické vyméné mezi makrosystémy. V grandkanonickém pfiblizeni budeme opét hledat
nejpravdépodobnéjsi rozdéleni, tentokrat ovsem vezmeme v tdvahu dalsi kvantové ¢islo
odpovidajici zméné mezi jednotlivymi cleny statistického souboru. Budeme postupovat
ekvivalentné jako v pripadé kanonického priblizeni, ale vzhledem k dalsimu (diskrétnimu)
kvantovému ¢islu je tieba kazdy z nich charakterizovat dalsim (diskrétnim) parametrem,
které nazveme baryonovym c¢islem. Podminka zachovani baryonového cisla je vyjadrena
vztahem

N
> nfb =™ = N, (1.32)
=1

kde b; je primérny pocet baryont v kazdém vzorku, ktery bereme v tivahu. K podminkam
(1.18) a (1.19) tedy pribude dalsi podminka dand zminénym vztahem ({1.32)).

Uvazujme tedy podminky ((1.18)), (1.19) a (1.32)). Podmince (1.32)) je nutno priradit
dalsi Lagrangeuv multiplikator, ktery z duvodu jednoduchosti zapiSseme ve tvaru xk =

—In A. Nyni pristoupime k hledani extrému prislusné Lagrangeovy funkce. Provedeme-li
ekvivalentni postup jako v ptedchozim oddile, pak dojdeme k derivaci Lagrangeovy funkce
podle parametru n® ve tvaru

i[— In(n?!) — nba — BnlE; +In b b|s, = 0. (1.33)

b
on;

Derivaci pokladame rovnu nule z duvodu nalezeni bodu podezielého z extrému.
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Ekvivalentnim postupem jako v predchozim oddile ziskdme i nejpravdépodobné;jsi
rozdéleni n;, dané rovnici
n? = y\bie=PFi (1.34)

Zadefinujme nyni chemicky potencial p vztahem
w="TIn\. (1.35)

Pak muzeme veli¢inu A\ prepsat ve tvaru

A=t =eT, (1.36)
¢imz jej vyjadiime jako funkci teploty 7' a chemického potencidlu p. Tuto velicinu
nazyvame fugacitou.

Vyse uvedené chemické potencidly maji vyznam energie potiebné k pridani resp.
odebrani castice za pevné daného tlaku, energie a entropie. Pouzitim stejného aparatu
jako v pripadé kanonického potencidlu, kterym jsme ziskali rovnici (1.30]) lze dojit i k
rovnici 5 A

_ . Ez)\ e P d
By = =2 = ——InZ 1.37
N =7 3., Abie—PBE: dj (1.37)

Velicina Z pak reprezentuje grandkanonickou parti¢ni funkci danou vztahem

Z(V.B.N) =7 Aie PP (1.38)
[HY

Rovnéz muzeme zapsat vztah pro prumérnou hodnotu b vzhledem ke grandkanonické
particni funkci. Toto je dano vztahem

_ > bidbie TP d d
h= =8 =A— |1 NiemPE ) = X\—1n Z(8, \). 1.
= ny e I Z(3,0) (1.39)

1.4.3 Nezavislé kvantové (kvazi)castice

7 hlediska kvantové mechaniky lze na grandkanonicky soubor pohlizet jako na soubor s
hamiltonidnem H, ktery ma vlastni hodnoty E;, které odpovidaji diskrétnim energetickym
stavum [i). Souhrnné lze tuto skute¢nost zapsat ve tvaru

Hli) = E; i) (1.40)

Vzhledem k tomu, Ze operator b (podle principu korespondence pfifazeny baryonovému
¢islu b) komutuje s Hamiltonidnem, 1ze rovnéz psét

bli,b) = bli,b). (1.41)

Hodnoty b pak odpovidaji vlastnim hodnotam operatoru b.
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Grandkanonickou partiéni funkei, kterou jsme odvodili ve tvaru (1.38)), lze tedy v
operatorové reprezentaci prepsat do tvaru

Z = Z (1,0 ’ye’ﬁ(ﬂ’“i’) li,b) =Tr ’ye’ﬁ(H’“i’) (1.42)
ib

kde symbol T'r symbolizuje stopu matice.

Tento vztah je velmi dileZity, nebot stopa kvantového operdtoru nezavisi na re-
prezentaci. To znamend, Ze muzeme zvoli jakoukoliv sadu |n) bazickych stavi a vzdy
najdeme odpovidajici (kvantovou) kanonickou ¢i grandkanonickou partiéni funkei. Takto
ziskavame informace o vlastnostech kvantovych plynu, které jsou ¢asto aproximovany
jako soubor nezavislych (kvazi)édstic. Stejné muzeme timto zpusobem zahrnout i inter-
akce mezi témito ¢asticemi pomoci poruchové expanze.

O kvazicasticich mluvime napt. tehdy, pokud v médiu existuji ¢asticim podobné objekty,
jejichz hmotnosti se lisi od hmotnosti elementarnich ¢astic. V obecném piipadé budeme
pozorovat stavy kolektivni excitace charakterizované hmotnostnim spektrem. V tomto
smyslu se husta hadronova hmota chova jako jakykoliv jiny systém s vysokou hustotou
hmoty. Pokud méme dobie definované stavy excitaci, nezdlezi na tom, zda méame pri
vypoctu stopy co docinéni s redlnymi ¢ésticemi ¢i kvazicasticemi.

Zvolme nyni bazi obsazovaciho ¢isla ”jedné kvazicastice”. V tomto pripadé je kazdy
makrostav |n) charakterizovan sadou obsazovacich ¢isel n; s baryonovym ¢islem b;, energif
g; a energil stavu E, = ). n;g;. Suma ples viechny stavy odpovidd sumé pfes vSechny
dovolené sady n;: Pro fermiony plati n; € 0,1 a pro bosony n; € 0,1,2,--- , oo. Partiéni
funkci Z lze tedy zapsat ve tvaru

7 — Ze % niBei—pbi—B 1ny) _ ZHG nif(ei—ubi—B~1 In~)
=11 Z e~ niBlEi—pbi=pT Iny)

i ong=

(1.43)

V posledni upravé jsme vyuzili moznosti zdmény sumy a produktu, kterd vyplyva
z ekvivalentnosti sumovani pfes vSechny stavy a sumovani pres vSechny dovolené sady
n;. Pro fermiony (znacime F, pouzivime Fermi-Diracovu statistiku) muzeme dosdhnout
pouze hodnot n; = 0,1, zatimco pro bosony (zna¢ime B, pouzivime Bose-Einsteinovu
statistiku) mame pripustné hodnoty n; = 0,1,--- | 0o. Logaritmus parti¢ni sumy lze tedy
vyjadrit vztahem

anp/B—lnH 1 e Aenb)* —j:Zln (14 y\be™P) (1.44)

kde znaménko ”+”odpovida fermionum F' a znaménko ”-"bosonum B.

Rovnéz je treba ovérit, jaké hodnoty ziskame, budeme-li mit misto ¢astic anticastice.
Vlastni hodnota operatoru b v rovnici 1) opacnou hodnotou k hodnoté ziskané pro
castice. To nutné znamena, ze fugacita Af pro anticdstice je rovna

-1
Ap=Ark
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Pro chemické potencidly pak klademe

pr = ~Iy-

Pro homogenni prostorocas je energie i-tého stavu g; uréena vztahem
g =\/m?+ p% (1.45)

1.4.4 Fermiho a Boseho kvantové plyny

Méjme nyni ¢astici o hmotnosti m a stupni degenerace g. Potom muze byt rovnice
(1.44]) prepsana do tvaru

d3 2 2 2 2
InZp/p(V,8,A,7) = igV/ L [ln(l + YA\ AV L n(1 £ yA e AVETEmY) |

(2m)?
(1.46)
Druhy logaritmus v rovnici byl pridan kvuli pritomnosti anti¢astic. Provedeme-li
klasickou Boltzmannovu limitu, coz znamena, ze vyraz v exponenciale pokladame za maly
vzhledem k jednicce, dostaneme vztah

3
In ch = gV/%’Y(A + )\_1)6_/3\/1)2—&-7712‘ (147)

Normalizované ¢asticové spektrum, které je reprezentovano jako prumérna relativni
pravdépodobnost nalezeni ¢astice na energetické hladiné E;, 1ze s vyuzitim rovnic (|1.25)

a (1.27)) zapsat ve tvaru
i e PEi 10
w N Zj e—BE; BOE; 1 ; e 3 ( )

odkud pomoci (|1.44)) plyne vztah pro jednocasticové spektrum

1
~y=IAlefe 11

TrB(e; BN Y) = (1.49)

kde znaménko (+) symbolizuje fermiony, znaménko (-) bosony.

1.4.5 Hadronovy plyn

Velmi dulezitou fazi je tzv. "hadronovy plyn” (HG), ktery se skldda z individuélné
konfinovanych hadront. Nachazi-li se v hadronovém plynu velké mnozstvi riznych druhu
hadronu, zaujima kazdy typ ¢astic malou a nedegenerovanou ¢ast fazového prostoru a
muze tedy byt popsan vztahem . Mame-li tedy dostateéné vysokou teplotu, vyvstava
jako dusledek vysokého poctu prispévku ruznych druhu hadronu vysoka hustota, kterd
ale nemusi mit nutné za nasledek degeneraci fazového prostoru. I v HG fazi je ovSem stale
mozné zaznamenat pritomnost (pionové) kvantové degenerace. Toto vsak jiz vyzaduje
popis pomoci kompletni kvantové statistiky dané rovnici .
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Uvazujme nyni kvantové rozdéleni ([1.49)). I pro nejméné hmotné hadrony - piony -
dosahuje jmenovatel stale dobte definovanych hodnot. Pro teploty v pasmu 7' < 150 MeV,
pro které existuji konfinované hadronové stavy, plati

exp(—E,/T) < exp(—m,/T) < 1

Nyni zde kratce shrneme vlastnosti hadronového Boltzmannova plynu. Mé&jme tedy
logaritmickou funkeci ze vztahu ((1.46) a vyjadieme ji ve tvaru Taylorova rozvoje

<1
InZ = E —Zn. (1.50)
n
n=1

Pak pro kazdy vyraz Z,, ktery zahrnuje jak bosonové By, tak fermionové piispévky F,

plati vztah ([1.51])
d’p

n n —n d3p —npe n n n —-n —TL €
Zn=D_9rf(Ni+ )V/(zw)s6 RN G VBT HEYERY )V/(QW) o

By Fy
(1.51)
Jednocésticova energie € je zavisla na hmoté m; podle vztahu (1.45). V Boltmannové

klasické limité je prvni vyraz v rovnici (1.50)) (tzn. pro n = 1) zachovan (zatimco ostatn{
se zanedbavaji) a neexistuje tedy rozdil mezi Boseho a Fermiho idedlnim plynem, coz lze
vidét v rovnici (1.47)), kterou lze piepsat do tvaru

_ Ep 4
f

Symbol Z(M) znamend, 7ze se jednd o partiéni funkci pro jedinou édstici uzavienou v
konecném objemu.

Ze vztahu ((1.52)) a vlastnosti Taylorova rozvoje ihned plyne vztah
1
— 1.53
et (39
k=0

Tato rovnice vyjadiuje partiéni funkci jako sumu piispévku k mikroskopickych castic.

Faktor % zde symbolizuje nerozlisitelnost ¢astic. Pouze pokud jej zahrneme, miuzeme

ziskat korektni Maxwellovo rozdéleni atomu v plynu. Vyéislime-li integral v rovnici (|1.52)),

ziskdme vztah .

In ch =

Vv _
D 97(Ar + AW (Bmy) (1.54)
f
kde W (z) = 2?K3(z), kde K»(z) je Besselova funkce 2. fddu (viz Dodatek).
Pomoci rovnice (|1.54)) ziskdme vlastnosti hadronového plynu v klasické Boltzmannové
limité. Cistd édsticovd hustota pys (hustota rozdilu poctu castic a poc¢tu anti¢éstic) lze

pomoci rovnice ([1.39)) vyjadiit ve tvaru

27?2 ng%‘ (Af — fl)(ﬁmf)QfQ(ﬂmf), (1.55)
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tlak P, ve tvaru

T

T _
Py = Vln Lo = 972 zf:gf%”(Af + )‘fl)(ﬁmf)QKQ(ﬁmf) (1.56)

a hustotu energie £, ve tvaru

10 T -
=~V 95 mZy =5 Zf:gf’Yf()‘f + A7) X [3(Bmy) Ky (Bmy) + (Bmy) Ky (Bmy)],
(1.57)
pricemz jsme vyuzili platnosti vztahu -£2?K5(z) = —22K;(z) (viz Dodatek).

Vzhledem k vlastnostem Besselovych funkci, které dale rozvedeme v Dodatku, ze
kterych plyne Ky(z) — 2/2* a Ki(z) — 1/x , lze pro relativistické limity (tedy pro

ptipad, kdy €y >> my) rovnic (1.56|) a (1.57)) psat

T -
Py — ;Zgﬂf@\ﬁ)\fl) (1.58)
f
resp.
37 -
Ecl — ?ng’}/f(/\f—l—)\fl) (159)
f

Tyto rovnice vyuzijeme pro aproximaci relativistického hadronového plynu, ktery
obsahuje ptiblizné stejné mnozstvi bosontu a fermionu. Pro jeho efektivni degeneraci pak

s vyuzitim rovnice (|1.58) a ([1.59)) plati vztah

P
Gesr =T (1.60)
resp.
A T e

Zavislost této efektivni degenerace je zachycena na Obrazku . Predpokladdame zde
jednoduchy hadronovy plyn a pro vSechny castice predpokladame v = 1, coz odpovida
chemické rovnovéaze a A = 1, coz zase odpovidd témér bezbaryonovému systému, jakym byl
napt. rany vesmir. V pripadé, ze mame zahrnuty pouze piony, pozorujeme konvergenci
k limité vysoké teploty pfiblizné na teplote T' ~ 300 MeV. Vidime rovnéz, ze hustota
energie se blizi své relativistické limité rychleji nez tlak.

Z Obrazku Ize Tovnéz ucinit dva zavéry:

(1) Protoze piony jsou mnohokrét lehéi nez dalsi nejlehéi hadronova ¢éstice, urcuji presné
vlastnosti hadronového plynu pii nizkych teplotach, tzn. pii teplotach T' ~ (m,/2) MeV.

(2) Vliv velkého mnozstvi tézkych hadronovych castic ziskavd na dulezitosti spolu
s rostouci teplotou. Pii nizkych teplotdch jsou kvantové korekce, které v Obrazku (|1.4])

vvvvvv

zustava mala kvantova korekce vedlejsim efektem ve srovnani s narustem vlivem excitace
mnoha tézkych hadronovych stavu.
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Obrézek 1.4: Zéavislost efektivni degenerace energetické hustoty (plnd cara) a tlaku (¢drkovand
¢ara) na teploté. Boltzmannuv pionovy plyn je zndzornén tenkymi carami, tlusté
¢ary pak symboizuji hadronovy plyn sestdvajici z pionu, nukleont, kaonu a reso-
nanci A(1232). Prevzato z [I]).

1.4.6 Statisticky pohled na kvark-gluonové plazma

Méjme nyni QGP modelované na pocatku jako chemicky vyvéazeny plyn kvarku a
gluonu. Pii studiu kvark-gluonového plynu nam pozorovani znacné zjednodusuje fakt, ze
u a d kvarky povazujeme v horkém plazmatu (7" =~ 200 MeV) za nehmotné ¢astice.

Hustota energie je obecné dana vztahem

01

=——=InZ(5,\ 1.62
e =gy 23, (1.62)
pricemz argument parcialni derivace pro je pro nehmotné ¢astice obecné dan vztahem
1
S Z(8,0) = 5. (1.63)

kde f(A) je obecnd funkce zavisejici na parametru A a § = 1/T.

Z téchto rovnic pak plyne vztah

e=38"1f(\) = 3% InZ(B,\) = 3P, (1.64)

¢imz ziskame i1 vztah mezi hustotou energie € a tlakem P.

Pritomnost hmotnych kvarku vsak tyto vztahy pro relativistické plyny porusuje.
Hmotné castice jsou totiz za dané teploty méné mobilni, z ¢ehoz plyne, ze tlak, ktery
vyvijeji, je mensi nez /3.
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V limitnim piipadé fm = m/T << 1 lze integraly idedlniho kvantového plynu pfes
fazovy prostor snadno spocist. Muzeme totiz zanedbat hmostnost ¢astic m, kterd je ve
srovnani s velkou hybnost{ mald. Necht jsou nyni zanedbény chemické potencidly, ¢imz
pro hustotu energie ziskame vztah

[e o]

Erp g /OO 2 D gB™* (=)
—_ = d 3! . 1.65
272 J, Pepes 272 nz:l nt (1.65)

% P+l

Nekoneéné sumy radime mezi tzv. Riemannovy sumy (viz Dodatek). S jejich pouzitim
dostaneme pro bosony znamy Stefan-Boltzmannuv zakon. Toto lze zapsat ve tvaru

gr®_, 1 Ep

T
Pglm—o = =InZp|ln—0o ===T1" = —ep = —. 1.66
Blm=0 % Blm=0 90 358 = 3/ ( )
Nyni jsme odvodili tvar hustoty energie a tlaku pro bosony v piipadé, ze hmotnost ¢astic
je oproti energii zanedbatelna. V pfipadé fermionu predstavuje suma v rovnici (1.65]) rela-
tivni redukeni faktor, ktery je roven %. Protoze ale rovnéz uvazujeme moznou pritomnost
antifermionu, musime tento faktor vynasobit dvéma, coz znamend, ze pro energetickou
hustotu pro fermiony plati
ep=— ="-T" =3Pp. 1.67

TV T 304 r (1.67)
V pripadé fermiont je rovnéz tieba zahrnout konecny chemicky potencial. V limité m — 0
mohou byt Fermiho integraly relativistického kvantového plynu vyjadieny ve tvaru

T (7Y (7T 15u® 154
Pl = — 0 Zp| o = £ . 1.68
Flm=o = 3710 Zrlm=o = 97355 (4+2(7TT)2+4<7TT)4 (1.68)

Napisme tedy nyni particni funkci kvark-gluonového plazmatu. Abychom to mohli
provést, musime zapocitat prispévky kvarku, gluonu a vakua, coz nam dava rovnici

T
v nZocp = Foop = —B +

4 ng |7 4 15 2 2 14
(7T)* + e |:ZCQ(7TT> + 56 (,uq(wT) + SHa )| -
(1.69)
Kvarkové a gluonové degenerace jsme zahrnuli podle rovnic ((1.16)) a (1.17)). Interakce mezi

kvarky a gluony jsou reprezentovany koeficienty c¢;, které jsou vyjadieny nésledujicimi

4572 “

vztahy:
150,
o =1— 470: . (1.70)
500,
—1— 1.71
“ 21r (171)
204
cp=1- :+ (1.72)

Tlak dany rovnici lIze jednoduse vyjadrit, pokud vybereme hodnoty "bag-
konstanty” B a vazebné konstanty silnych interakci ay. Lze ukézat, ze v oblasti teplot,
ktera nas zajima, se hodnota konstanty a, méni velmi rychle, coz vede k potiebé zavést
ji jako funkeci teploty, tedy ay = a(T).
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1.5 Zahrnuti interakce pomoci rezonanci

Pro velmi vysoké energie je vyhodné povazovat hadronovy plyn za idealni plyn,
ackoliv stupen aproximace (mira presnosti odhadu) nemuze byt teoreticky kvantifikovan
[8]. Predpokladdme, ze vSechny ¢éastice mohou byt povazovany za konstituenty kvantového
idealniho plynu az na korekei na ”vylouc¢eny” objem (viz déle). V této ¢asti se rovnéz bu-
deme zabyvat zahrnutim rezonanci, na kterou lze nahlizet jako na vzajemnou interakci
mezi hadrony. V grandkanonické aproximaci plati pro tlak idealniho plynu P slozeného z
kvantovych ¢astic vztah

*g
(2m)?

kde p znac¢i hybnost, g degeneracni faktor, u chemicky potencidl a € energetickou hustotu.

P(T,pn) = /d3pln(1 + Plu=e®)) (1.73)

Znaménko (4) odpovidd fermionum, (-) bosonum.

Abychom se v popisu vice piiblizili skutecnosti, méli bychom zahrnout veskeré rezo-
nance, které se v plynu vyskytuji. Rovnéz se nyni neomezime pouze na baryonové ¢islo b,
ale zamérime se i na jina zachovavajici se kvantova ¢isla. V tomto piipadé neplati pouze
1= up, ale celkovy chemicky potencial musime prepsat jako

= Bup + Sps + T g

kde B,S,T® jsou kvantova ¢&isla pifsludejici baryontim, podivnosti a tfeti komponenté
izospinu. Vzdy jsou prendsobena odpovadajicim chemickym potencidlem pug, jis, ji3.

Za téchto predpokladu je tedy nutno piepsat rovnici ([1.73) do zobecnéného tvaru

Prc(T, s, pts, f13) = Zpi(T, 1) (1.74)

kde 1t; = Bipp + Sips + 1.

cisly.

i3 je chemicky potencial i-té ¢astice s piislusnymi kvantovymi

7 termodynamickych zdkonu pak plyne identita

dp > (0191 (T, i >
=), ST )~ X! (1.75)

( Opi (T,p1i)

o ) oznacujeme hustotu i-tého typu ¢éstic.

kde symbolem n() =

Kromé pionu mohou byt vSechny hadrony a rezonance aproximovany Boltzmanno-
vou limitou. V tomto ptipadeé lze psat

T%m? m;\ w
AT, ) = gi—5 5K (?) e (1.76)
resp.
Tm? mi\ mi
i =95 o K, <?> et (1.77)



kde K5 je modifikovand Besselova funkce.

Jestlize zapocitame i $itky rezonanci, pak musi byt rovnice (1.74]) upravena. Zapocitat
sitky rezonanci v podstaté znamena, ze z idealniho plynu se stane interagujici plyn, jehoz
tlak P vypocitame podle vztahu

P(T,pu) = PYT,u) +T i b (T, (1.78)

n=2

Koeficienty b, nazyvame viridlovymi koeficienty a P je tlak odpovidajiciho idedlniho
plynu. Index n probihd od n = 2, nebot uvazujeme interakci mezi minimélné dvéma
¢asticemi.

Lze ukazat [9], ze druhy viridlovy koeficient muze byt vyjddien pomoci fazového
posunu rozptylu l-té parcidlni viny interagujicich ¢éstic §;. Tato metoda byla zobecnéna
[10] a vysledek lze vyjadtit ve tvaru

T

b(T) = 5 /Woo AW W2K(BW) % %zl:(m + 1)%5@1/) (1.79)

Pokud maji rezonance §itku I' a spin J, pak v sumé prevazuje pouze [ = J a pro fazovy
posun 1-té parcidlni viny 6;(W) plati vztah

r 1

W) ==———. 1.80
M) = 5577 (1.80)
Z toho lze vyvodit tvar Breit-Wignerovy formule
0 r 1
—6(W) == 5 1.81
kde Mg je hmotnost rezonance, ktera vznikla srazkou dvou ¢astic M.
Tlak systému P tedy muze byt zapsan ve tvaru
, ‘ T°T > W2 K, (W
P =Py pp=pidy gR—365“R/ dW 2(8 >F2 (1.82)
A Wo (MR - W>2 +7
kde
pr = 2/t
Méjme nyni limitni pfipad I' — 0. Pak pro slozku Pg v rovnici ((1.82) plati vztah
T?M?3
Pr = gr— 5" Ka(BMp)e™™, (1.83)
T

coz je presné tlak idedlniho relativistického Boltzmannova plynu slozeného z rezonanci o
hmotnosti Mg.
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1.5.1 VIliv sitky rezonanci jako funkce teploty

Z rovnice (|1.82)) je patrné, ze vliv §itky rezonance na tlak plynu je zdvisly na teploté.
Zavedme tedy nyni velicinu (F) vztahem

r . /°° W2EK,(BW)

= dW .
2 MEFo(Mr/T) — Jw,  (Mp—W)2+ I

F(T, Mg,T)

(1.84)

Taktéz muzeme zavést velicinu ”efektivni hmotnost rezonance” (M.sr) definovanou vzta-
hem
Mejp = MiK>(BMg)F(T, Mg,T). (1.85)

Rezonancni tlak Pg, ktery muzeme definovat jako tlak idealniho plynu obsahujiciho ¢astice
o hmotnosti M.y, 1ze zapsat v nasledujicim tvaru:
T2 M2
Pr = gp——L K, (BMp)ePir (1.86)

272

kde Pr = PL=0 x F(T, Mg,T) je tvar Pg vyjadieny pomoci kvantity F'.

1.5.2 Korekce na vylouceny objem

Z analyzy termélnich (statistickych) modelu je jasné, ze popis pomoci idedlntho plynu
vyzaduje modifikaci, kterou zohlednime velikost castic. Toto lze provést tzv. efektem
vylouéeného objemu, jakym je napt. Van der Waalsova korekce na tvrdé jadro. Timto
zpusobem je rovnice upravena na soustavu rovnic

Puc(T, pp, ps, ps) = Y PIUT, i) (1.87)
=1
fi = i — viPug (1.88)

kde p; = Biup + Sips + TPus je chemicky potencidl a v; je "vylouceny objem”i-tého
druhu hadronu. Horni index ¢d znamenéa piipad idedlniho plynu.

Tuto soustavu rovnic muzeme vytesit vzhledem k Pp iterativné pro danou soustavu
parametru T, upg, psaps. Hustota hadronu i-tého typu je ddna vztahem

ni(T, miu;)

excl
crcl (T 11 = | .
n; ( )y M ) 1+ Zj an;d<T, /Ij)

(1.89)
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Kapitola 2

Kanonické potlaceni zachovavajicich
se naboju

Chceme-li se ve statistické fyzice zabyvat problémem zachovani kvantovych é&isel,
zavadime grandkanonickou particni sumu v nasledujicim tvaru, kdy uvazujeme pouze
jedno kvantové ¢islo, napriklad podivnost S. Systém je popsan hamiltonianem H a che-
mickému potencidlu g odpovida operator podivnosti S,

Z (s, T) = Trle PH-ns5)] (2.1)

Z tvaru grandkanonické particni sumy ({2.1)) 1ze vyvodit, ze pro vybrané kvantové ¢islo S
se jeho hodnota zachovava a jeji stredni hodnota je rovna

_ T@ln Z(pS,T)'

e (2.2)

()
Tato aproximace ovSem funguje pouze tehdy, je-li pocet castic nesoucich podivnost
dostatecné velky a jejich fluktuace tedy mohou byt zanedbany. Abychom odvodili
parti¢ni funkci, kterd dobfe popisuje dany systém a nejsou na ni kladeny tyto omezujici
predpoklady, je tfeba provést v rovnici (2.1)) nasledujici tipravy: oznac¢me |s) stavy, které
odpovidaji stopé tak, ze pro vlastni hodnoty operatoru Has plati H |s) = Eg|s)
a S|s) = sl|s). Sumu tedy prepiseme do tvaru

+oo +oo
Z(ps, T) =Y e PPesfs =3~ Zg\s, (2.3)

Velicina Zg je tedy koeficientem v Laurentové radé pro fugacitu a jednd se o kanonickou
particni funkci pro fixni hodnotu podivnosti S, kterou lze vyjadrit jako

Zs = Trg[e 1) (2.4)

Chceme-li vypocitat Zg , stacl vyjit z rovnice (2.3)). Pouzijeme-li Cauchyuv vzorec a
provedeme inverzni transformaci, ziskame

1 d\g
Zs(T,V) = 5 @Z(AS,T, V). (2.5)
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Pokud jako integracni kiivku zvolime jednotkovou kruznici, prejde predchozi vztah ([2.5))
pomoci substituce A = € a patii¢nou tpravou diferencidlu ve vztah

e ) (2.6

Zs(T, V) = /

—

kde generujici funkci Z(¢, T, V) = Z(Ag = €'®, T, V) ziskdme z grandkanonické partiéni

sumy pomoci Wickovy rotace chemického potencidlu us — i¢. Wickova rotace spociva

v prevedeni problému z Minkowského prostoru do klasického euklidovského tim, ze cas

nechdme nabyvat pouze imaginarnich hodnot. Tato generujici funkce je stejna pro vsechny

parti¢éni funkce o libovolné (ale pevné dané) hodnoté zachovévajictho se ndboje. Jedna se v

podstaté o projekei zachovavajictho se dbelovského naboje (ndboje popsaného abelovskou
symetrif) na stavy s presnou hodnotou S.

Zachovani aditivnich kvantovych ¢isel, jakym je naptiklad baryonové ¢islo, podiv-
nost, elektricky naboj nebo puvab, lze ztotoznit s invarianci Hamiltonianu vzhledem k
Lieové grupé U(1). V mnoha aplikacich je ovsem dulezité zobecnit projekéni metodu na
symetrie, které jsou spjaté s neabelovskou Lieovou grupou G. Piikladem takové grupy
je napiiklad grupa unitdrnich ¢tvercovych matic s jednotkovym determinantem SU(N),
ktera je klicova v teorii silnych interakci. Zahrnutim neabelovskych symetrii se zabyva
napf. prace [0].

2.1 Kanonicka parti¢cni funkce pro abelovské naboje

Zde se budeme zabyvat tzv. projekéni metodou, ktera vede k popisu ¢asticovych vytézku
za omezujicich podminek danych dbelovskou symetrii Ug(1). Protoze tato je fadu n = 1,
zavisi vSechny veli¢iny zastoupené v této reprezentaci, které odpovidaji vlastnim ¢islum
zachovavajiciho se ndboje B, na jednom jediném parametru ¢, coz lze vyjadrit jako

X53(1) = e'P? (2.7)

Abychom stale méli zaruceno zachovavani abelovskych naboji, musime vsechna kvantova
¢isla systému - to znamend podivnost (S), baryonové ¢islo (B), elektricky ndboj (Q) a
puvab (C) - zahrnout do U(1) symetrie: Ug(1) x Ug(1) x Ug(1) x Uc(1). Pozadujeme-li
tedy naptiklad, aby se zachovavalo barynonové ¢islo B zaroven s podivnosti S, pak pro
charakteristickou funkci musi platit

B

S S B i(SyY+B
Xvus(1)xUg(1) = XUs(1) " XUg(1) = /5 H59) (2.8)

kde ¥ a ¢ jsou proménné odpovidajici S a B, které jsme pouzili pii parametrizaci
fugacity v komplexni roviné.

V jadro-jadernych srazkach jsou hodnoty baryonového ¢isla, elektrického néaboje a po-
divnosti pevné stanoveny pocatecnimi podminkami. Pokud chceme modelovat produkeci
¢astic pomoci statistické termodynamiky, musi byt vSechna kvantova cisla formulovany
kanonicky. V dalsim textu se vsak budeme zabyvat pouze pripady, kdy nejvyse dva za-
chovavajici se ndboje budou soucasné kanonické (napf. podivnost a baryonové ¢islo) a
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vSechna ostatni kvantova ¢isla budou popséna grandkanonicky. Z rovnice (2.6)) plyne po-
sunutim mez{ ptimo vztah

1 2 ) _
Zs==— | doe S Z(T,V,0) (2.9)
2 Jo
a také vztah ) )
1 4 . ™ . -
Zos =1 / dpe—% / dipe SV Z(T,V, 6, ) (2.10)
™ Jo 0

kde Z ziskéme z grandkanonické particni funkce tak, ze fugacity A a Ag nahradime
vyrazy e resp. e’ coz lze symbolicky zapsat jako

Z(T,V,¢) = Z9C(T, V, g — €, \g — ). (2.11)

Konkrétn{ podoba Z v piedchozi rovnici zdvisi na pouzitém modelu. Obvykle je
v hadron-hadronovych srazkach pouzivim model rezonanéniho plynu. V dalsim textu
zanedbame interakce mezi hadrony a rezonancemi stejné jako jakékoliv dalsi efekty
zpusobené prostiedim a rovnéz budeme kanonicky nadéle pracovat pouze s podivnosti.
Pro jednoduchost budeme ptredpokladat takovou teplotu a hustotu energie, ze vSechny
¢astice mohou byt popsany uzitim Boltzmannovy statistiky.
Zanedbame-li tedy piispévky baryonu, které jsou vicendsobné podivné (v nasem piipadé
hyperony = a ), pak se generujici funkce v rovnici da zapsat ve tvaru

Z(T,V, g, g, Q) = exp(Nozo + Ne1€'” + Nee 17 (2.12)

kde N— +1 je suma pres vSechny ¢éstice a rezonance s podivnosti 0, +1:
Ne—oi1 =Y _ 7} (2.13)
k

kde jednoc¢dsticovou partién{ sumu Z} vyjadifme ve tvaru

1:ng:

Z} 53 m; T Ky(my,/T) exp(Biiip + Qritg) (2.14)

kde m;. je hmotnost, g, faktor degenerace, By baryonové ¢islo a @) elektricky naboj, ug
a j1g pak piislusné chemické potencidly. Predpokladame, Ze systém je uzavien do objemu
V.

Méjme tedy generujici funkci . Pak lze generujici funkci Zg ziskat z rovnic

(2.9)-(2-11) ve tvaru
1 [ : ; i
ZS:Z()%/O dpe 5051670 S-1e7 (2.15)

kde Z[) = eXp(NS:()) a S:I:l = Ns::l:l-
Abychom mohli explicitné spoc¢itat kanonickou particni funkei (2.15)), musime kazdy

vyraz v integrandu rozlozit do mocninné rady a pak zintegrovat podle d¢. Rovnici ([2.15))
si prepiseme do tvaru

1 2w . A/ S15- Aeid’ Ee“'d’
25:202—/ doe~ 5%V " e (2.16)
™ Jo
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Pouzitim vztahu pro modifikovanou Besselovu funkei Ig(x)

=, 1 XRg
eF(t+) = ;t Is(x) (2.17)
ziskame po integraci podle d¢ vztah pro Zg
S
Z5(T. V. p1m: ig) = Zo(T. V. i i) (7)) (2.18)

kde za argument Besselovy funkce jsme dosadili z = 2,/515_;.

Lze tedy piimo spocitat hustotu nj k-tého druhu ¢éstic. Vyuzijeme relace
7y — M2, (2.19)

kde jednocdsticovd suma Z;} odpovidé té v rovnici (2.12)), a napiSeme vztah pro zminénou
sumu:

0

Jako priklad lze uvést vyrazy pro ¢dsticovou hustotu kaonu K a antikaonu K~ v
prosttedi s ¢istou celkovou podivnosti S = S — Sj:

c Ziy S Isa()

= 2.21
KT Ty /55, Is() (221)

MR T YT USSs Is(x)

Je ovSem tfeba mit na paméti, ze jak rovnice (2.16), tak rovnice byly odvozeny

za podminky zanedbani prispévku vicendsobné podivnych baryont. Vicendsobné podivné

baryony jsou ale dulezitou soucasti fireballu, ktery vznika pii tézkojadernych srazkéach, coz

vede k tomu, Ze je musime. Predpokladejme omezujici podminku podivnostni neutrality

S = 0 a zahrinme hadrony o podivnosti s = +1, 42, +3. Vyraz pro kanonickou parti¢ni
funkci v rovnici bude tedy nahrazen vztahem

1 [T S
75 o = %/ d¢ exp (Z Sne”w’) (2.23)

n=-3

kde S, = >, Z}.

2.2 Kanonicky potencidl jako grandkanonicka limita

V tomto oddile ukazeme, ze grandkanonickd formulace je asymptotickou realizaci
presného kanonického ptiblizeni. Uvazujme tedy termalni systém obsahujici ¢astice pouze
o podivnosti S = 1 a jejich odpovidajici anticastice. V takovém piipadé bude grandkano-
nicka hustota pro ¢asticovy plyn s podivnosti s = 0, £1 rovna

n$::|:1 - V
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s fugacitou Ay = exp(us/T).

Pokud srovname vysledky pro GC soubor a kanonicky soubor (rovnice a -
zde jsou uvedeny rovnice pro kaonovou hustotu, coz lze, protoze porovnavame kanonickou
a grandkanonickou hustotu ¢dstic obsahujici podivné kvarky), ziskdme pro S = 0 vztah
mezi kanonickou a grandkanonickou hustotou c¢éstic:

nc—il = nsG:Cjzl(j‘S) (2.25)

kde ), je efektivni fugacita ddna vztahem

N — St1 [1(33')‘
° AV 51571 [o(x)

Vidime, ze pro velka x, pro ktera plati x — oo jsou grandkanonicka a kanonicka formu-

(2.26)

lace ekvivalentni. Zanedbame-li vicenasobné podivné baryony v generujicim funkcionalu

(2.23)), ziskame vztah

Li(z)
ng:il = ”stcil [(1](91:)' (2.27)

Je vsak tfeba pamatovat na to, ze vysSe uvedeny vztah je platny pouze tehdy, je-li
termalni fazovy prostor vSech vicendsobné podivnych baryonu zanedbatelné maly. Tento
predpoklad je ale nanejvys sporny, hlavné pokud se blizime termodynamické limité.
Z rovnice (2.27)) vidime, ze muzeme zavést parametr Fg(z) vztahem
_ h(=z)

Fg = @) (2.28)

pro néjz v limitnim piipadé pro mala x plati

lim Ii(x) —
z—0 ]0(1‘)

/2. (2.29)

Tento parametr popisuje odchylky casticovych multiplicit od jejich grandkanonické hod-
noty. Prubéh parametru Fs(x) v zavislosti na = je vyobrazen v grafu na Obrazku .

Argument Besselovy funkce x popisuje velikost termalniho fazového prostoru, ktery
je dostupny podivnym c¢asticim. Pro systém neobsahujici vicendsobné podivné castice
je tento argument primo umeérny celkovému poctu podivnych paru ¢astice-anticastice v
grandkanonické limité.

Prubéh kanonického faktoru potlaceni podivnosti Fs(z) je zachycen na Obrazku
spolu s typickymi hodnotami x, které ocekavame pro SIS, AGS a SPS energie v centralnich
srazkdch. Obrazek 2.1 rovnéz poukazuje na dulezitost kanonického potlacent fézového pro-
storu ¢astic pri SIS energiich. V centralnich tézkoiontovych srazkdach na AGS a hlavné pri
vyssich energiich, jaké mame na SPS,;RHIC,LHC - [6], je kanonické potlaceni zanedba-
telné. Proto je pro tato pasma vyssich energii vhodnéjsi pouzit grandkanonické aproxi-
mace. Obecné vzato je zdhodno pouzit kanonického piiblizeni pro energie srazky okolo (2
- 4) GeV. Zéroven ovsem plati, ze efekt kanonického potlaceni muze byt dulezity i pro
vysokoenergetické necentralni tézkoiontové srazky a pro popis produkce tézkych kvarku.
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1 ! I
Fg Canenical suppression Tactor

. = SFP5
L = AGS
L = Ni-Ni 1.8A GeV
0.5 | ® Au-Au 1. 04 GeV

I - Ni=-Ni 0. 8BA GeV

FA et M5 -"s--—:lr:' e
o.0 [ " g
107 107" 107 107

Obréazek 2.1: Kanonicky faktor potlaceni podivnosti, zavislost vynesend pro hodnoty na SPS a
AGS pro Pb-Pb a Au-Au srazky. Prevzato z [6)].

Pokud zanedbame prispévky vicenasobné podivnych baryonu, a ndbojové asymetrie
mezi ¢asticemi a anti¢dsticemi, lze prepsat generujici funkciondl Z(T,V, ¢,1)) z rovnice
(2.11)) v logaritmickém tvaru jako

In Zs(T, V, 1o = 00, 1) = Ne—gp—0+2Ny—1 -0 €08 Y +2Ns—g p—1 €08 ¢+2Ny_1 1 cos(p—1))

(2.30)
kde N;; je definovano jako suma pies vSechny ¢astice a rezonance o podivnosti s a bary-
onovém cisle b:

Nop=> 7} (2.31)
k

pro jedno¢asticovou partiéni sumu Z} = Y% mi T Ky(my/T), kterd vyjadiuje termaln
fazovy prostor, ktery zabira ¢astice nesouci podivnost s a baryonovy naboj b.

Vyse popsany generujici funkcional miuzeme pouzit v rovnici , abychom ziskali
kanonickou parti¢ni funkeci fireballu s ¢istou hodnotou podivnosti S a baryonovym ¢islem

B ve tvaru

o 27
L / dpe™P? explzy cos @] / dipe™"Y exp|zx cos Y42y cos(p—v)]

ZB,S T, V —
(T,V) ), i
(2.32)

kde Zy = exp(Ns=0,=0), 2k = Ns=1,p=0, 2N = Ns=op=1 & 2y = Ng=1 p=1.

Piepisme nyni argument exponencidly integralu podle di v rovnici (2.32)) jako
2xccostp -+ 2y cos(@ — 1) = 2(6) cos(sp — a(4)) (2.33)
kde a(—¢) = —a(¢) a

2(¢) = (2% + 22k 2y cos b + 22)1/? (2.34)
ia(g) _ FK_ Y g 235
BRGSO (239

Protoze integrujeme pfes celou periodu, muzeme integracni meze posunout o « a
spocitat ¢ast integralu ([2.32)) piislusnou parametru @ presné, ¢imz predchozi rovnici
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ziskdme ve tvaru

Z()(T, Vv

Zps(T,V) = ) /07r cos(Bo + Sa(@)) exp[2zy cos ¢|Is(2z(p))de. (2.36)

T
Tuto integraci vsak nedokazeme provést analyticky.

Pokud vyjdeme z predchozi rovnice, muzeme snadno najit tvar stfedni hodnoty
multiplicity ¢dstice typu i. Postup je nésledujici ([6]):

(i) v rovnici (2.31]) odseparujeme vyrazy pro Castice a anticastice,
(ii) vynasobime hodnotu piislusnou zkoumané ¢éstici odpovidajicim faktorem fugacity A,

(iii)dle rovnice (2.20) provedeme derivaci v bodé A = 1.

Vysledek pro ¢éstici typu ¢ s podivnosti S; a baryonovym ¢&islem B; je tedy

Zp_p;5-s(T,V)

Ni = Zl i7T7V
< >B¢,S~ i (m ) ZB,S<T, V)

7

(2.37)
Vysledky ziskané vyuzitim rovnice (2.37) by mély korespondovat s hodnotou ziskanou

pomoci GC aproximace pro velkd B a V| ovsem s fixni baryonovou hustotou B/V. Toto
1ze explicitné ukdzat vyuzitim Cebysevovy aproximace pifslusnych integrali.
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Kapitola 3

Vliv rezonanci na teplotu souboru

V této kapitole shrneme vysledky, které jsme ziskali s vyuzitim dat z urychlovacu LHC
a RHIC za pomoci programu SHARE with CHARM (viz zdroj [3]), jehoz dokumentaci a
princip fungovani kratce shrneme v odstavci 3.0.1.

Pochopeni produkce hadronu slozenych ze ¢tyi kvarkovych vuni u, d, s, ¢ je pro analyzu
vlastnosti kvark-gluonového plazmatu (QGP), které vzniklo v relativistické tézkoiontové
srazce v pasmu energie Velkého hadronového urychlovace (LHC), velmi dulezité. V nasem
piipadé produkei hadront popiseme pomoci horkého fireballu. Tento fireball popiSeme po-
moci statistického modelu, ktery pripousti chemickou nerovnovéhu vsech vyjmenovanych
kvarkt zvlast. Odpovidajici parametry statistického hadronového modelu SHM (v nasem
pripadé se zaméiime hlavné na teplotu 7' a baryochemicky potencidl up) ziskdme fi-
tovanim ¢asticovych ¢etnosti, které podléhaji omezujicim podminkam plynoucim z vlast-
nosti zdroje (v nasem piipadé fireballu).

Obecné plati, ze zdroj ¢astic (v tomto piipadé fireball) lze po hadronizaci charak-
terizovat nékolika vlastnostmi - naptiklad energii, entropii, tlakem, celkovou podivnosti
a baryonovym cislem. Kazda z téchto veli¢it muze byt pouzita jako omezujici podminka
fitu, coz prakticky znamena, ze jeji hodnotu zafixujeme na urcitou hodnotu a tato veli¢ina
se fitu nebude ucastnit.

Zamérime-li se nyni specidlné napiiklad na puvabny kvark ¢, muzeme tict nasledujict:
méjme urcity vstupni pocet kvarkovych paru v case, kdy dojde pro puvabny kvark k
chemickému vymrznuti. Hadronovy vytézek pak zédskame prostiedky statistické hadroni-
zace, a to pro predepsanou sadu parametri, podle kterych fitujeme. Tuto sadu urcujeme
podle povahy zdroje c¢éstic. Vzniknuvsi hadronové rezonance se pak rozpadaji, ¢imz
"krmi’stabilni puvabné hadrony. Tyto stabilni puvabné hadrony existuji vsak velmi
kratce. V1iv rozpadu téchto puvabnych hadrontu ma vliv na zménu ¢etnosti produkovanych
hadronu. Zpusob, jakym k této zméné dochazi, je ruzny, zdlezi na druhu castice.

3.0.1 Metoda reSeni

V programu SHARE with CHARM je teSeni tohoto problému zalozeno na nu-
merické metodé vyvinuté pro jeho predchudce SHARE [3], ktery se zabyval popisem
rozdéleni lehkych hadronu (hadronu slozenych pouze z u,d, s kvarku. Program SHARE
with CHARM navic rozdéluje predepsany pocet puvabnych kvarku (a antikvarku) N, do
jednotlivych puvabnych hadronu za pouziti pravidel statistické hadronizace implemento-
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vanych v pfidaném modulu CHARM, ktery ziskava vytézky na zédkladé teseni prislusnych
Besselovych funkei (viz Dodatek). Podobné jako lehké hadrony jsou i rozpady puvabnych
hadronu modelovany pomoci danych tabulek, pficemz vzdy postupujeme ”sestupné”-
tj. od nejtézsi castice k nejlehéi. Vytézky kazdého hadronu jsou ziskdny pomoci tabu-
lek rozpadového vétviciho poméru materské castice. V piipadé, ze nejsou k dispozici
potfebna data, pouzije program patti¢ny teoreticky model. To proto, aby bylo zajisténo,
ze vSechny ¢astice se urcité rozpadaji. Piispévek kazdé z vyslednych dcerinnych hadronu
je zapocitavan do hadronového u,d, s vytézku samostatné a s uvazenim ptislusné SHM
parametrizace v prislusnych souborech modulu SHARE. V dalsim textu budeme pracovat
s hadrony neobsahujicimi puvabny kvark c.

3.1 SHARE with CHARM

SHARE with CHARM je program zalozeny na béazi programovacich jazyku C++ a
FORTRANTYT vyuzivajici knihoven CERNLIB. Jeho schéma je zachyceno na Obrézku (3.1}
Celkove pottebujeme Sest vstupnich soubort, které obsahuji seznam ¢éstic, rozpadovy
strom a hodnoty jednotlivych parametru. Program muze nésledné provést velké mnozstvi
operaci, které nacitda ze souboru sharerun.data. Vstupni soubory, které potiebujeme
zahrnout do bezchybného béhu programu, jsou nasledujici:

(a) particles.data - seznam vlastnosti Castic (ndzev ¢éstice, hmotnost, Sitka rezo-
nance, spin, ¢asticovy izospin,. .. ),

(b) decays.data - seznam rozpadu hadront neobsahujicich puvabny kvark c,

(¢) HFfeed.data - seznam vétvicich poméru puvabnych hadronu,

(d) thermo.data - seznam parametri modelu,

(e) ratioset.data - seznam rozsahu jednotlivych parametru a

(f) totratios.data - experimentélni data a fyzikdlni vlastnosti, které chceme ziskat na
vystupu.

(g) sharerun.data - soubor, ze kterého program nacte, co mé délat; seznam operaci, které
m& program provést.

V pripadé, ze néjakou ¢astici (v nasem piipadé nejcastéji rozpad) nechceme zahr-
nout do fitu, napiSeme na zacatek radku symbol #, ktery programu SHARE fekne,
ze vse, co se na radku vyskytuje, ma ignorovat. V ptipadé, Ze nechceme, aby hod-
nota néjaké veli¢iny zustavala konstantni, zménime v souboru ratioset.data v prislusném
sloupci (poslednim, viz dokumentace SHARE [3]) hodnotu 1 (true=uvazovat) na hodnotu
0 (false=neuvazovat).

Pro dalsi préci jsou podstatné predevsim soubory particles.data, partnowdt.data (soubor
identicky se souborem particles.data, ktery ale poklada sitku rezonanci automaticky rovnu
nule), decays.data, thermo.data a ratioset.data. Je tteba si rovnéz dét pozor, abychom pro
kazdou simulaci (v nasem piipadé je budeme provadét s daty z LHC a RHIC) uvedli
prislusny zdrojovy soubor (pro kazdou simulaci je tfeba vytvorit novy soubor typu par-
ticles.data atd.). Toto je soucdsti souboru se zdrojovym kédem sharerun.data. Stejné tak je
tfeba vytvorit (a do béhu programu zaradit) vystupni soubor, kde jsou uvedeny vysledky
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Thermal Particle Decay Experimental

parameters data tree data
thermo.data particles.data decays.data totratios.data
ratioset.data (partnowdt.data) HF[eed.data

Statistical hadronization

sharerun.data

CALC TOTRATIOS
CALC RATIOPLOT
CALC RATIOCONT

i

Particle ratios,

Fitting routines

CALC FITRATIOS
CALC CHIPROFIL
CALC CHI2.CONT

extensive quantities
Calculation

output file

(13-letter name) Best fit parameters, parameter errors,

statistical significance, point-hy-point
model-data comparison

Fitting output file {13-letter name)
parameter sensitivity, munber

of minima, correlations

v* profiles, contours (12-letter names)

Obrézek 3.1: Schéma programové struktury SHARE with CHARM. Vstupni soubory jsou vy-
znaceny modfie, programové piikazy ¢ervené a vystupni soubory fialové. Prevzato

z [3].

provedeného fitu. V pripadé standardni distribuce SHARE je tento soubor pojmenovan fit-
TESTne.out, uzivatel si vsak muze vytvorit i soubor jiny, ktery bude slouzit jako vystupni,
jen toto opét nesmi opomenout zahrnout do skriptu v sharerun.data (v praxi to znamend
nahradit vsechny fitTESTne.out ndzvem piislusného souboru). Totéz plati i pro ostatni
soubory, pticemz skoro vzdy je tfeba dat si pozor na pocet znaku v nazvu souboru -
naptiklad soubor ratioset.data tudiz nemusi vzdy nést prave tento nazev, dulezitd je kon-
covka .data a to, ze pocet znaku v ndzvu souboru je pravé 13 (vcetné tecky). Analogické
tvrzeni plati i pro ostatni vyse uvedené soubory (nutny pocet znaku je zfejmy z ndzvu
soubort).

Jedinou vyjimku, kdy neni tieba dbat na pfesny pocet znakt v nazvu souboru, tvori
soubor LHC1020MI.data (ndzev je opét mozno prizpusobit). V tomto souboru jsou uve-
deny vytézky jednotlivych ¢astic, coz znamena experimentalni hodnota, statisticka chyba,
systematicka chyba a indikace, zda je tato hodnota zahrnuta do fitu (1), nebo neni. Jako
piiklad muzeme vzit naptiklad baryon lambda s hodnotou A = 17 £ 2. Toto bude v
souboru LHC1020MI.data uvedeno jako:

Lm1115zer  prtyield 17. 2.0 0. 1
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I v tomto pripadé vSsak musime dbat na to, abychom pro kazdy experiment, ze kterého
bereme data, méli jeden takovyto seznam.

3.2 Vliv rezonanci s vysokou hmotnosti na teplotu
souboru

S vyuzitim programu SHARE jsme zkoumali, jaky vliv maji rezonance na teplotu
souboru. V nasem piipadé to znamena, ze jsme v souboru decays.data, ktery je usporadan
zpusobem

Parent  daughterl  daughter2 BR C — G?

pro dvoucasticovy rozpad a
Parent  daughterl  daughter2 daughter3 BR C —G7?

pro tiicasticovy rozpad, postupné zanedbavali rozpady céstic od urcité hmotnosti. V
tomto ptipadé plati nésledujici znaceni:

(a) Parent - rozpadajici se ¢éstice,

(b) DaughterN - produkty rozpadu,

(¢) BR - Branching ratio = vétvici pomér (pravdépodobnost rozpadu danym zpusobem),
(d) C-G? - indikace, zda je (1) ¢ neni (0) nutné upravit vétvici pomér Clebsch-
Gordanovymi koeficienty.

Hmotnost je u kazdé parent-castice vzdy uvedena. Hodnotu, od které vsSechny tézsi
castice zanedbame, nazveme cut-off parametrem.

Rovnéz jsme predpokladali, ze hodnoty parametru ~ dané rovnici nehraji ve
fitu zadnou roli, coz v praxi znamend, ze v souboru thermo.data jejich ¢iselnou hodnotu
polozime z duvodu jejich exponencialniho charakteru rovnu 1 a v souboru ratioset.data
prepiseme odpovidajici hodnoty parametru Fit? = 0/1 na 0, coz znamend, ze hodnoty 7,
a 7y, nebudou ve fitu vubec zahrnuty.

Vzhledem k tomu, ze zatim neuvazujeme §itku rezonanci, bereme data o vlastnos-
tech ¢astic ze souboru partnowdt.data a pro sadu hodnot c¢éasticovych vytézka z LHC
(vychézime z puvodniho souboru LHC1020.data, ktery reprezentuje data o 10-20% cen-
tralité z experimentu ALICE ze srpna 2013) a RHIC (data ptevzata ze zdroje [12]) pro
centralitu 0-5%. Pro data z RHIC jsme vytvorili specidlni soubor zalozeny na souboru
LHC1020.data v souladu s podminkami uvedenymi vyse. Rozdil byl jak v centralité, tak v
uvazovanych ¢asticich. Zatimco na RHICu jsme brali v potaz pouze protony, kaony a pi-
ony (s vytézky pro odpovidajici centralitu prevzatymi z [12]), pro LHC jsme zapocitdvali
napt. i A a = baryony.

Zkoumali jsme zavislost teploty 1" a baryochemického potencidlu g na cut-off pa-
rametru. Vysledky pro teplotu 7' (jak pro LHC, tak pro RHIC) jsou na Obrazku \Y
tomto grafu (a i ve v8ech nésledujicih) jsou samoziejmé zachyceny i chyby veli¢in, jejichz
velikost lze rovnéz ziskat ze souboru, ve kterém jsou napsany vysledky fitu. Z grafu je
vidét, ze v pripadé zafixovani parametri A; a A, je experimentalni zdvislost teploty na

41



cut-off parametru velmi podobna pro vysledky jak z LHC, tak z RHIC. Az na ptipad,
kdy cut-off parametr je rovny hodnotam 492 MeV a 547 MeV, kdy vysledky lezi mimo
oblast, ve které se nachazeji vysledky pro ostatni cut-off parametry, lezi vSechny vysledky
v ramci chyby, a to jak na RHICu (pfiblizné 155 MeV), tak na LHC (pfiblizné 160 MeV).
To by ale znamenalo, ze zanedbavani rozpadu neméd na celkovou teplotu souboru témeér
zadny vliv, pokud je nezanedbdme (témér) viechny (!). Pokud vsak chyby nebereme v po-
taz, vidime, ze datové body vykazuji jistou systematiku. V takovém piipadé se vysledna
teplota neméni az od hodnoty cut-off parametru 1,8 GeV.

175 T T T T T T T

LHC —
RHIC e
170 + .

155 ¢ .

T [MeV]

150 .

145 | ]

140 | ]

‘]35 1 L L L L 1 1 1 i I
04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 28

cut-off parametr [GeV]

Obréazek 3.2: Zavislost teploty souboru 7" na cut-off parametru pro zanedbané §ifky rezonanci.

Pokud jde o prubéh baryochemického potencidlu ppg, pak je tento zachycen na Obrazku
B.3] Lze u n¢j jak v pripade LHC, tak v piipadé RHIC pozorovat stejny trend jako v
pripadé teploty. Rovnéz muzeme vidét, ze pro hodnoty cut-off parametru 492 MeV a
547 MeV (stejné jako v predeslém piipadé), dochazi k urcité odchylce od prevazujictho
trendu, kdy veskeré vysledky opét lezi v rdamci chyby. Pro LHC pozorujeme hodnotu
priblizné up = 1,65 MeV, u RHICu pak ug = 1,55 MeV. To znamend, ze zmény ve
velikosti baryochemického potencidlu opét nastavaji az tehdy, kdyz zanedbame témeér
vSechny rozpady. Pokud vSak i zde zanedbame chyby, dojdeme ke stejnému zavéru jako
v pripadé teploty. Vidime zde i podobnou systematiku, kterou datové body vykazuji a
opét muzeme Tict, ze vysledny baryochemicky potencial se neméni od hodnoty cut-off
parametru 1,8 GeV.
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Obréazek 3.3: Zavislost baryochemického potencidlu pp na cut-off parametru pro zanedbané sitky

rezonanci.

3.3 Vliv konec¢né Sitky rezonanci na teplotu souboru

Zde jsme postupovali iplné stejné jako v predchozim piipadé. Opét jsme vySettovali
zavislost teploty T" a baryochemického potencialu pp na cut-off parametru, nicméné ten-
tokrat jsme rovnéz vzali v potaz konec¢né sitky rezonanci. To znamenad, ze misto nacitani
vlastnosti castic ze souboru partnowdt.data jsme tyto brali ze souboru particles.data.
Vysledky pro teplotu 7' a baryochemicky potencial pup jsou na Obrazku |3.4] resp. na
Obrézku B.5

Na prvni pohled 1ze z obou grafu vy¢ist, ze hodnoty teplot a baryochemickych potencidlu
jsou pfiblizné stejné jako v predchozim piipadé, kdy jsme rezonance zanedbali tplné.
Zaznamenat lze i pokles hodnot pro dva nejnizsi cut-off parametry. Tento vysledek je velmi
zardzejici, nebot teoreticky by zahrnuti rezonanci na teplotu souboru vliv mit mélo (viz
kapitola 1.5 o vlivu sifky rezonanci jako funkce teploty). Stejné jako v piipadé zanedbén{
vlivu konec¢né sitky rezonanci pozorujeme hodnoty teploty 7" pro LHC, resp. pro RHIC
T =160 MeV, resp. T'= 155 MeV a hodnoty baryochemického potencidlu ug pup = 1,65
MeV v pripadé LHC a pug = 1,55 MeV v pripadé urychlovace RHIC.

3.4 Nerovnovazné modely, chemické potencialy a fu-
gacity

V tomto piipadé jsme upustili od fixovani faktoru v a jak s, tak -, jsme nechali na
puvodnich prednastavenych hodnotach, stejné jako jsme v souboru ratioset.data zadali,
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Obrazek 3.4: Zavislost teploty souboru 7' na cut-off parametru pro zahrnuté konecné sitky re-
zonanci.
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Obrazek 3.5: Zavislost baryochemického potencidlu pp na cut-off parametru pro zahrnuté
koneéné sitky rezonanci.
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ze hodnota faktori nebude fixovana a bude tedy soucasti fitu. Opét jsme rozlisili dva
pripady - zahrnuti a nezahrnuti konecné sitky rezonanci.

3.4.1 Zahrnuti rezonanci s vysokou hmotnosti

Na Obrazku [3.6| vidime zavislost teploty 71" na cut-off parametru a na Obrazku
stejnou zavislost pro baryochemicky potencidl pg. Konecnou sitku rezonanci jsme zde
neuvazovali (tzn. pouzivame soubor partnowdt.data). Opét zde vidime pokles hodnoty u
dvou nejmensich cut-off parametru, ale uz zde nepozorujeme priblizné stejny prubéh pro
LHC a pro RHIC. Zatimco v predchozich piipadech hodnoty pro LHC byly vzdy vyssi
nez ty pro RHIC, zde uz to neplati. Pro hodnotu cut-off parametru 1675 MeV pozorujeme
dokonce velmi nizkou hodnotu pro LHC, o hodné nizsi nez hodnoty ostatni a také nizsi
nez odpovidajici hodnota pro RHIC. U stejného cut-off parametru podobnou odchylku
nepozorujeme v piipadé baryochemického potencialu pp.
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Obréazek 3.6: Zavislost teploty souboru T na cut-off parametru pro nerovnovazné soubory se
zanedbanim sifek rezonanci.

Vidime zde ale i néco jiného. U nékolika hodnot - jak v piipadé LHC, tak v ptipadé
RHICu - nezaznamenavame v grafu zadnou chybu meéfeni. Ve skutecnosti tato chyba sa-
moziejmeé existovala, jen byla zhruba o 4 fady nizsi nez mérena hodnota. Pro dané hodnoty
cut-off parametru toto zaznamenavame i v pripadé baryochemického potencidlu pug. Jak
jiz bylo uvedeno, nezaznamendvame v tomto pripadé vyrazné rozdily mezi LHC a RHIC a
teplota je v obou ptipadech rovna priblizné T' = 140 MeV a baryochemicky potencial hod-
noté up = 1,43 MeV. To opét potvrzuje, ze pro pozorovani znatelné zmény, kterda neni
v ramci chyby méfeni, je tfeba zanedbat témér vSechny rozpady. Oproti predchozimu
piipadu, kdy jsme uvazovali rovnovazny model - tedy kdy jsme zafixovali hodnoty 7, a 7,
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Obréazek 3.7: Zavislost baryochemického potencidlu pp na cut-off parametru pro nerovnovazné
soubory se zanedbanim §ifek rezonanci.

- v8ak lze zaznamenat pokles prumérné teploty, a to az o zhruba 15 MeV, jak dokladaji
vysledky uvedené vyse. Totéz lze pozorovat v pripadé baryochemického potencidlu ug,
zde vSak pokles lezi vzhledem k prumérné hodnoté parametru (jednotky MeV) v fadu
desetin MeV.
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3.4.2 Zahrnuti konec¢né Sirky rezonanci

Nyni opét zapoc¢itdme konecnou sirku rezonanci (pouzijeme soubor particles.data). Na
Obrézku [3.8 a Obrézku [3.9 vidime zévislost teploty 1" resp. baryochemického potencidlu
pup na cut-off parametru. V tomto pripadé nejenze opét doslo k velkému zmenseni fadu

chyby vuéi radu vysledku, ale dokonce toto pozorujeme u mnoha hodnot. Hodnota teploty

se témeér neménti, stejné jako se neméni hodnota baryochemického potencialu. Odpovidajici
hodnoty jsou T' = 138 MeV resp. up = 1,42 MeV.
Jestlize jsme v predchozich ptipadech pozorovali néjakou pravidelnost, pak 1ze nelze

mluvit naprosto o zadné. Tam, kde predtim dochazelo k mirnému poklesu teploty resp. ba-

ryochemického potencidlu (prvni dva cut-off parametry) nyni dokonce dochazi k mirnému

zvySeni hodnoty. Mnozstvi dat, kde je chyba velmi mald (resp. fadové zanedbatelnd) je v

tomto pripadé znacné vice.

T [MeV]

Obrazek 3.8:
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Zavislost teploty souboru 7' na cut-off parametru pro nerovnovazné
zahrnutim sifek rezonanci.
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Kapitola 4

Vytézky nestabilnich rezonanci

Data z experimentu na LHC a RHIC jednoznac¢né ukazuji, ze tézkoiontova srazka je
velmi komplexnim jevem [I1], mnohem komplexnéjsim, nez jak by jej popsalo srovnani fitt
prvotnich srazek a predpovédi statistického modelu. Obzvlasté pokud chceme ziskat hlubsi
porozuméni proton-protonovych (pp), proton-tézkoiontovych (pA) dvou tézkoiontovych
(AA) srazek, pak si musime uvédomit, ze klasicky popis, kdy v AA srédzkach je vytvoreno
kvark-gluonové plasma popsané hydrodynamickym modelem, v pA srazkéach lze studovat
studenou jadernou hmotu a ze pp srazky jsou elementarni ve smyslu, ze dochéazi pouze
ke srazce dvou partonu, ze kterych jsou nalétavajici protony slozeny, neni kompatibilni s
experimentalnimi vysledky. V ptipadé vysokych multiplicit nachédzime u vsech trech typu
srazky spoleéné prvky, jakymi jsou napiiklad hiebeny (ridges) a hmotnostni zévislost fak-
toru v (pr), coz se oéekavalo pouze pro AA sréazky. To vede k zdvéru, ze existuji kolektivni
efekty a hydrodynamické chovani ve smyslu silné interakce mezi ¢asticemi dokonce i v pp
a pA srazkéch [11].

V takové situaci vsak studium nejbéznéji vyskytujicich se hadronu - piontu, kaont,
protonu - piilis nepomdhd. Pro centralni AA srdzky na LHC vidime na Obrazku (.1}
Jejich multiplicita nam tedy o zpusobu jejich produkce a jejich interakci predtim, nez
dorazi do detektoru, fekne mélo. Teplota okolo 156 MeV je podle predpovédi QCD na
miizce blizka teploté, pii které dochézi k hadronizaci. To vede k predpokladu, ze chemické
slozeni hadronového plynu je pri dané teploté pevné dané. Avsak pii hustoté energie okolo
0,5 GeV/fm?3, ktera odpovidd teploté 156 MeV, jsou hadrony blizko sebe a stdle budou
cestou k detektoru mezi sebou interagovat. Na Obrazku vlevo vidime teplotu che-
mického vymrznuti T,;,, ktera urcuje chemické slozeni hadronového plynu, a také teplotu
kinetického vymrznuti Tj;,, pii které hadrony prestavaji interagovat. Vidime, Ze mezi
obéma je vyrazny rozdil. Zaroven ale - viz Obréazek vpravo vidime kolektivni rychlost
expanze, ktera roste.

Ultimétni vyzvou ve fyzice ultrarelativistickych tézkych iontu je porozumeéni vzniku,
expanze a hadronizace QGP. Toto je vsak zkreslené tim, ze v oblasti mezi T., a Ty,
stale dochazi k vzdjemné interakci hadronu, coz razantné zmeéni statistické rozdéleni
hybnosti hadronu. Pravé rezonance nam mohou byt pii pochopeni tohoto regionu velmi
napomocny, a to hned nékolika zpusoby:

(a) - jejich méfend multiplicita pii srovnani s ocekdvanou multiplicitou ziskanou
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Obrazek 4.1: Multiplicity vybranych hadronu v centrdlnich (0-10%) Pb-Pb srazkich o energii
2,76 AGeV ve srovnani s predpovédi statistického modelu. Prevzato z [I1].
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Obrazek 4.2: Vlevo: teplota, pii které dochézi k chemickému vymrznuti T, a teplota, pii které
dochdzi ke kinetickému vymrznuti Ty, jako funkce energie srdzky +/s. Vpravo:
prumérnd radidlni rychlost jako funkce /s. Prevzato z [11].

uzitim statistického modelu poskytuje informace o dobé trvani interakci a jejich ucinném
prufezu. Duvodem je to, ze pouze takové rezonance, jejichz rozpadové produkty se
nesrazily s okolnimi hadrony, mohou byt experimentdlné rekonstruovany. S vyuzitim
ruznych dob zivota ruznych rezonanci lze rekonstruovat cely Casovy vyvoj expanze
hadronového plynu.

(b) - rezonance, které se rozpadaji na fotony nebo dileptony urcuji celkovy cas
expanzu, protoze musime zapocitat pirispévky vSech produkovanych rezonanci, i kdyz
jsou tyto pozdéji absorbovany. Proto ¢im déle hadronovy plyn interaguje, tim vice fotonu
a dileptonu ziskame. Spolu se signalem eliptického toku toto muze poskytnout informace
o prispévcich QGP a tim padem i o jeho casovém vyvoji.

(c) - ani teézké kvarky, ani tézké mezony nedosdhnou rovnovahy s okolim. Jejich
spektra poskytuji informace o jejich interakci s konstituenty QGP a také s hadronovym
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plynem. Pomér multiplicit excitovanych stavu tézkych mezonu, jako napiiklad ¥(2S),
Y (25) a Y(3S5) a zdkladnich stavi ndm dava navic informaci o hadronovém rozptylu.
Vzhledem k velkym vazebnym energiim téchto stavi je tento pomér velmi citlivy na
vysokoenergetické srazky.

4.1 Hadronové rozpady

Hadronové rozpady rezonanci byly méreny jak na RHIC, tak na LHC. Vysledky z
experimentu STAR, které pokryvaji ruzné ¢asy rezonanci (¢ = 44fm/c, \* = 13fm/ec,
Y =5,7fm/c, K* = 4fm/c - prevzato z [11]), jsou zachyceny na Obrazku [4.3] Zde jsou
srovnany vysledky z experimentu STAR s pfedpovédmi termalniho modelu a s UrQMD
vypocty. UrQMD (Ultra relativistic Quantum Molecular Dynamics) je typ Monte Carlo
simulace pro vyse uvedené typy srazek (pp, pA, AA).
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Obrézek 4.3: Produkce rezonanci na RHIC. Srovnany jsou vysledky z experimentu STAR, z
predpovédi termélniho modelu a z UrQMD vypoctu. Pievzato z [11].

Budeme-li predpokladat, ze dochazi pouze k rozpadu rezonanci, nabizelo by se, ze

~ees

~ess

A*/A zaznamenavame silny pokles, ale pomér K*/K zustdva konstantni a pro pomér
¥* /A vidime, ze pro centrélni tézkoiontové srazky je tento stejny jako pii pp srazkach.
Nemuzeme rovnéz zanedbat piipadnou regeneraci rezonanci. Protoze vSak vétsinu
uc¢innych prurezu téchto regeneraci nezname, predstavuje toto problém pro UrQMD
vypocty pro centralni srazky. I kdyz zatim neexistuje srovnani s teoretickou predpovédi,
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vysledky napovidaji, ze by statisticky model mél skutecné vytézky nadhodnotit. Toto lze
pozorovat u poméru A*/A a K*/K, nikoliv vSak pro pomér ¥*/A. Potlaceni rezonanci
odpovida nejvyse 60%, ale obvykle je nizsi. Proto chceme-li ucinit néjaké zavery tykajici
se regionu interakce hadronu pomoci rezonanci, je tfeba pouzit méricich metod s malou
systematickou chybou.
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Dodatek

V této sekci budou strucéné shrnuty nékteré zékladni teoretické poznatky tykajici se
matematického apardtu pouzivaného v bakaldiské praci. Re¢ bude hlavné o Besselovych
funkcich s durazem na jejich vyznam pfi feSeni relativistického fazové-prostorového in-
tegrélu.

Besselovy funkce

Besselovy funkce byly poprvé definovany Danielem Bernoullim a poté zobecnény
Friedrichem Besselem. Jsou definovany jako kanonickd feseni (feseni ve tvaru y = y(x))
diferencidlni rovnice (zndmé jako Besselova diferencidlni rovnice)

Py dy

ay Ay 2 2y
xdxz—i-xdx—l—(x a‘)y =0 (4.1)

kde obecné komplexni konstantu a nazyvame fadem Besselovy funkce.

Besselovy funkce se daji rozlisit podle typu parametru a. Je-li o celociselné, pak
mluvime o cylindrickych (nebo cylindricky harmonickych) Besselovych funkcich. Pokud
je a polociselné (tj. ve tvaru o« = n+ %, kde n je prirozené ¢islo), pak mluvime o sférickych
Besselovych funkcich.

Modifikované Besselovy funkce

Besselovy funkce jsou dobte definovany, i kdyz je jejich argument x komplexni. Nastane-
li specialni pripad, kdy je tento argument ¢isté komplexni, mluvime o modifikované Bes-
selové funkci (rovnéz nazyvané hyperbolickd Besselova funkce) prvniho druhu (zna¢ime
I,(z)) a druhého druhu (znacime K, (z)). Tyto definujeme nésledujicimi vztahy:

La(e) = i m!T'(m i a+1) (g)2m+a (42)

m=0

Tl o(z) — la(z)

K.(z) = 4.3
() 2 sin(an) (43)
Tato feSeni jsou dvéma nezavislymi feSenimi modifikované Besselovy rovnice
d’y  dy
2 2 2\, —
mﬁ—l—m%—(x +a)y = 0. (4.4)
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Na rozdil od klasickych Besselovych funkei, které osciluji jako funkce realného argumentu,
jak I, (), tak K,(x) exponencidlné rostou. Uvedme jesté integralni tvar modifikovanych
Besselovych funkei (predpokladejme, ze Re(z) > 0):

I(z) = %/OF exp(z cos(0)) cos(ab)dl — sinirom) /000 exp(—xz cosht — at)dt (4.5)
K, (x) = /OOO exp(—ax cosh t) cosh(at)dt (4.6)

Besselovy funkce v relativistickém fazoveé-prostorovém integralu

Abychom mohli kvantitativné popsat idealni relativisticky plyn, potfebujeme expli-
citné spocist relativisticky hybnostni integral, ktery se vyskytuje ve vSech integracich
pres fazovy prostor v obdobné formé. Zavadime proto jiz zminéné tzv. ”Besselovy
funkce” K, (z), které jsou pro obecné komplexni z definovany nésledujicim vztahem:

K,(z) = % /100 e #(t? — 1)”_%dt, Re v > —% (4.7)

kde pro proménnou z pfedpokldddme |arg z| < 7.

Ve vétsiné pripadu jsme pouzivali v = 1. V takovém pripadé pokladame z = Sm a
substituujeme do rovnice (4.7)):

t — /p?>+ m?/m, (4.8)
¢imz pro € = \/p? + m? ziskame
v oo 2v
K,(fm) = VT (£> / p?e_ﬁedp. (4.9)
0

L(v+3) \2m
Integraci metodou per partes a vyuzitim vztahu

0

—Be _ D e
e = —p-e
op B

ziskdme pro (v > 1) vztah

K,(fm) = _vr 1 (ﬁ)y_l /OOO p* e dp. (4.10)

I'(v—1/2)m \2m
Vime, ze . ; - s 3
F(§) =V F(g) = V7/2; F(g) = 2F(2)

Rozlozime-li Besselovu funkci K, (z) danou rovnici (4.7) do fady, ziskdme dva limitni

pripady:
(1) Nerelativistickou limitu, v niz uvazujeme p/m jako velmi maly parametr:

42 =1 (42 =1)(4?*-9)
)= \/> (1 i 8z * 21(82)? (4.11)
(4% — 1)(4v2 — 9) (4% — 25) +> '

31(82)3
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W(x) = x2K,(x)
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Obrézek 4.4: Pribéh relativistické distribuéni funkce W (z) = 2 Ka(z). Prevzato z [1].

Tento rozklad konverguje velmi pomalu. Pro nas velmi zajimavym piipadem je pomér

Ki(z) 31 151 151 1351

+0(z79). (4.12)

Ky (2) 2z 822 82 * 128 24

(2) Relativistickou limitu, v niz je hmota zanedbatelna v porovnéni s fadovou velikost{
energii, ¢imz muzeme psat m ~ 0. Pro v = 1 a v = 2 méme (za predpokladu, ze z — 0):

N L1 o AN Y RO RS tet

0= -4 (@) oo S [olG) - B
coz vede ke vztahu s

2 n(3) ] s

Pripomenme, ze pro Eulerovu konstantu vg plati

1
B = limzz—lnn:0,577215 664 9. ..

n—00
k=1

Casto také narazime na relativistickou distribucn{ funkei W(z) = 22 Ky(x), jejiz pritbéh je
vyobrazen na Obrézku pficemz proménnou x jsme si zadefinovali jako x = fm = m/T.
Z grafu je patrné, ze inflexni bod se nachazi nékde okolo hodnoty = = fm = 1.

Nyni jiz muzeme aplikovat aparat Besselovych funkci na vypocet vlastnosti relativis-

tického plynu. Uvazujme rovnici (1.50)). Pro n = 1 ziskdme z rovnice (1.52)) vztah
1y (1
InZg =20 ="y + A2 (4.16)
f
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kde

&p B3V
A% Ing/ 2n) = gy 5 W (Bmy). (4.17)

V klasické Boltzmannoveé limité je pocet ¢astic kazdého druhu dan vztahem

BV

272

N = Aﬁ InZ,; =220 = g\

- W (Bm). (4.18)

Velmi ¢asto pouzivanym vztahem ve fyzice ultrarelativistickych tézkoiontovych srazek
je nasledujici rovnice:

E_ —(0/0B)WZy _ 0, Ki(fm) (4.19)

N A0/oN0InZ, Ko (fm)

Pro tcely piedchézejici rovnice zmifime jesté dalsi vlastnosti funkce W (x) = 22Ky (z):

coz vyplyva z rekurzivni relace K-funkei:

—K, =—-K,_ - —-K 4.21
dz nu(x) v 1(517) x ,,(ZL’), ( )
kterou lze prepsat do tvaru
d
d—(x”Kl,(x)) = —2"K, 1(x). (4.22)
x

Ptedchozi vztahy budeme opét analyzovat pro dva piipady:
(1) V relativistické limité fm — 0 ziskdme

E
B o = 3T. (4.23)

(2) V nerelativistické limité gm >> 1 je pomér K;(z)/Ks(z) dan vztahem (4.12)) a
ziskame 5 T T

3 ) 5 ) m

Z ool 2 2 mo 4.24

N3 < Tim T dmE T ) T (4.24)

Vzhledem k tomu, ze fada v rovnici (4.24)) konverguje pomalu, je tieba, aby platilo
m >>T. Pro m ~ T je lépe pouzit relativistickou aproximaci.
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Zaver

V této praci jsme se seznamili se zdkladnimi charakteristikami tzv. termalniho ne-
boli statistického modelu jako spolehlivého nastroje na modelovani produkce hadronu.
V prvnich dvou kapitoldch jsme polozili teoretické zédklady grandkanonického ptiblizeni
a kanonického potlaceni zachovéavajicich se naboju.

Ve tteti kapitole jsme pomoci programu SHARE with CHARM zjistili, ze zahrnuti
konecné §itky rezonanci neméa na teplotu souboru podstatny vliv. Je tfeba mit ovSem
na pameéti, ze se jedna pouze o vliv kvantitativni.

Ve ¢tvrté kapitole jsme naznacili aplikaci statistického modelu na vytézky nestabilnich
rezonanci. Dosli jsme k zavéru, ze zavislost poméru vytézku ¢astic na centralité se lisi
podle druhu ¢astic. To dokazuje, ze statisticky model neni v tomto ptipadé zcela v souladu
s experimentalnimi daty.
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