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Zaclenovant analyzy mékkého rentgenového zdreni do systému zpéitnovazebniho Fizeni
tokamaku COMPASS

Partial implementation of the Sofi X-ray analyses into the real-time control system of the
COMPASS tokamak

Pokyny pro vypracovdni.

Provést reSersi na téma hardwarového feSeni zpétnovazebniho fizeni tokamaku COMPASS a
feSeni inverze matice v obvodech FPGA. Sestavit jednoduchy testovaci obvod s FPGA pro
zpracovani prostoroveé rozliSenych dat mékkého rentgenového zéreni, overit jeho funkénost
na jednoduché uloze, napiiklad prubézného urcovani polohy plazmatu podle kanalu
s maximalnim signalem. Na zakladé reSerSe rozhodnout, zda je implementace algoritmu pro
tomografii v redlném cCase (ktery byl vyvinut v ramei BP) do jednotky FPGA realisticka.
V pozitivnim piipadé provést implementaci vypocetni ¢asti algoritmu, v negativnim piipadé
navrhnout nahradni feSeni, obhdjit ho a mySlenku na urovni algoritmu pro zpétnovazebni
fizeni realizovat. Overit funkCnost (slaboproudé testy). Vramci feSeni se pokusit
spolupracovat s tymem IST.
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Abstrakt

Byl navrZen obvod pro hardwarové urychleni tomografie plazmatu. Design vyuZziva drive
vyvinutého tomografického algoritmu, zaloZeného na fteSeni regularizované soustavy
linearnich rovnic. Obvod byl implementovan a otestovan s vyuZitim programovatelného
hradlového pole. Na dostupném hardwaru bylo dosaZeno rychlosti jedné tomografické inverze
o rozliSeni priblizné 60 pixeli za 50 mikrosekund, coZ ¢ini obvod potencialné vhodnym pro
rizeni polohy plazmatu na tokamaku COMPASS v realném case.
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1 Uvod

Plazma v tokamaku a podobnych zarizenich podléha radé nestabilit. Nestability jsou vesmés
nevitané, protoZze zhorSuji udrzeni plazmatu, pripadné posSkozuji zarizeni. Proti nékterym
z nich byly vyvinuty statické metody, spocivajici naptiklad ve vhodném tvarovani
magnetického pole. Dalsi jsou nepredvidatelné, pri kazdém pokusu jiné, a neni znamo Zadné
univerzalni opatreni, které by jim jednou provzdy zabranilo. Namisto toho je tfeba detekovat
vyskyt téchto nestabilit v pribéhu experimentu a véas vyvinout reakci odpovidajici situaci.

Mezi nestability vyzadujici dynamické tizeni patii nestabilita znama jako vertikdlni. Spociva
v pohybech celého sloupce plazmatu ve sméru kolmém k roviné prstence tokamaku. Existuje i
analogicka radidIni nestabilita, tedy smrStovani a roztahovani plazmatického prstence. Vétsi
vyznam té vertikalni je dan tvarovanim plazmatu, pouZivaném v modernich tokamacich. Jejich
toroidalni pole ma (mimo jiné) kvadrupdlovou slozku, kterd zuzuje prirez plazmatu
v radialnim sméru, zatimco na vysku jej roztahuje [1, 2, 3]. Tento vliv zapocteny samotny by
mél za nasledek existenci stabilni rovnovazné polohy v tom sméru, v némzZ je plazma
stlacovano, zatimco v kolmém sméru by jedina rovnovaha byla nestabilni. V redlném zarizeni
ptisobi na polohu plazmatu i jiné vlivy, ovSem zna¢ny nepomeér mezi vertikdlni a radialni
nestabilitou je i tak pozorovan [3].

Proti rychlym pohybim plazmatického sloupce pomaha vyrobit komoru tokamaku vodivou.
Predstavu o jejim vlivu lze ziskat z predpokladu, Ze plazma se pohybuje spole¢né se svym
magnetickym polem. To indukuje vifivé proudy ve sténé komory, a jejich vlastni magnetické
pole pohyby plazmatu brzdi. Casova konstanta vertikalni nestability u tokamaku COMPASS
(vybaveného vodivou komorou) se pohybuje v fadu desetin milisekundy; Hypoteticka ¢asova

konstanta s nevodivou komoru by byla o dva aZ tri rady kratsi. Pritom plati, Ze vétsi tokamaky
maji vétsi casovou konstantu [4].

Proti pomalejSim pohyblim je stabilizace virivymi proudy méné ucinna, protoze material
komory miva nenulovou rezistivitu a vitivé proudy vyvolané pomalym pohybem plazmatu se
v ném staci utlumit diive, nez by stacily ten pomaly pohyb zbrzdit [1]. Je tedy vhodné doplnit ji
aktivni stabilizaci vyuZivajici senzory polohy, elektroniku a civky schopné dostatec¢né rychlych
zmén magnetického pole. Aktivni stabilizace se pro zménu hodi k ovliviiovani pomalejSich
pohybtli plazmatu. Jeji reak¢ni doba je totiz dana nejen rychlosti Sifeni elektromagnetického
pole mezi plazmatem a komorou, ale také rzné sloZitym zpracovanim signalu, setrvacnosti
ridicich civek a dobou pronikani pole ridicich civek skrz vodivou sténu (to posledni v pripadé,
Ze jsou civky umistény mimo komoru) [4].

Je fada moZnosti, jak ziskat idaje o poloze plazmatu, vhodné pro néjaky navazujici regulator.
V zajmu optimalizace rychlosti se vétSinou omezujeme na takové metody, které nevyzaduji
moc dlouhé zpracovani signalu. Obvykle pouzivanou diagnostikou jsou riizné druhy senzort
magnetického pole. Prepocitat vystup vhodné zvolenych senzorli na polohu plazmatu miize
byt pomérné primocaré, casto na to staci analogové obvody [2]. Dosud neustavajici vyvoj
elektroniky nam ovSem dovoluje i komplikovanéjsi postupy.

Detektory mékkého rentgenového zareni predstavuji dalsi z diagnostik pouZitelnych k urcent
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polohy plazmatu. Zatimco s magnetickymi senzory lze odhadovat polohu mista s nejvyssi
proudovou hustotou [5], pti pouziti detektorti mékkého rentgenového zareni lze jako polohu
plazmatu chdpat naptiklad polohu maxima emisivity v zaznamendvaném spektru. Signal
detektorti zareni neni vysledkem ¢asové integrace (na rozdil od v soucasnosti pouZivanych
magnetickych senzorii), a odchylka od spravné hodnoty se tudiz s ¢casem nezvétsuje. Pro tucely
této prace podstatnou nevyhodou je fakt, Ze je pomérné sloZité ziskat z jejich dat néjaké
praktickeé udaje, jako je pravé poloha.

Patrné nejslozitéjsi, ale také nejuniverzalnéjsi cestou k urceni polohy plazmatu z detektort
zatreni je tomografie. V minulosti byla vyvinuta fada algoritmi pro rtizné rychlou a rtzné
kvalitni tomografii. Nékteré z nich jsou jiZ nyni natolik ¢asové optimalizované, Ze pri pouZiti
primérené vykonného hardwaru lze uvaZovat o jejich uplatnéni v rizeni tokamaku v realném
Case. Mimo to se nabizi dalsi optimalizace s vyuZitim hardwaru specializovaného na dany ukol.

Vhodnym hardwarem se zdaji byt programovatelna hradlova pole, jejichZ technologie se
v posledni dobé rychle rozviji. Tato zarizeni maji nékteré schopnosti podobné integrovanym
obvodim vyrabénym na miru, ale z vyroby jsou univerzalni a na miru konkrétnim uceltim se
pouze programuji. Diky tomu jsou dostupna i pro malé aplikace (vyZadujici pouziti specialniho
obvodu jen na jednom nebo nékolika mistech), mezi které patrné rizeni tokamaku patfi.



2 Zpétnovazebni rizeni tokamaku COMPASS

Tokamak COMPASS je vybaven radou diagnostik, které maji dohromady vice nez 1000
vystupnich kanalg, digitalnich i analogovych (posléze digitalizovanych). Vzorkovaci frekvence
téchto kanalu jsou pomérné riiznorodé. Nejvyssi z nich dosahuji 2 GHz, cozZ je uzitecné pro
méreni Thomsonova rozptylu nebo pro reflektometrii [6]. Detektory mékkého rentgenového
zareni a bolometry pracuji s frekvenci 2 MHz. Takova frekvence umoznuje studium rozlicnych
nestabilit a turbulenci v plazmatu, ale také poskytuje zna¢nou rezervu pro piipadné vyuziti ve
Zpétné vazbé.

V soucasnosti je na COMPASSu pouZzita zpétna vazba k rizeni vertikalni a horizontalni polohy
plazmatu, proudu plazmatem, hustoty a tvarovaciho magnetického pole [6]. Nékteré z téchto
veli¢in se vyvijeji pomaleji neZ jiné, a jejich zpétnovazebni fizeni tedy nevyzaduje tak rychlé
vypocty, pripadné tak casté opakovani vypocti. Na COMPASSu je tudiz zpétna vazba rozdélena
na rychlou a pomalou, pricemz ta rychla ridi polohu plazmatu, zatimco pomala ridi ostatni
parametry [6, 7].

Algoritmy pocitajici veliciny urcené k regulaci (a dalSi véci potfebné v redlném case) jsou
realizovany oddélenymi bloky napsanymi v C++, které jsou béhem vyboje spousStény ve
frameworku jménem MARTe (Multithreaded Application Real-Time executor). Podle
poZadované rychlosti jsou tyto bloky rozdéleny do dvou vlaken, z nichZ jedno opakuje své
vypocty kazdych 50 mikrosekund a druhé kazdych 500 mikrosekund (témto dvéma vlaknim
odpovida rozdéleni algoritmi na rychlou a pomalou zpétnou vazbu).

Na vystupy zminénych algoritml navazuji reguladtory a na né aktuatory, které svou c¢innosti
ovliviiuji plazma. K rizeni polohy (vertikalni a radialni) se pouZzivaji dva "rychlé" tranzistorové
zesilovace, pracujici s frekvenci 40 kHz [8]. KaZdy ze zesilovacl napdji zvolenou kombinaci
civek (vinuti F) vytvarejicich v komote tokamaku poloidalni pole; Civky pro tizeni vertikalni
polohy generuji pole s prevaZzujici radialni slozkou, civky ridici radialni polohu maji pole
priblizné vertikalni. Dalsi sady poloidalnich civek, slouzici k Fizeni proudu plazmatem (M),
tvaru plazmatu (S) a k vytvoreni horizontalni rovnovazné polohy (E), jsou napdajeny
pomalejSimi tyristorovymi zdroji [8]. Kromé civek existuji i dalS$i prvky povaZované za
aktuatory, napriklad hustota je rizena napousSténim plynu pres piezoelektricky ventil [6].

Hardware pro algoritmy zpétné vazby ma podobu dvou skiini standardu ATCA. Kazda skrin je
vybavena deskou s procesorem, na némz bézi MARTe, a nékolika dalSimi deskami slouzicimi
ke sbéru dat. Na deskach sbirajicich data neni procesor, zato je tam programovatelné hradlové
pole fady Xilinx Virtex 4 a 32 osmnactibitovych AD pievodniki se vzorkovaci frekvenci 2 MHz.
Programovatelnd hradlova pole jsou vyuzivana mimo jiné k casové filtraci vystupti AD
prevodnikii a naslednému sniZeni vzorkovaci frekvence na 20 kHz. Data se sniZenou
vzorkovaci frekvenci predstavuji vstup pro MARTe [7].

2.1 Vypocet polohy plazmatu

Z vice nez 400 magnetickych senzori instalovanych na tokamaku COMPASS [9] se dnes
k detekci polohy plazmatu pouzivaji dva typy: Rogowského civky (IPR, Internal Partial



Rogowski) a civky zvané flux loops. Civky IPR se nachdazeji na vnitfni sténé komory a méri tu
slozku poloidalniho pole, ktera je rovnobézna se sténou. Je jich 16, v poloidalnim sméru
pravidelné rozmisténych kolem komory [9]. Napéti na nich méfrené je tmérné casové derivaci
magnetického pole, takZe k urceni pole samotného je potreba jejich signal integrovat. Flux
loops jsou jednoduché zavity v toroidalnim sméru, rozmisténé na sténé komory v osmi
poloidalnich polohach. Méri cirkulaci elektrického pole v toroidalnim sméru, po casové
integraci pak poloidalni magneticky tok [9]. Na obrazku 1 je znazornéno umisténi vSech
zminénych civek na priirezu komorou.

Vztah mezi Gidaji magnetickych senzort a polohou plazmatického sloupce neni jednoduchy,
ackoli algoritmus pouZivany k vypoctu polohy je dostate¢né rychly pro pouziti v realném cCase.
Ze signalli nékolika vybranych civek se spoctou dvé linearni kombinace, o nichz je znamo, Ze
urcuji polohu plazmatu ve dvou smérech dostatecné jednoznacné; Drive byly pouzivany dvé
kombinace Rogowskeého civek, v soucasnosti jde o jednu kombinaci Rogowského civek a jednu
kombinaci flux loops [5, 7]. Ziskané hodnoty se na polohu prepocitaji pomoci vyhledavaci
tabulky. Vhodné kombinace civek byly urceny z numerického modelu, ktery pocita s predem
definovanymi profily proudové hustoty s volitelnou polohou stredu. Z tohoto modelu pochazi i
pouZzivana vyhledavaci tabulka [5].

Vypocet, od ziskani dat ze senzorli po urceni parametri pro rychlé zesilovace, trva priblizné
12 ps [7]. Dalsi zpozdéni ve smycce zpétné vazby pochazi od sériovych komunikacnich linek
mezi pocitaci a tokamakem, zpracovanim dat elektronikou ridici rychlé zesilovace a faktem, Ze
zesilovaCe nereaguji okamzité, nybrz jen v diskrétnich okamZicich oddélenych 25us periodou.
Ptred nedavnou optimalizaci dosahovalo celkové zpoZdéni (mezi naméfenim dat a zdsahem
aktuatorti) 90 az 140 ps [7]. Casova konstanta vertikalni nestability na COMPASSu &ini
priblizné 500 mikrosekund, presto se vSak ukazuje, Ze v nékterych konfiguracich plazmatu je
takové zpozdéni moc velké [7].
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Obr. 1: Rozmisténi Sestnacti IPR civek (modfe) a osmi flux loops (Cervené)
na fezu komorou tokamaku COMPASS; Prevzato z [7]



2.2 Detekce mékkého rentgenového zareni

Mékké rentgenové spektrum plazmatu v tokamaku ma ¢arovou i spojitou slozku. Cary
pochazeji predevSim od relativné tézkych necistot, které zlstavaji i pii tokamakovych
teplotach jen Castecné ionizovany. Spojitd ¢ast je tvorena brzdnym zarenim, vznikajicim pri
srazkach elektronti s ionty. Hustota vykonu brzdného zareni silné zavisi na teploté a hustoté
plazmatu, coz ¢ini mékké rentgenové zareni vhodnym ke sledovani rady nestabilit, které
teplotu a hustotu ovliviiuji, ale také k urcovani polohy nejteplejsi oblasti v plazmatu [10].
Kromé toho brzdné zareni zavisi na obsahu tézkych necistot; Mékka rentgenova diagnostika se
pouziva ik jejich lokalizaci [10].

Na COMPASSu se k detekci mékkého rentgenového zaieni pouZzivaji fotodiody fady AXUV™. Jde
o kfemikové diody s PN prechodem, schopné mérit Siroké spektrum elektromagnetického
zareni (priblizné od jednotek elektronvoltii po jednotky Kkiloelektronvoltii) [11]. Vzhledem
k této vlastnosti jsou tyto diody pouzity i jako bolometry, byt zavislost jejich odezvy na energii
fotonl neni tak jednoducha jako u tepelnych bolometrii. Pfed ty detektory, které maji mérit
mékké rentgenové zareni, se umistuje vhodny filtr, naptiklad beryliova félie o tlouStce 5 pm.
Takto zastinéné AXUV diody jsou citlivé na zareni o energii vyssi nez priblizné 500 eV [11].

Prostorové rozliSeni bolometr i mékkych rentgenovych detektori je umozZnéno dirkovou
komorou. Detektor ma podobu 20 nebo 35 AXUV diod v poloidalné orientované radé. Mezi
diodami a plazmatem je vloZeno stinitko se Stérbinou propoustéjici zareni. Tim je dosaZeno
rozliSeni 20 nebo 35 uhli (méfenych od Stérbiny) v poloidalnim smeéru, rovnobézném
s paskem diod. V dal$im poloidalnim sméru, tedy podél zornych dhla jednotlivych diod, je
signal integrovan, protoZe plazma je pro mérené zareni prihledné. Ve sméru toroidalnim tento
druh detektoru zadné rozliSeni neposkytuje, pokud neni pouzito vice detektord v riaznych
toroidalnich thlech (na COMPASSu neni); Nezbyva tedy neZ predpokladat v tomto sméru
néjaky druh symetrie.

V soucasnosti jsou na COMPASSu nainstalovany tfi dirkové komory pro mékké rentgenové
zatreni, dvé z nich s 35 diodami, tieti se 20 diodami; Na obrazku 2 je schéma jejich zornych
uhld. Podobné tfi dirkové komory slouZi jako bolometry. Data ze vSech dirkovych komor jsou
sbirana s frekvenci 2 MHz [6]; Za Uicelem omezeni Sumu se tato data priméruji pres delsi
Casovy interval.

2.3 Tomografie

Ze signalti mérenych nékolika dirkovymi komorami s prostorovym rozliSenim v jednom sméru
lze (za néjakych predpokladd) rekonstruovat dvojrozmérny obraz, odpovidajici rozloZeni
emisivity na prlrezu komorou. Tomografie je obecny nazev pro metody k tomu ucelu
pouzivaneé.

Existuje fada tomografickych metod, vhodnych pro razné situace. Pokud je k dispozici
dostatetné mnozstvi dat, tj. detektory sleduji objekt z mnoha rlznych smérd, da se
k rekonstrukci pouZit filtrovand zpétna projekce nebo nebo néktera z ji pribuznych metod.
V zasadé jde o to, Ze s detektory zaznamenavajicimi signal z objektu zachazime jako se zdroji,
které sviij signal do métené oblasti promitaji. Ziskana rekonstrukce je priblizna (tim presnéjsi,

1 Vykladano jako Absolute X-ray UltraViolet, Absolute eXtreme UltraViolet, ptipadné Absolute eXtended UltraViolet
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¢im lépe je sledovana oblast pokryta detektory) a vyskytuji se v ni typické artefakty, které se
daji ¢asteCné odstranit filtraci signalti pred zpétnou projekci. Jeji zasadni vyhodou je nizka
vypocetni ndrocnost, a tedy pouZitelnost i pro velka rozliSeni vysledného obrazu [12]. Za cenu
nékolikanasobného zvysSeni vypocetni naroCnosti se daji jeji vystupy zlepSit iterovanymi
opravami [12]. Popsané vlastnosti predurcuji filtrovanou zpétnou projekci k pouziti v radé
medicinskych aplikaci, kde je poZadovano vysoké rozliSeni, a pritom je k dispozici dostatecné
mnozstvi dat (napriklad diky tomu, Ze se da detektory otacet kolem pacienta).

V tomografii plazmatu byva dat pomérné malo (viz obrazek 2). Proto je nutné zavést urcita
zjednodusSeni, jako jsou predpoklady o symetrii nebo hladkosti rekonstruovaného obrazu.
Napriklad pokud lze predpokladat, Ze profil emisivity je kruhové symetricky, 1ze této symetrie
vyuzit a rekonstruovat obraz z dat nameérenych jedinou dirkovou komorou [10]. Matematicky
zaklad pro prislusny algoritmus predstavuje Abelova transformace. V fadé pripadi (jako je
méfeni polohy plazmatu) ovSem takovéto pribliZeni nestaci, a je tfeba pouZit obecnéjsi
metody.

Po zavedeni pripadnych symetrii spociva obvykly dalsi postup ve vyjadreni vSech pripustnych
feSeni (obrazli) ve tvaru linedrnich kombinaci kone¢né mnoZiny bazovych funkci. Bazovymi
funkcemi mohou byt pixely, tedy funkce konstantni na zvolené oblasti, jinde nulové a navzajem
se neprekryvajici, nebo néjaké hladsi funkce, jako jsou Zernikovy polynomy do zvoleného radu
[10]. Dale pro kazdou z bazovych funkci uré¢ime, jaky vliv ma ji odpovidajici profil emisivity na
udaje jednotlivych detektorii. Tim ziskdme matici koeficientli pro prepocet obecného obrazu
(z mnoziny pripustnych) na signaly detektord. Abychom ze signalt ziskali obraz, je treba
vzniklou soustavu linedrnich rovnic vyreSit. Kvili tomu ma tato metoda vyssi vypocetni
naroc¢nost nez filtrovana zpétna projekce, u niZ se jen nasobi vektor pfedem danou matici’.

SXR geometry
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Obr. 2: Sméry pohledu mékkych rentgenovych detektord na tokamaku COMPASS;
Prevzato z [13]
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2.4 Tichonovova regularizace

Zatimco filtrovana zpétna projekce muize poskytovat neptresna reseni, u druhé z popsanych
metod to v idedlnim pripadé nehrozi; Idedlni je, kdyZ mnoZina predpokladanych reSeni
zahrnuje reSeni skutecné, a zname s dostatecnou presnosti data i matici koeficient. Na rozdil
od zpétné projekce mize ovSem byt vysledek explicitniho FeSeni soustavy linearnich rovnic
nejednoznacny. To nastava tehdy, kdyZ matice soustavy neni regularni (naptiklad kdyzZ je
bazovych funkci vice nez detektort, coZ je typicky pripad [14]).

Dal$im problémem je skuteCnost, Ze tomografickd tloha byva Spatné urcend (ill-posed)
[10, 14]. To predevSim znamena, Ze jeji FeSeni (respektive mnoZina jejich resSeni) silné zavisi
na datech. V pripadé, Ze je v datech pritomen Sum, lze ocekavat, Ze Sum bude vidét i
v nejlepsim z presnych reSeni, a bude zesileny. K ziskani pouzitelného vysledku i v takovémto
pripadé se pouzivaji techniky znamé jako regularizace. Vysledné reSeni nesplituje ptivodni
ulohu presné, ale droven Sumu v ném mize byt vyrazné sniZena.

Jedna z pouzivanych regulariza¢nich metod je zaloZena na rozkladu na singuldrni hodnoty
(singular value decomposition, SVD). Jde o vyjadreni matice jako soulinu tfi jinych matic,
znichZ dvé jsou ortogondlni a jedna diagonalni (Cisla na jeji diagonale jsou ty singuldrni
hodnoty). Linearni soustavy s ortogonalni matici se resi snadno, proto lze SVD vyuZit Cisté
jako prostredek k reSeni obecnych soustav. Kromé toho ale také lze po provedeni rozkladu
nahradit vysledné matice jinymi, s vynechanymi radky a sloupci odpovidajicimi malym
singularnim hodnotam. Re$eni takto upravené ulohy predstavuje pribliZeni feseni presného,
ale na datech zavisi stabilné. Metoda je znama jako truncated SVD [10].

VVev

emisivita, se daji s pomoci SVD a podobnych metod vypocitat samostatné, aniz bychom
rekonstruovali cely obraz a tyto veliiny vypocitali z néj. Tento postup je velmi rychly (viz
napt. [15]). Predpoklada se pii ném ovSem, Ze znadme matici tomografické ulohy predem a
miiZeme predem spocitat jeji SVD. Kromé toho je velmi obecny, nevyuzivd Zadnych
dodatec¢nych znalosti, které o plazmatu mizeme mit, coz je nevyhoda, pokud je mame [10].

Dalsi, zajimavéjsi regularizacni metodou je Tichonovova regularizace. Oproti predchozi metodé
vyZzaduje mit o plazmatu i jiné informace neZ ty, které zaznamenavaji detektory (a-priori
informace). S témito informacemi hleddme obraz, ktery s primérenou presnosti resi
tomografickou soustavu rovnic, a pritom dostate¢né dobte spliiuje a-priori o¢ekavani [10, 16].
Pokud zapiSeme rovnici neregularizované tomografické ulohy jako

Tg = f, (1)

kde f; je udaj j-tého detektoru a g; koeficient i-té bazové funkce, pak uloha po Tichonovové
regularizaci vypada takto:

ITg— fI* + A0(g) = min. (2)

Pismeno O znaci hodnotici funkciondl (Objective functional) vyjadiujici a-priori predpoklady,
pricemzZ nizsi hodnota O(g) znamena, Ze reSeni g 1épe spliiuje podminky.

Hodnotu parametru A (kladné realné Ccislo) musime zvolit podle naSich predstav o
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kompromisu mezi tomografickou rovnici a hodnoticim funkciondlem. Jednim z oblibenych
kritérii, jak zvolit A, je L-krivka. Nékdy se ukazuje, Ze pro hodnoty A mensi neZ néjakd mez je
hodnota funkciondlu O ve vztahu (2) mnohem mensi neZ hodnota prvniho ¢lenu, zatimco pro
A vétsi nez ta mez je to opacné. Vhodnym kompromisem mezi reSenim rovnice a splnénim a-
priori podminek se pak zda byt volba A blizkého zminéné mezi [16]. Parametricky graf v
soutradnicich odpovidajicim logaritmu ¢lent || T g - f ||* a O(g) parametrizovanych A by v
takovém pripadé mél mit tvar L. Jinou moZnosti je zvolit A tak, aby ¢len || T g - f||* (kvadrat
normy rezidua) nabyval néjaké dané hodnoty; Tato hodnota miiZe odpovidat tomu, jakou
urovent Sumu oc¢ekdavame ve vektoru f (ale ne v g). V obou ptipadech je kviili volbé A potieba
vyresit ulohu (2) mnohokrat, pokazdé s jinym A.

2.5 Minimalizace Fisherovy informace

Jednou z véci, které o profilu emisivity plazmatu vime, je, Ze v mistech mimo komoru
tokamaku je emisivita nulova. Pokud defini¢ni obor tomografické rekonstrukce do téch mist
zasahuje, mizeme této znalosti vyuzit jako a-priori informace. K uUplné regularizaci
tomografické rovnice to ovSem nestaci [10]; V pixelovém piipadé stale zbyva dost pixeld,
k jejichZ hodnotam se tato podminka nevyjadruje.

Dale lze predpokladat, Ze profil emisivity plazmatu je spojity, ba dokonce hladky [10, 14].
Hodnotici funkcionadl odpovidajici této podmince muiize mit podobu kvadratu normy néjaké
kombinace prostorovych derivaci (respektive konecnych diferenci) profilu emisivity
reprezentovaného vektorem g. Zhruba plati, Ze nulté a prvni derivace vedou k vysledkiim
s podhodnocenymi hodnotami emisivity; Casto pouZivanou volbou jsou druhé derivace, které
podhodnocuji emisivitu o néco méné. Vzhledem k tomu, Ze rekonstruovany obraz ma dva
prostorové rozméry, lze volit derivace izotropni nebo preferovat néktery smér. Pokud zname
tvar magnetického pole, miizeme piredpokladat, Ze ve sméru sledujicim povrchy konstantniho
magnetického toku bude profil hladsi neZ v kolmém sméru [10, 14].

Prace [17] navrhuje vyuziti jeSté jiného funkcionalu, ktery ma vyznam hladkosti; Ve
dvojrozmérné pixelové podobé ho lze zapsat takto:

(6,9,)+(2,9,)
27

0(g) = (3)

Tomuto funkciondlu se rika Fisherova informace, pro jeho souvislost se stejnojmennou
veli¢inou z matematické statistiky?. Podoba se kvadratu normy prvni derivace, ale ptispévky
derivaci v jednotlivych pixelech jsou déleny hodnotou daného pixelu. Motivaci pro zavedeni
takto definovaného funkcionalu byla snaha omezit podhodnoceni vysky pikd v profilu
emisivity, ke kterému dochazi pri pouZiti obycejné prvni nebo druhé derivace; Hladkost
profilu je poZadovana prednostné v mistech, kde je absolutni velikost emisivity mala.

Praxe (testovdni na umélych datech) ukazuje, Ze pouZiti Fisherovy informace v roli
hodnoticiho funkciondlu skutecné zlepsi presnost rekonstruovanych vysek pikli a rozliseni

2V matematické statistice Fisherova informace vyjadiuje vztah mezi pravdépodobnostnim rozdélenim zavislém na néjakém
parametru a hodnotou toho parametru; Zde bereme za parametr i nahodny jev polohu pixelu, a hodnotu emisivity v pixelu
interpretujeme jako pravdépodobnost realizace dané polohy [17]
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nékterych detailli ve srovnani s nevazenou prvni a druhou derivaci [17]. Jeji nevyhodou je fakt,
ze umi velikosti pikdi kromé podhodnocovani i nadhodnocovat, takZe nemiize byt
interpretovana jako jejich dolni odhad [10].

2.6 Casova optimalizace vypoétu

Vypocet vektoru konecnych diferenci z vektoru g (s vhodnym osetifenim podminek na okraji
rekonstruovaného profilu) lze zapsat jako soucin g s vhodnou matici. Cela leva strana ulohy
(2) je tudiZz kvadratickou funkci g, a dlohu lze vytesit pomérné primocare. Levou stranu
analyticky zderivujeme podle jednotlivych slozek g, ¢imZ dostaneme soustavu linedrnich
rovnic pro g, kterou nasledné vytesime nékterym z algoritmi k tomu urcenych. Kdyz lze
hodnoticf funkcional vyjadtit jako 0(g) = ||H g|f, ma tloha po derivaci tvar

(T"T+AH'H)g = T'f. (4)

JelikoZ parametr A obvykle nezname predem, je tfeba ho urcit az béhem vypoctu, podle
nékterého z vysSe popsanych kritérii. Vzhledem ke sloZitosti zavislosti pouZivanych kritérii na
hodnoté A k tomu ukolu pristupujeme numericky. Kritérium interpretujeme jako funkci
parametru A, jejiz hodnotu pro dané A ziskame tak, Ze vypocteme g z tlohy (2) s dosazenym A,
a vysledné g dosadime do kritéria. Nyni hleddme minimum (maximum) této funkce nebo jeji
prichod néjakou hodnotou; Na COMPASSu se pouZziva podminka na velikost Sumu v datech,
takZe nejde o minimalizaci, ale o hledani korene [18].

Vypocet funkéni hodnoty popsané funkce je pomérné narocny, proto je dobré k hledani korene
rychle konvergujici metodu. Nabizi se metoda secen, ktera méa rad konvergence priblizné 1.6,
pricemZ nevyzaduje znalost derivace. V nékterych pripadech se ovSsem ukazuje, Ze z hlediska
stability je lepsi pouZit napriklad metodu tétiv, byt formalné konverguje pomaleji [19].

Fisherova informace situaci jeSté zhorsuje, protoZe neni kvadraticka, a po derivaci se z ulohy
(2) stane soustava nelinedrnich rovnic pro g, kterou je také nutné tesit iteracné. Jednim
moznym postupem je pouzit pro vazeni prispévki derivaci do normy néjaké priblizeni g misto
jeho skutecné hodnoty, kterd je v iloze neznamou. Tim se dloha vrati do kvadratického tvaru,
ktery vytreSime vCetné urceni vhodné hodnoty A. Vypoctené g pouZijeme v dalSim iteracnim
kroku k vazeni derivaci. Takovychto cykli je treba provést tii [20] az Sest [21], podle
pozZadované presnosti priblizeni Fisherovy informace.

Popsany postup pocita se dvéma vnorenymi iteracnimi cykly. "Vnéjsi" cyklus zpresiuje
pribliZeni funkcionalu Fisherovy informace; V kazdém jeho kroku je tfeba provést priméreny
pocet krokt "vnitiniho" cyklu, ktery hleda A; V kazdém kroku vnitiniho cyklu se fesi soustava
linedrnich rovnic. Existuje fada moZnosti, jak tento postup urychlit.

Zminéna soustava linearnich rovnic ma jednu rovnici pro kazdy pixel vysledného obrazku.
Nabiz{ se tedy zrychlit vypocet sniZzenim poctu pixelli. Pomérné snadné je vynechat z vypoctu
ty pixely, jejichZ emisivita musi byt nulova (mimo komoru); Je pouze tieba smysluplné vyjadiit
okrajové podminky v hodnoticim funkciondlu, kdyZ okraj kopiruje tvar stény komory. Dale
miZeme snizovat rozliSeni (zvétSovat pixely), ovSsem zda se, Ze od jistého rozliSeni nize
rekonstrukce postupné ztraci svou presnost [21]; Pfesnost je zde posuzovana podle normy
rozdilu vektoru pixeli pouzitého jako fantomovy profil a vektoru rekonstruovanych pixeld, a
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ne napiiklad podle odchylky urc¢ené polohy plazmatu. Dalsi problém se sniZovanim poctu
pixell je, Ze ¢im mensi rozliSeni mame, tim mensiho ¢asového zlepSeni dosadhneme jeho
dal$im zmensSenim. Cela Gloha miZe mit asymptotickou ¢asovou sloZitost napiiklad O(n*), kde
n je pocet pixelq, ale pti malém poctu pixell se projevi ty ¢asti vypoctu, jejichz casova sloZitost
je v n linearni, nebo na n nezavisi viibec [18].

Jinou moznosti urychleni je pouzit stejné vahy derivaci a stejnou hodnotu A pro vice snimkd.
Tyto snimky by mély byt podobné, napriklad zaznamenané béhem Kkratkého cCasového
intervalu. Jako pribliZeni vah pak Ize pouzit prevracené hodnoty emisivity priimérované pies
vSechny uvaZované snimky [20]. Res$i se pak jedna soustava rovnic s vice pravymi stranami,
pricemz kazda prava strana odpovidd jednomu snimku. Vysledkem je nékolikandasobné
(v zavislosti na poctu snimkid najednou) urychleni celkového vypoctu za cenu nepiesnosti
pouzitého pribliZeni Fisherovy informace. Z hlediska vypoctu v redlném case je Spatné, Ze tato
metoda nezkrati ¢as mezi vstupem dat a vystupem vysledku (ve skutecnosti ho prodlouzi,
zejména uvazime-li, Ze je treba pockat na data z vice okamziki).

Prace [19] podava dalsi navrh, jak urychlit vypocet. Oba cykly se daji sjednotit tim, Ze misto
konstantniho pribliZeni g pro vazeni derivaci pouzijeme v kazdém kroku hledani A vektor g
vypocteny v kroku predchozim. Metoda hledajici A musi byt pomérné robustni, aby neztratila
stopu, kdyZ se zkoumana funkce méni; Pfesto se ukazuje, Ze celkovy pocet potiebnych
iterac¢nich kroki neni vétsi nez u algoritmu se dvéma cykly, byt se v ném da vyuzit rychleji
konvergujici metoda pro A [19].

Podstatného urychleni Ize nasledné dosahnout pii vypoctu rady snimki nasledujicich po sobé
s kratkymi Casovymi odstupy. Jako pocatecni pribliZeni g pro vaZeni derivaci je mozné pouZzit
vysledek z predchoziho snimku; Podobné lze pouzit hodnotu A z predchoziho snimku.
Vzhledem k tomu, Ze po sobé nasledujici snimKky jsou si asto velmi podobné, miiZe se sniZit
pocet iteracnich krokl pouzivanych k upiesnéni jednotlivych snimki; Pro vypocty v redlném
Case muze dokonce stacit jeden iterac¢ni krok na kazdy snimek [19]. Vysledek pro zvoleny
snimek pritom nezaleZi na datech z nasledujicich Cast, takze sniZeni poctu iterac¢nich kroki
vskutku odpovida zkraceni ¢asu mezi vstupem dat a vysledkem. Metoda se da zrejmé pouZit i
v pripadé kvadratickych hodnoticich funkcionald, kdy se z predchozich snimki pouzije pouze
odhad A.

V pripadé, Ze je pocet iteracnich krokii omezen ¢asem misto pozadované presnosti vysledku,
muizou byt vystupy algoritmu nepresné. K tomu muze dochazet napriklad pii rychlych
zméndach profilu emisivity plazmatu, tedy v situaci, kdy predchozi snimek neni dobrym
priblizenim dalSiho snimku. Prace [19] navrhuje rozpoznavat poSkozené snimky pravé podle
vhodné normy rozdilu po sobé jdoucich snimki, a vyloucit je z pripadnych zpétnovazebnich
algoritmi. K tomu je ovS§em dobré, aby téch poSkozenych snimki bylo relativné malo.
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3 Vyuziti programovatelnych hradlovych poli

Programovatelné hradlové pole je integrovany obvod, jehoZ struktura muZe byt rozsahle
konfigurovana. Jeden druh soucastky tak mize byt optimalizovan pro rozlicné ucely.
Konfigurace pritom neprobiha ve vyrobé, ale u jednotlivych uzivateld, a u modernich obvodi
je mnohonasobné opakovatelna. Prvni dvé slova anglického oznaceni Field-programmable
Gate Array (FPGA) odkazuji pravé na tuto vlastnost.

Prvni pomérné mald FPGA byla pouZivana jako programovatelné propojeni mezi jinymi
soucastkami, které dovolovalo odstranovani nékterych designovych chyb, aniz by bylo nutné
navrhovat cely obvod znovu [22]. S rostouci sloZitosti naSla FPGA Siroké uplatnéni v digitalnim
zpracovani signali ¢i v prototypovani elektronickych obvodt.

Architektura modernich FPGA se u riznych vyrobci lis$i v menSich i vétSich detailech, zaklad je
ovSem vzdy podobny. Programovatelna struktura je tvoiena miizkou logickych blokit’, které se
dale déli na mensi obvody zvané slices. Kazdy logicky blok, respektive kazdy slice, miize
vykonavat jinou funkci, danou naprogramovanim; Jejich vzdjemné propojeni je rovnéz
konfigurovatelné. Typicky slice zahrnuje vyhledavaci tabulku, malé pamétové elementy,
pripadné dalsi jednoduché prvky. Logickych blokd byva v cipu nékolik stovek az nékolik
stovek tisic®. Kromé nich obsahuji FPGA vice specializované obvody, jako jsou vstupné
vystupni rozhrani, pamétové bloky, sc¢itacky a nasobicky, procesorova jadra, nékdy dokonce
analogové obvody [23].

Podobné jako obvody ASIC® umoziuji FPGA vyznamné urychleni nékterych vypocta
v porovnani s po¢itdnim na konvenénim procesoru® [24]. Pro fadu aplikaci jsou ov§em FPGA
vhodnéjsi. Navrhovy cyklus jejich firmwaru (jak se rika strojovému popisu jejich konfigurace)
je rychlejsi a jednodussi, hlavné proto, Ze nezahrnuje vyrobu ¢ipu ani omezeni dana obtiZnou
testovatelnosti designu (pfed vyrobenim cipu Ize nanejvys provadét pocitatové simulace)
[25]. Na druhou stranu, ASIC je typicky rychlejsi, ma mensi spotiebu, a jeho vyroba ve velkych
sériich je vyhodnéjsi [26]. V nékterych pripadech je moZné minimalizovat naklady na vyvoj
obvodu tak, Ze pocate¢ni verze vyvijime na FPGA, a po dostatecném otestovani prevedeme
design do podoby ASIC. U malych aplikaci se ovSem obvykle nevyplati ani takovy postup, a
s FPGA je tedy mozné se setkat i u zarizeni v béZném provozu.

3.1 Vyvoj pro FPGA

K designu firmwaru pro FPGA je tfeba pristupovat jinak neZ u procesoru. Procesor umoziiuje
vykonavat dlouhé série operaci v jediném obvodu. V principu lze zatadit do designu FPGA
viceucelové obvody, jako jsou procesory; Problém je v tom, Ze takovy design by nebyl
vykonnéjsi neZz procesor realizovany jednoucelovym obvodem. K optimalizaci algoritmi

3 Ruzni vyrobci nazyvaji své logické bloky rtizné; Oznaceni Configurable Logic Block pouziva Xilinx.
4 Xilinx XC6SLX4 (Spartan 6): 600 slices [27], Xilinx XC7V2000T (Virtex 7): 305 400 slices [23]

5 Application-Specific Integrated Circuit, cesky obvykle zdkaznicky integrovany obvod, je zatizeni vyrabéné pro jednoho
zakaznika a pro jednu zamyslenou aplikaci

6 Procesory lze v jistém smyslu také povaZovat za ASIC, ale jejich specifickou aplikaci nenf konkrétni vypocetni algoritmus
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s vyuzitim FPGA lze ovSem pristupovat jinak. Velikost dnesnich FPGA umoZiiuje vysokou
uroven paralelismu. Je tedy mozné (a vhodné) pro kazdou ¢ast problému navrhnout specialni
obvod a vSechny tyto jednoduché obvody nakonec zaclenit do jednoho zarizeni [22]. Dil¢i
obvody pritom mohou byt jednoucelové, nemusi obsahovat infrastrukturu potrebnou pro
programovatelnost a mohou byt vysoce optimalizované. V zajmu prostorové optimalizace lze
nékteré moduly pouzivat ve vice fazich vypoctu, v fadé pripadi to ovSem miZe mit negativni
vliv na rychlost’.

Masivné paralelni algoritmy nam davaji nové moZnosti transformace mezi Casovou a
prostorovou sloZitosti. Kromé toho se u nich (a rovnéz u specializované elektroniky) objevuje
vice veli¢in popisujicich rychlost vypoctu, které Ize optimalizovat zvlast. Z hlediska algoritmt
jsou podstatné veli¢iny zpoZdéni a propustnost®: Zpozdéni je ¢as mezi vstupem dat a témto
datim odpovidajicim vysledkem, zatimco propustnost oznacuje mnozstvi zpracovanych dat
(¢i pocet uziteCnych vystupi) za jednotku ¢asu [28]. Riizné aplikace kladou rizné pozadavky
na oba druhy casové sloZitosti; Naproti tomu prostorova sloZitost je omezena velikosti
pouzitého cipu.

Podobné jako procesory vyuzivaji FPGA hodinového signalu (byt nékteré relativné
jednoduché, kombinatorické, obvody mohou fungovat i bez néj). Zpozdéni a propustnost je tak
mozné popisovat periodami tohoto signalu namisto nanosekund. To ndm umozni zavést jesté
jednu nezavislou veli¢inu popisujici ¢asovou slozitost: timing. ZjednoduSené freceno jde o
nejvyssi frekvenci hodinového signalu (takt), pti niZ obvod pracuje spravné; Pri vyssich
frekvencich se vystup dil¢ich kombinatorickych obvodii nestac¢i ustalit na spravné hodnoté
béhem jedné periody, a obvody na né navazujici dostanou Spatny vstup.

Timing lze optimalizovat rozdélovanim kombinatorickych obvodii na mensi. Pokud na sebe
tyto mensi obvody navazuji, ma rozdéleni negativni vliv na zpozdéni mérené v hodinovych
ticich. Propustnost (v ticich) pritom muzZe zistat stejna, pokud vyuZijeme pipeliningu. Pfi ném
prochazi retézem navazujicich obvodl vice balikli dat najednou (idealné tolik, kolik je
obvodii), kazdy balik v jiné fazi vypoctu. Optimalizovany obvod ma vyssi propustnost mérenou
v balicich dat za sekundu. Mnohem detailnéji je problematika ¢asové optimalizace popsana
v [28].

U FPGA je navic obvyklé mluvit o novém druhu prostorové sloZitosti: Nejde pouze o misto
v paméti, nybrz predevSim o misto, které na Cipu zabiraji pouzité logické obvody [25]. Tato
prostorova slozitost je omezena velikosti pouZitého Ccipu, tedy poctem dostupnych
konfigurovatelnych soucastek. V pripadé, Ze potifeby designu piekroci dostupné zdroje, je
treba bud’ sniZit prostorovou narocnost algoritmu (zpravidla za cenu zvySeni nékterého druhu
¢asové narocnosti [28]), nebo pouzit vétsi Cip.

Zpracovavana data mohou byt uloZena ve stejnych logickych blocich, které jsou pouZivany
k jejich zpracovani (distribuovand pamét), ale existuji také specializované blokové paméti, tedy
pamétové moduly rozmisténé mezi logickymi bloky, pripadné 1ze k FPGA pripojovat externi
pamétové moduly (pokud piiliS nezaleZi na rychlosti pristupu k paméti); To ¢ini logickou

7 Pro opakované pouzivani dil¢ich obvodi jsou optimalizovany naptiklad architektury GPU; Jejich hlavni nevyhodou je
pomalost prenosu dat [29].

8 Casto pojmenovavané anglicky, totiZ latency a throughput

17



slozitost algoritmii na FPGA do jisté miry nezavislou na sloZitosti pamétové.

3.2 VHDL

VHDL je jednim ze dvou nejrozsitenéjsSich jazykd pro popis hardware; Pismena HDL znaci
hardware description language. Podobné jako nakreslené schéma mtze kdd napsany ve VHDL
reprezentovat elektricky obvod (obvykle digitalni). Tuto reprezentaci lze pomoci k tomu
urceného softwaru zpracovat do podoby schématu a nasledné vyrobit obvod ASIC. Takeé je
mozné prekladat VHDL do konfiguracnich soubort pro rtizné architektury FPGA.

Preklad VHDL pro FPGA probiha v nékolika krocich. Béhem nich se popis obvodu méni
z pomérné obecného VHDL v reprezentace ¢im dal tim vice prizplisobené konkrétnimu
zarizeni. Mezi jednotlivymi fazemi se da chovani obvodu simulovat. K tomu slouZzi napriklad
software, ktery misto elektronickych schémat produkuje spustitelné soubory, které pak lze na
béZném pocitaCi spoustét se zvolenymi vstupy a kontrolovat jejich vystupy. Simulace
v jednotlivych fazich prekladu jsou riizné podrobné a hodi se k rozpoznavani riznych druhu
chyb [29]. Také se da s rostouci piesnosti odhadnout prostorova slozitost navrhovaného
obvodu.

Ve VHDL lIze pracovat na rznych trovnich abstrakce. Je mozné skladat obvody z jednotlivych
hradel. Kromé toho disponuje jazyk vysokodroviiovymi datovymi typy (napiiklad rtznymi
reprezentacemi celych a racionalnich Cisel), operatory a funkcemi (scitani, nasobeni,
porovnavani, bitové posuny) a dal$imi konstrukcemi, jejichZ detailni reprezentaci odvodi
software béhem nékteré z fazi prekladu. Dale lze zapouzdrit mensi ¢asti designu do entit, a
tyto entity pouzivat v dalsim kdédu jako soucastky s definovanymi vstupy a vystupy, aniZ by
bylo tifeba popisovat jejich strukturu pokazdé znovu.

Nékteré konstrukce ve VHDL nemaji svou obdobu v elektronickych obvodech, ptipadné v tom
typu obvodd, které jsme se rozhodli pouzivat. Rikame, %e nejsou syntetizovatelné, protoze
syntéza je nazev té faze prekladu, v niZ se objevi problémy (a nékdy se tak také rika vSem
fazim prekladu dohromady). Jde napriklad o ¢teni a zapis souborti, popis zpoZdéni mezi po
sobé nasledujicimi udalostmi nebo inicializace signali na zvolenou hodnotu pii zapnuti
obvodu [29]. Tyto konstrukce ovSem nachazeji vyuZiti v testovani a simulacich, kde se s nimi
naptiklad generuji signaly, které v praxi maji prichazet do obvodu zvenci; Za ucelem testovani
se obvykle k testovanému designu pridavaji moduly, které se pak ze syntézy vynechaji.

Vyrobci FPGA i jiné firmy poskytuji jiZ implementované entity (nebo software generujici tyto
entity na miru), které provadéji nékteré ¢asto pouzivané operace. Rika se jim IP jddra, pti¢emz
IP znamena Intellectual Property. Prikladem funkci IP jader mohou byt aritmetické operace
(vnéjakém sméru efektivnéjsi nez ty, které vykondavaji standardni operatory VHDL),
komunikacni protokoly nebo procesorova jadra.

Vedle VHDL se v soucasnosti k programovani FPGA pouZiva jazyk Verilog, s odliSnou syntaxi,
ale podobnym principem. Existuji i prostfedky umoziujici sofistikované kresleni schémat,
jako jsou System Generator od firmy Xilinx nebo LabVIEW FPGA od National Instruments.
Tyto grafické jazyky poskytuji jesté vySsi uroven abstrakce, a v nékterych pripadech mohou
byt prehlednéjsi nez klasické HDL. V jejich syntéze je jeden krok navic, totiz preklad
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grafického kédu do HDL [30]. Kromé grafickych jazykli se objevuji i pokusy o programovani
FPGA ve vyssich programovacich jazycich, napiiklad v riiznych dialektech C [30].

3.3 Reseni soustav linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic jsou Casto reSenym problémem, a byla pro né vyvinuta rada
riznych algoritmi. Nékteré algoritmy jsou univerzalni, zatimco jiné mohou byt rychlejsi, ale
funguji jen pro specidlni soustavy. Jednotlivé algoritmy také nabizeji rizné moZnosti
paralelizace, konkrétnéji pak rlizné moznosti optimalizace s pouZitim FPGA.

Matice soustavy FeSené pii tomografii s Tichonovovou regularizaci ma tvar T'T + AH'H,
kde T je matice koeficientli prepoctu mezi daty a pixely a H je napiiklad matice konecnych
diferenci. Parametr A je obecné rizny pro rizné snimky; Pii pouziti Fisherovy informace se
méni i H. Diky regularizaci je matice regularni, a tedy tloha jednoznac¢né reSitelna.

Z vyjadreni ptes T a H je ziejmé, Ze matice ulohy je symetrickd a pozitivné semidefinitni®.
Vzhledem k tomu, Ze matice H je volena tak, aby vysledna matice nebyla singularni, a parametr
A je kladny, je matice také pozitivné definitni. To umoziiuje pouzit k vypoctu Choleského
faktorizaci.

Pro dostatecné velké A ma matice prevladajici diagonalu (prvek na hlavni diagonale je vidy
v absolutni hodnoté nejvét$im prvkem na svém radku). To je ddno tim, Ze matice H" H ma
sama prevladajici diagonalu, pokud je odvozena z matice konec¢nych diferenci. Tato vlastnost
zarucuje konvergenci nékterych itera¢nich metod pro reseni linedrnich soustav, totiZ metody
Jacobiho [31] nebo Gaussovy-Seidelovy [32].

Matice T byva tidka, protoze do zorného uhlu jednotlivych detektorti zasahuje vzdy jen maly
pocet pixelli [18]. Matice H je také ridka; Vyjadriuje-li napriklad prvni konecné diference,
piislusi typickému pixelu (a tudiz typickému fadku) dva nenulové prvky. Diky tomu je ridka i
matice feSené ulohy. To umozinuje zavést optimalizace pro radu vysSe zminénych algoritmu
[33]. Z hlediska algoritmické sloZitosti jde ovSem o zhorsSeni. Kromé toho, pro malé pocty
pixeldl je matice T méné tidka, coz vede k mensSimu zlepSeni pri pouziti ridkych algoritmi;
Obrazek 3 ukazuje priklad vyvoje ridkosti feSené matice v zavislosti na poctu pixelt.

3.4 Gaussova eliminace

Predpokladejme soustavu n rovnic pro n neznamych, tedy soustavu s matici rozméru n x n; U
tomografické ulohy n odpovida poctu pixeld. Pro zjednoduSeni dal$ich tivah predpokladejme,
Ze matice soustavy je regularni, coz matice regularizované tomografické ulohy je.

Algoritmus Gaussovy eliminace ve své nejznamé;jsi podobé pocita s obdélnikovou rozsirenou
matici soustavy, v niz prvnich n sloupcii je tvoreno sloupci ptivodni matice soustavy, a jako
posledni sloupec dosadime vektor pravé strany. S touto rozsifenou matici provadime rddkové
upravy, ¢imz prevedeme plvodni soustavu rovnic na jinou, ekvivalentni soustavu, tedy
soustavu se stejnou mnoZinou fe$eni. Radkové tpravy volime tak, aby matice nové soustavy
byla trojuhelnikova (tj. napiiklad vSechny prvky pod hlavni diagonalou méla nulové).

9 Matice A4 je pozitivné semidefinitni, kdyZ v'4v > 0 pro libovolny vektor v; Pozitivné definitni, kdyZ v'4v > 0 Vv
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Obr. 3: MoZn4 zavislost podilu nenulovych prvki v matici regularizované tomografické tlohy
na poctu pixeld (pocitano pro detektory mékkého rentgenového zareni na COMPASSu)

Mezi tadkové Upravy patii pricteni ndsobku jednoho z rdadkii k jinému rddku a zdména poradi
radki. Mame-li CasteCné upravenou rozsifenou matici, jejichZz prvnich k radkd ma
trojuhelnikovy tvar, mizeme odecist vhodné nasobky k-tého radku od vSech nasledujicich
radka tak, aby se v k-tém sloupci kazdého z nich objevila nula; Tim jsme ziskali matici
s prvnimi k+1 radky ve spravném tvaru. Pokud k-ty fadek ma na k-tém misté nulu, a nelze tedy
najit jeho "vhodné nasobky", vyuZijeme operaci zameény poradi radku.

Soustavu s trojuhelnikovou matici umime vytesit pomoci zpétného dosazovdni: VyieSime
rovnici v kouté trojuhelnika, ktera obsahuje jen jednu neznamou; Ziskanou hodnotu dosadime
do té rovnice, kterd ma neznamé dveé, ¢imz ziskame dal$i rovnici s jednou neznamou; Takto
postupujeme, dokud nevypocteme hodnoty vSech neznamych.

Kéd 1 ukazuje moZnou implementaci Gaussovy eliminace v C++; Podle tfi vnorenych cykli je
ziejmé, Ze Casova sloZitost neparalelizovaného (sekvenéniho) algoritmu je O(n®). Cast kédu
provadéjici zpétné dosazovani ma slozitost O(n?).

Drobnou modifikaci Gaussovy eliminace je metoda nékdy oznaCovana jako Gaussova-
Jordanova eliminace [34]. Pfi ni pomoci radkovych uprav prevedeme matici soustavy do
diagonalniho tvaru, respektive do tvaru jednotkové matice (s vyuzitim nové operace, ndsobeni
radku nenulovym cislem). Zpétné dosazovani pak neni tieba, protoZe ve vSech rovnicich se uz
vyskytuje jen jedna nezndma (v kazdé rovnici jind). Radkovych tiprav je ovem tfeba provést
dvojnasobny pocet, procez je sekvencni varianta Gaussovy-Jordanovy eliminace pomalejsi nez
prvni popsany algoritmus.

Dal$im algoritmem piibuznym s Gaussovou eliminaci je LU faktorizace. Pfi ni se pracuje
s nerozSifenou matici, a je tedy nezavisla na pravé strané. Matici soustavy upravime do
trojuhelnikového tvaru, pricemz (inverzni) radkové Upravy vyjadiujeme jako nasobeni nové
vznikajici matice jinou matici [35]. Vysledkem je rozklad ptvodni matice na soucin dvou
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1 void gaussovaEliminace(double** A, double* x, int n){
2 // A .. matice, x .. reSeni, n .. pocCet neznamych
3 // A[radek][sloupec], @ <= radek < n, @ <= sloupec <= n
4

5 // uprava do trojuhelnikového tvaru

6 for(int k=0; k<n; k++){

7 if(A[k][k] == @){ /* zaména radkl */ }

8

9 for(int 1l=k+1; 1<n; 1++){

10 for(int m=n; m>=k; m--){

11 A[1][m] -= A[Kk][m] / A[kI[k] * A[1][k];
12 }
13 }
14 }
15
16 // zpétné dosazeni
17 for(int k=n-1; k>=0; k--){
18 x[k] = A[K][n];
19 for(int m=n-1; m>k; m--){
20 x[k] -= A[k][m] * x[m];
21 }
22 x[k] /= A[k][k];
23 }
24}

Kdd 1: Algoritmus Gaussovy eliminace v C++;
Pro zjednodusenti je vynechana implementace zamény poradi radku

trojuhelnikovych matic, z nichZ jedna odpovida radkovym upravdm; Jedna z matic ma
nenulové prvky na diagondle a nad ni (U), druha na diagonale a pod ni (L). Pro ziskani reSeni
ke zvolené pravé strané provedeme dvakrat po sobé zpétné dosazovani.

3.5 Paralelizace Gaussovy eliminace

Algoritmus Gaussovy eliminace poskytuje v zdsadé dvé moZnosti paralelizace. Prvni moZnosti
je paralelizovat radkovou operaci pri¢teni ndsobku jednoho adku ke druhému, tedy provadét
tuto operaci pro vice prvkli radku najednou. Pokud ji dokdZeme provést pro vSechny prvky
radku najednou (pokud mame k dispozici dostatecny pocet procesorovych jader nebo
odpovidajicich obvodi v FPGA), ma operace konstantni slozitost, zatimco jeji sekvencni
varianta ma primérnou sloZitost O(n).

MozZnou komplikaci je potieba distribuce dat mezi n paralelné pracujicimi procesory; Podle
kédu 1 jde o prvky A[k][k] a A[1][k] (respektive jen jejich podil), pouzité ve vSech krocich
nejvnitinéjsiho cyklu (na radku 11). Na architekturach podporujicich komunikaci pouze mezi
jednotlivymi uzly ma tato operace (broadcast) logaritmickou sloZitost. ProtoZe se broadcast
provadi uvniti dvou vnofenych cykld, ma vysledny algoritmus ¢asovou sloZitost O(n* log n);
Prostorova slozitost (napf. pocet procesorti) je O(n).

Casovou slozitost Ize vylepsit s pouZitim pipeliningu (za cenu mirného zesloZiténi algoritmu,
prostorova slozitost zlistava stejnd). Opét pouzijeme n procesorti, ale neprovadime broadcast.
Misto toho predame prvky A[k][k] a A[1][k] jen prvnimu procesoru a nechame jej provést
jeho Cast radkové operace; Pak prvni procesor preda sva dvé ¢isla dalSimu procesoru v fadé,
zatimco sam dostane nova dvé, potirebna k nasledujici radkové operaci. Kazdy procesor tak
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predava data vzdy jen jednomu dalSimu procesoru, a casova slozitost celého algoritmu je
0(n?). Podrobnéji (véetné ukazek kodu) je jedna z moznych podob pipeliningu popsana v [36].
Pii pouziti FPGA lze typicky pouZit sbérnici, ktera provede broadcast v jednom kroku, takze
zavadéni tohoto pipeliningu neni nutné (predpoklada se ovSem, Ze kapacita pouzité sbérnice
roste s velikosti FreSené soustavy).

Druhou moznosti paralelizace Gaussovy eliminace je paralelizovat oba vniti'ni cykly zaroven,
v kodu 1 radky 9 az 13. Je to mozné diky tomu, Ze vypocet pro jednotlivé prvky matice nezavisi
na vysledcich ostatnich vypocti provadénych v ramci téchto dvou cykli (zavisi pouze na
vysledcich z piredchozich krokt vnéjsiho cyklu). Procesori je v tomto piipadé potfeba O(n?).
Pri pouziti sbérnic nebo (dvojitého) pipeliningu je ¢asova slozitost v nejlepsSim pripadé O(n);
Nejhorsi pripad nastava, kdyz je treba casto provadét operaci zamény radkd, a s ni spojené
hledani radku s nenulovym prvkem v aktudlnim sloupci. Zpomaleni v takovém pripadé zavisi
na postupu pouZzitém pro to hledani.

Kdyz provadime fadkové operace algoritmem rychlej$im neZz O(n?), je potieba upravit i tu ¢ast
algoritmu, ktera provadi zpétné dosazovani. Je mozné ji také paralelizovat, nebo pouZit
Gausstv-Jordandv algoritmus, ve kterém tento krok neni tfeba. Pf pouZiti n* procesori
s pevnou distribuci prvkii matice mezi procesory vyzaduje navic prvni ¢ast Gaussova-
Jordanova algoritmu stejny pocet operaci jako prvni ¢ast algoritmu Gaussova, takZe paralelni
Gaussliv-Jordandv algoritmus je v tomto pripadé dokonce rychlejsi (o cas potiebny ke
zpétnému dosazovani).

3.6 Numericka stabilita

Gaussova eliminace provadéna na pocitaCi neni zcela presnd; Presnost vstupi, ritiznych
mezivysledkd i konecnych vysledki je omezena prinejmens$im pouZitou reprezentaci Cisel.
Vzhledem k tomu, Ze dil¢i vypocty navazuji na vysledky predchozich vypoctii, miizou se chyby
hromadit, a to do té miry, Ze konecny vysledek je nepouZitelny napiiklad pro tomografii.
Ukazuje se, Ze algoritmus Gaussovy eliminace tak, jak byl vySe popsan, timto problémem trpi;
Existuji matice, pro které vychazi reSeni ponékud odliSné od reseni spravného [37]. Pro vétsi
matice je tento efekt vyraznéjsi.

Kromé zvySovani presnosti reprezentace cisel se 1ze numerické nestabilité vyhnout pouzitim
nékteré z metod znamych jako pivotace. Radkova pivotace spociva v sofistikovaném vybéru
radku, jehoZ nasobek budeme odc¢itat od dalsich radkd. Pokud vybereme tadek, ktery ma na
misté aktudlniho sloupce nenulové, ale malé ¢islo, bude v kédu 1 na radku 11 probihat déleni
timto malym c¢islem; Pfi tom dojde ke zvétSeni absolutni chyby v ptislusSném prvku matice
(nemluvé o pripadném riziku preteceni reprezentace cisel). Misto fadku, ktery je na radé, tedy
radéji vybereme ten radek, ktery ma na pozici aktualniho sloupce v absolutni hodnoté nejvétsi
Cislo (pivot) [34]. Tento postup pomaha proti numerické nestabilité Gaussova i Gaussova-
Jordanova algoritmu ptinejmensim u téch soustav linearnich rovnic, které nejsou ptilis Spatné
urcené [34].

Kromé radkové pivotace existuje fada podobnych metod, z nichZ nékteré poskytuji jesté vyssi
stabilitu, zatimco jiné se vice hodi pro paralelizaci. Pfi uplné pivotaci se vybira absolutné
nejvétsi prvek z celého dosud neupraveného zbytku matice, tj. nejen z aktualniho sloupce. Aby
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vysla trojuhelnikova matice, je tieba sloupce (a poradi neznamych) zaménovat, piipadné Ize
pouzit takovy algoritmus pro zpétné dosazovani, ktery si poradi i s "permutovanou
trojuhelnikovou" matici. Algoritmus je ovSem stabilni i pro fadu matic, pro které radkova
pivotace nestaci. Nékolik dalSich moZnosti pivotace je popsano v [38].

3.7 Choleského faktorizace

Podobné jako LU faktorizace rozklada Choleského faktorizace matici na soucin dvou
trojuhelnikovych matic (horni a dolni), pripadné v jiné varianté na soucin tii matic, z nichz
prostredni je diagondlni. Na rozdil od dfive popisovanych metod se d4 pouzit pouze pro
matice symetrické a pozitivné definitni. Specidlni vlastnosti matic umoZznuji, aby vystup
Choleského transformace mél tvar

A=11L", (5)
kde A je ptivodni matice soustavy a L je dolni trojuhelnikova matice.

Po rozkladu na trojuhelnikové matice se postupuje zpétnym dosazovanim; Pro ziskani reSeni
soustavy A g = f se vytesi nejprve soustava L h = f, anasledné L" g = h.

Algoritmy pouZivané pro Choleského faktorizaci obecné (v ramci dosavadnich predpokladii)
matice maji kubickou asymptotickou c¢asovou slozitost, ale absolutni pocet numerickych
operaci je oproti Gaussové eliminaci priblizné polovi¢ni [39]. Navic jsou tyto algoritmy
numericky stabilni i bez pivotace [39]. Drobnou nevyhodou mtize byt v nékterych pripadech
(jako je implementace na FPGA) sloZitéjsi struktura pristupu do paméti.
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4 Hardwarové testy

K vyvoji a testovani obvodu pro tomografii v redlném case byl pouzit vyvojovy kit Atlys s FPGA
¢ipem XC6SLX45 od firmy Xilinx. Dale je deska vybavena radou periferii; Kromé nékolika
konfigurovatelnych tlacitek, prepinaci a LED diod je to sbérnice USB, vstupni i vystupni
rozhrani HDMI, gigabitovy Ethernet, audio konektory pro vstup i vystup a nékolik desitek
volnych pint pro dalsi vyuZziti [40]. Nejde tedy o zarizeni urc¢ené k rizeni tokamaku (to by
vyzadovalo spiSe samé volné piny), ale pro testovani rozlicnych algoritmi vhodné je.
Frekvence dostupného hodinového signalu je 100 MHz.

Cip na desce patii do nizkonakladové fady Spartan 6, uvedené na trh v roce 2009
(v soucasnosti nahrazena radou Kintex 7). M4 6 822 obecnych slices, kazdy slice vybaveny
Ctyfmi vyhledavacimi tabulkami (se Sestibitovym vstupem) a osmi flip-flopy (pamétovymi
buiitkami na jeden bit). Dale je k dispozici 116 pamétovych blokt, kazdy s kapacitou 1024
osmndctibitovych slov, 58 DSP bloki (kazdy s osmndctibitovou nasobickou a scitackou) a 358
pind pro vstup i vystup [41].

K navrhu obvodu a k simulacim byla pouZita freeware varianta prostredi Xilinx ISE. Jejim
hlavnim omezenim oproti varianté placené je fakt, Ze neumoziuje vyvoj pro vSechny c¢ipy od
Xilinxu; Cip XC6SLX45 mezi podporované patf.

Pro implementaci byla zvolena tomograficka dloha s minimalizaci normy prvnich kone¢nych
diferenci a vypoctem regularizatniho parametru z podminky na velikost Sumu. V pripadé
potieby Ize hodnotici funkciondl upravit na minimalizaci Fisherovy informace s vyuZzitim
postupu z prace [19] (za cenu mirného zvySeni prostorové sloZitosti, zejména poctu
nasobicek). Cilem bylo vypocitat jednu tomografickou rekonstrukci za nejvySe 50
mikrosekund, coZ je doba srovnatelnd se souc¢asnym zpozdénim zpétné vazby na tokamaku
COMPASS. Predpokladd se pritom, Ze pro vypocet jednoho snimku staéi jedna iterace
algoritmu (predevsim vyreSeni jedné soustavy linedrnich rovnic). Vzhledem k tomu, Ze deska
ani ¢ip nezahrnuje Zadné hardwarové procesorové jadro, byly vSechny casti algoritmu
realizovany jednoucelovymi obvody v FPGA.

Praxe potvrdila oCekavani, Ze implementacné nejsloZzitéjSi Casti algoritmu bude reSeni
soustavy linearnich rovnic. Pro tento ukol byly pro svou prehlednost vybrany dvé varianty
Gaussovy eliminace: maticové paralelizovand bez pivotace a tadkové paralelizovana
s fadkovou pivotaci.

Byla pouZita osmndctibitovd reprezentace cisel s pevnou desetinnou Carkou a dvojkovym
doplitkem pro reprezentaci znaménka. Jeji hlavni vyhodou je hardwarova podpora na vyse
zminéném cipu (osmnactibitové nasobiCky, blokové paméti). Reprezentace s plovouci
desetinnou ¢arkou by byla z numerického hlediska lepsi (srovnatelna relativni presnost u
vSech hodnot, pri vhodné volbé exponentu mensi riziko preteceni), ale pro scitani a ndsobeni
takovych cisel by bylo tfeba implementovat tyto operace ze zadkladnich konstrukci VHDL
(prostorové neefektivni) nebo vyuZit proprietarni IP jadra.
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4.1 Maticové paralelizovana Gaussova—-Jordanova eliminace

Jako prvni byla implementovana Gaussova-Jordanova eliminace s linearni ¢asovou slozitosti a
bez pivotace. Oproti popisu uvedenému v predchozi kapitole bylo provedeno nékolik tprav za
ucelem lepsiho vyuziti architektury FPGA, respektive zjednoduseni struktury vypoctii obecné.

Prvni zménou je normalizace Ffadku urceného k pric¢itani k ostatnim radkim. Jde o to, Ze
vSechny prvky na radku se vydéli prvkem v aktualnim sloupci, takZe v aktualnim sloupci je
jednicka. Nasledné se nasobky tohoto radku prictou ke vSem ostatnim radkim, pricemz diky
piredchozimu kroku uz nyni neni nutné zadné déleni. Vzhledem k tomu, Ze pricteni probiha
pro vSechny radky soucasné, a to vidy pro cely fddek zaroven, je pro tento krok tfeba n*
scitacek a stejny pocet nasobicek. Délicky jsou tfeba jen pro ten fadku, ktery se pred tpravami
normalizuje, coZ je dobré, protoZe jsou tvoreny IP jadry zabirajicimi na ¢ipu hodné mista
(hardwarové délicky k dispozici nejsou).

Prostorova sloZitost se da dale omezit tak, Ze misto déleni jednotlivych prvkii pivotem
vypocitame prevracenou hodnotu pivotu, a touto hodnotou nasobime ostatni prvky. Aby se
omezila numericka chyba, je moZzné pouZit k uchovani prevracené hodnoty pivotu presnéjsi
reprezentaci Cisel nez pro prvky matice samotné; Kvili tomu nebude mozné vyuzit
hardwarové nasobicky (pracuji jen do 18 biti), ale i IP ndsobicka zabird méné mista nez IP
délicka.

DalS$i zména spociva v uloZeni matice do struktury umoZznujici operaci rotace ve vertikalnim
sméru. Pfi této operaci se obsah kazdého radku kromé prvniho posune o pozici vys, a prvni
radek se vlozi na misto plivodniho posledniho Fadku. Struktura entity reSici soustavu se diky
tomu kupodivu zjednodusi. Obvod provadéjici normalizaci fadku staci pripojit jen k jednomu
radku (prvnimu), a obvody pricitajici nasobek radku k tém ostatnim. Podobnou strukturu,
podporujici navic Sikmou rotaci, navrhuje prace [42]; Tam ovSem nejde o zjednoduSeni
normalizacnich obvodi, protoZe se pocitd nad Ciselnym télesem zahrnujicim jen nulu a
jednicku.

Priibéh algoritmu se sklada z n krokl s nasledujici strukturou: Pomoci rotaci dostaneme na
prvni misto rddek vhodny k odc¢itdni od ostatnich (Casova sloZitost v nejlepSim pripadé
konstantni, v nejhorSim linearni v n); Tento radek normalizujeme (konstantni sloZitost) a
odecteme od ostatnich (konstantni sloZitost). Pokud pri rotacich nenajdeme Zadny radek
snenulovym prvkem na spravném misté, je matice singuldrni (z hlediska pouZivaného
algoritmu). Po skonceni posledniho kroku je vhodné provést jesté takovy pocet rotaci, aby se
plivodni prvni fadek matice vratil na prvni misto, a feSeni soustavy (v poslednim sloupci
matice) se srovnalo do spravného poradi.

Pokud je pouZita délicka s latenci 4 cykly, je nejlepsi ¢asova sloZitost algoritmu 11n + 5 cyKkIq,
tedy 0.11n + 0.05 ps. Do limitu 50 ps se hypoteticky vejde vypocet matice o velikosti 450x450
(n = 450). Problém je s kvadratickou prostorovou sloZitosti (viz obrazek 4). Nejvétsi matice,
ktera se vejde do Cipu, ma rozmér priblizné 25x25 prvkd a odpovida rekonstrukci o 25
pixelech. V pripadé potreby velmi rychlych rekonstrukci s rozumnéjSim rozliSenim lze
uvazovat o pouziti vétSiho Cipu; Pro fizeni tokamaku se ovSem zda byt praktictéjsi zvolit jiny
algoritmus.
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Obr. 4: Vyuziti hardwarovych zdrojli v zavislosti na poc¢tu pixeli rekonstrukce
pro maticové paralelizovany algoritmus; Modra c¢ara vzdy znaci celkovy pocet
soucastek v Cipu; Je zfejmé, Ze prvni dosahnou limitu vyhledavaci tabulky (LUT).

Dal$im problémem algoritmu je numericka stabilita, vzhledem k chybéjici pivotaci. Pro matice
velikosti 25x25 Casto odchylky vypolteného teSeni od reSeni referencniho (vypocteného
v MATLABu) dosahuji desitek procent, pro vétsi matice budou vétsi i relativni odchylky. Lze
uvazovat o zavedeni pivotace, ktera by pravdépodobné mirné zhorsila asymptotickou asovou
slozitost (najit nejlepSi prvek mezi n prvky se nestihne v jednom kroku), ale i presto by
algoritmus mohl byt velmi rychly.

4.2 Radkové paralelizovana Gaussova-Jordanova eliminace

vivs

Druhy navrZeny obvod se ukazuje byt algoritmicky sloZitéjsi, zato vSak prakticky pouzitelnéjsi
neZz ten z minulého odstavce. K uloZeni prvkii matice vyuzivda pamétové bloky, zatimco
predchozi design pocital pouze s distribuovanou paméti. Kazdy z téchto blokii (v konfiguraci
"simple dual-port") umoziuje v kazdém kroku nacist jedno ¢islo ze zvolené adresy, a zaroven
na obecné jinou adresu jedno Cislo zapsat. Blokd je k dispozici 116, kazdy na 1024
osmnactibitovych Cisel. Design pocitd s vyuZitim jednoho pamétového bloku pro kazdy
sloupec matice; Nelze tedy provadét radkové operace pro mnoho Fadki najednou. Piistup
k blokovym pamétem je feSen pres IP jadro; Dalsi dvé v designu pouzita IP jadra slouzi jako
celoCiselna délicka a nasobicka.

Algoritmus pracuje se dvéma vnorenymi cykly. Vnéjsi cyklus prochazi vSechny radky v poradi
daném radkovou pivotaci. Vybrany radek se normalizuje a uloZi do registru vytvoreného
z distribuované paméti. Pak nasleduje vnitini cyklus, ktery znovu prochazi vSechny radky a
pricita k nim nasobky toho normalizovaného. Vnitini cyklus je ¢asové optimalizovan pomoci
pipeliningu tak, aby jedna fadkova uprava vcetné Cteni a zapisu paméti zabrala jeden tik (plus
nékolik inicializa¢nich tik(i na zacatku cyklu). Zaroven s cyklem radkovych dprav se provadi
vybér pristiho radku pro normalizaci, takZe to nema vliv na vyslednou ¢asovou sloZitost. Ta je
pies v§i snahu kvadraticka.
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Obr. 5: Stavovy automat ridici priibéh radkové paralelizovaného Gaussova-Jordanova

v__ s s

algoritmu (inicializa¢ni faze cykli s pipeliningem zjednodusSeny na jeden stav)

Kviili pivotaci neni upravena matice jednotkova, nybrz ma permutované radky. Proto se po
skonceni radkovych dprav provadi jesté jeden cyklus pres vSechny radky, v némz se slozky
feSeni rovnaji na spravna mista ve vystupu (podle toho polohy jedni¢ky na daném radku).

Vzhledem k organizac¢ni slozitosti algoritmu je posloupnost jeho krokl rizena stavovym
automatem (ve vyvoji pro FPGA béZna praxe); Jeho zjednoduSena verze je znazornéna na
obrazku 5. Priibéh stavii témér nezavisi na resené soustavé (jen na jeji velikosti a regularité);
Casova slozitost nemda Zadny rozdil mezi nejlep$im a nejhor$im ptipadem, a pro regularni
matici je vZdy rovna n? + 18 n + 6 cykld. Hranici 50 ps se blizi matice o velikosti 60 x 60; Jak
naznacuje statistika na obrazku 6, tato matice se také vejde do dostupného hardwaru.

4.3 Zbytek tomografického algoritmu

Kromé reSeni soustavy linearnich rovnic je v kazdém cyklu tomografického algoritmu potteba
vykonat nékolik dal$ich maticovych operaci. Jde predevSim o sestaveni matice ulohy a jeji
pravé strany pied zahdjenim Gaussovy-Jordanovy eliminace, a po jejim vyreSeni o vypocet
normy rezidua, podle které se voli regularizacni parametr.

K sestaveni matice ulohy je tieba selist dvé matice, T"T a AH "H; Parametr A je pokazdé jiny
(v pripadé pouziti Fisherovy informace je navic tieba nasobit fadky matice H proménnymi
koeficienty). Matice H "H vyjadiujici kone¢né diference obsahuje pouze mala cela &isla, diky
¢emuz lze pti vypoctu jejiho A-ndsobku usetrit nasobicky a vyuZit bitové posuny (u Fisherovy
informace nejde).
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Obr. 6: Vyuziti zdroji tomografickym algoritmem s fadkové paralelizovanou
Gaussovou-Jordanovou eliminaci; DSP bloky tentokrat pouzity nebyly, misto
nich je znazornéno vyuziti blokovych paméti (BRAM); Do statistiky je zapocten
cely obvod, ne jen ¢ast fesici soustavu linedrnich rovnic; Statistika je odvozena
z designu po syntéze, v dalSich fazich prekladu se mliZze mirné zménit.

Sestavovani matice ulohy probiha po radcich (jeden radek za jeden tik). Tvar obou matic
k setteni je uloZen v distribuované paméti'®, ve VHDL zapsané pomoci &iselnych konstant. Za
ucelem usnadnéni prepisu téchto konstant z MATLABu do VHDL byl napsan skript v Pythonu,
ktery Cte textové soubory vytvorené MATLABem a generuje odpovidajici VHDL. Podobné je
vyfeSeno nasobeni vektoru matici, které je tfeba k vypoctu pravé strany. Tato ¢ast designu ma
prostorovou (¢i pamétovou) slozitost vyssi nez linedrni, protoZe pocet nenulovych prvki
v matici T "T roste rychleji nez linedrné (ackoli ta matice je pro velka n ridka).

Mozné hodnoty parametru A jsou v soucasné implementaci ponékud omezené reprezentaci
¢isel (maximalni hodnota pouzité osmnéctibitové reprezentace &ini 28 - 2° ~ 256). Aby
nedochazelo k prete¢eni v matici T"T + AH"H, miiZe A nabyvat hodnot ptiblizné mezi 0 a 64
(pFitom $kalovani matice T'T bylo zvoleno tak, aby eliminace dosahovala primérené
presnosti). Pokud bude nékdy potreba vétSi rozsah pro A, lze uvaZovat o rozdéleni
regulariza¢niho parametru na dva (uT'T + AH "H ) a misto jejich hodnot nastavovat jejich
podil. Hodnoty nového parametru lze pritom omezit na mocniny dvou, diky ¢emuZ nebudou
potieba nové nasobicky ani délicky (mocninami dvou se da nasobit a délit pomoci bitovych
posunti).

4.4 Porovnani s MATLABem

S referen¢nim feSenim stejné tlohy napsanym v MATLABu byl navrZeny obvod porovnavan ve
dvou ohledech, rychlosti a presnosti. Byl pouzit MATLAB ve verzi R2009b na procesoru
Intel® Core™ 2 Duo E6550, taktovaném na 2.33 GHz. Soustava linearnich rovnic byla feSena
Choleského faktorizaci optimalizovanou pro idké matice (viz napft. [43]).

10 Odhady prostorové sloZitosti ukazuji na to, Ze ve skute¢nosti jsou data uchovavana v blokovych pamétech (patrné
nasledkem néjaké optimalizace béhem syntézy); To do jisté miry vysvétluje nerovnomeérnou zavislost po¢tu blokovych
paméti na poctu sloupcti matice, patrnou na obrazku 6
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Obr. 7: Porovnani ¢asti vypoctu tomografické tlohy v MATLABu (Cerné) a FPGA
(modre radkové paralelizovany, zelené maticové paralelizovany algoritmus)
v zavislosti na poctu pixeld

Obrazek 7 ukazuje vysledek porovnani rychlosti obou navrzenych obvodli s implementaci
v MATLABu (Casové udaje pro MATLAB byly zméreny na zminéném hardwaru, pro FPGA
vypocteny ze vzorcl pro pocet tikli). U obou obvodi a u vSech testovanych velikosti matic se
rychlejSim ukazalo byt FPGA; Limit 50 ps nesplnil MATLAB ani u nejmensi matice,
odpovidajici 15 pixelim. Tento vysledek ovSem zavisi na pouZzitém hardwaru (u MATLABu i
FPGA).

Piesnost FPGA obvodil (predpoklada se, Ze reSeni MATLABu je spravné) byla testovana pro
matice velikosti 57x57. Jako prava strana soustavy byla pouZita uméla data, odpovidajici
gaussovskému fantomovému profilu emisivity; Data odpovidala vystupiim 70 detektord,
umisténych ve dvou portech tokamaku COMPASS (na obrazku 2 jde o ty dva porty, v nichZ jsou
instalovany dirkové komory se 35 detektory). Testovani probihalo v simula¢nim programu
ISim, doddavaném spolu s prostredim Xilinx ISE; Opravdovy Cip byl pouZit pouze k namatkové
kontrole shodnosti vysledkd.

Smérodatnd odchylka relativni chyby vysledkG radkové paralelizovaného algoritmu byla
zmérena jako 1.7 % (pro vyzkouSena uméla data), zatimco u maticové paralelizovaného
algoritmu (bez pivotace) postrada stredni kvadraticka odchylka vypovidaci hodnotu; VétsSina
prvki vysledku kon¢i na hodnoté 256 nebo -256. Je ziejmé, Ze bez pivotace se pouzitelny
obvod pro tomografii neobejde.

JelikoZ problém vypoctu polohy plazmatu z obrazu ziskaného tomografii neni dosud

VVvev

vV Vv

VVey
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v MATLABu.

PouZita data byla opét uméla, takZe neni zcela jasné, jak se bude obvod chovat v opravdovém
tokamaku. Mimo jiné se predpokladalo, Ze vyvoj profilu emisivity je natolik pomaly, Ze se
algoritmus vzdy staci ustalit po jednom itera¢nim kroku; V praxi by patrné ¢ast obrazi byla
rekonstruovana nepresné (a pri pouziti vhodného kritéria vétSina nepresnych rekonstrukci
rozpoznana) [19]. RovnéZ byl testovan jen urcity rozsah pohybu plazmatu, jehoZ emisivita
méla vzdy tvar gaussovského piku. Dale 1ze ocekavat, Ze pro ptripadné pouziti ve zpétné vazbé
bude vyvinut vhodnéjsi algoritmus k prepoctu profilu emisivity na polohu. U realnych dat se
navic vyskytuji problémy jako nepiesné urceni geometrie detektorti nebo zareni divertoru ci
limiterq, které nespliiuje a-priori predpoklady.

Vysledky tohoto omezeného testovani naznacuji, Ze rozliSeni 57 pixell je pro urceni polohy
podobné vhodné jako to vétsi rozliSeni, pouzité jako referen¢ni. Smérodatna odchylka rozdilu
polohy tézisté rekonstrukce s vétSim a mensim rozliSenim ¢ini 0.65 cm ve vertikalnim sméru a
0.53 cm ve sméru radidlnim. Tato hodnota je srovnatelna s nejspi$ nahodnymi fluktuacemi
udajii z obou rozliseni, které se navic zdaji byt navzajem nezavislé; Neni zirejmé, které rozliSeni

vrvs

4.5 Mozna vylepsSeni

Jeden z navrzenych obvodil se podle dosavadnich poznatkil zda byt pouzitelny pro urcovani
polohy v realném case. V pripadé potieby lze ovSsem vymyslet nékolik vylepSeni rychlosti, a
tim padem rozliseni na zarizenich s dostate¢nou kapacitou.

V radkové paralelizovaném algoritmu se pricitani nasobku jednoho radku ke druhému provadi
rychlosti jednoho upraveného radku za tik. Tyto upravy pritom probihaji v cyklu, v némz
pricitany radek zlstava stejny. Timto zplisobem by Slo upravovat v kazdém kroku dva radky
najednou (nebo vice), ¢imz by se z asymptotického hlediska dosahlo dvojnasobného (nebo
vicenasobného) urychleni vypoctu. Prostorova slozitost by vzrostla, ale ziistala by linearni. Pro
stejné velkou matici by bylo potieba vic pamétovych blok{, protoZe v ramci jednoho bloku
nelze pristupovat k mnoha adresam (prvkiim odpovidajiciho sloupce matice) zaroven. Tato
Uprava nebyla implementovana, protoZe s pouzitym cipem by vedla ke zbytenému omezeni
velikosti matice.

K feSeni soustavy linearnich rovnic se daji pouzit jiné algoritmy, které by i v paralelnim
hardwaru mohly byt rychlejsi neZ Gaussova eliminace. Kromé Choleského faktorizace jde o
iteracni metody, jejichZ pouZiti v tomografii ovSem dosud nebylo prozkoumdno ani na
konvencnim procesoru.

Drobnych zlepSeni by slo dosdhnout dislednéjsim vyuzivanim pipeliningu, naptiklad pouzitim
délicky s vétSim zpoZdénim, ale i vétSi propustnosti (Ize dosdhnout propustnosti az jedno
déleni za tik [44]). Bylo by ptitom tieba vyresSit problém pivotace tak, aby vstup délicky nebyl
(prili§) zavisly na predchozim vystupu, protoZe v dobé, kdy se vstup zadava, jeSté neni
predchozi vysledek zndm. NavrZena dprava by pomohla zejména u maticové paralelizovaného
algoritmu, protoze kriticka ¢ast radkové paralelizovaného algoritmu uz uplného pipeliningu
Vyuziva.
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5 Shrnuti

Byly navrZzeny a implementovany dva obvody pro FPGA, provadéjici tomografickou
rekonstrukci profilu emisivity plazmatu v "realném case" (na tokamaku COMPASS priblizné do
50 mikrosekund). Zamyslenym vyuzitim téchto obvodi je rychla zpétna vazba, tedy fizeni
vertikalni a radialni polohy plazmatu na zakladé meéreni vyzarovani plazmatu v mékkém
rentgenovém oboru.

Oba obvody jsou zaloZeny na diive vyvinutém tomografickém algoritmu, ktery pouziva
Tichonovou regularizaci s pozadavkem na hladkost rekonstruovaného profilu, a iteraci na
proménnych datech (vysledek rekonstrukce z minulého okamziku se pouZiva jako pocatecni
pribliZeni pro dalsi rekonstrukci). Tento algoritmus byl v minulosti casové optimalizovan, ale
stdle nebyl vhodny pro pouziti v redlném case. S vyuzitim FPGA byl nyni algoritmus
optimalizovan hardwarové. S touto optimalizaci se zda, Ze rychlost vypoCtu miize byt
dostateCna pro zpétnou vazbu i na tak malém tokamaku, jakym je COMPASS (prinejmensim
v radialnim sméru, v nékterych pripadech ziejmé i ve vertikdlnim); Smysluplnych vysledkt
pritom bylo dosaZeno s FPGA z fady Spartan 6 (Xilinx), optimalizované na jiné parametry, nez
je vypocetni vykon.

Kritickym mistem ve zminéném tomografickém algoritmu je reSeni soustavy linearnich rovnic.
Byly implementovany dva obvody reSici tento problém. Prvni z nich je vysoce paralelni, jeho
Casova sloZitost roste linedrné s fadem soustavy. Pro tomografii nakonec pouZit nebyl kvili
své vysoké prostorové sloZitosti (mnoZstvi potiebnych logickych prvki). Navic jeho soucasna
verze neni numericky stabilni, takZe pro pripadné vyuZiti by potiebovala dalsi optimalizace
(zavedeni néjaké formy pivotace).

Druhy z implementovanych algoritmi ma kvadratickou ¢asovou slozZitost, ale pro dostatecné
malé rozliSeni tomografické rekonstrukce (na pouzitém hardwaru kolem 60 pixelid) je
dostatec¢né rychly pro redlny Cas. Tento algoritmus je numericky stabilni a jeho prostorova
sloZitost je dostateCné nizk3, aby se jeho verze pro 60 pixeli vesSla do vyse zminéného FPGA
(coZ u prvniho designu neplatilo).

Tomograficky obvod vyuZivajici druhy z navrzenych resicli linedrnich soustav byl testovan jak
prostiedky numerickych simulaci, tak implementaci v redlném FPGA; V simulacich byla
ur¢ovana numericka stabilita a presnost, zatimco testy v hardwaru slouzily predevsim pro
ovéreni splnéni podminek na timing v Kkritickych castech obvodu (a tedy realisti¢nosti
simulaci). VSechny testy vyuZzivaly uméla data. Jejich vysledky naznacuji, Ze vystupy obvodu
jsou dostatecné presné pro urcovani polohy plazmatu.

K dosud implementovanému obvodu bylo navrzeno nékolik vylepSeni, ktera by mohla zvysit
spolehlivost obvodu, jeho rychlost pro danou velikost matice, respektive velikost matice pro
dany ¢asovy limit. Jejich pripadna implementace zavisi na konkrétnich aplikacich.

Je zfejmé, Ze pred pripadnym praktickym vyuzitim bude nutné provést dikladnéjsi odladéni
obvodu, s méné zjednodusujicimi predpoklady (nejlépe s pomoci dat namérenych skute¢nymi
detektory mékkého rentgenového zareni). Pro pouZiti ve zpétné vazbé bude navic tfeba
navrhnout spolehlivy prepocet tomografického obrazu na polohu, respektive vyreSit problém
s nepresné rekonstruovanymi snimky, které algoritmus obc¢as produkuje.
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