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Abstrakt: Tomografie mékkého rentgenového zatfeni je nadéjnou diagnostickou
metodou pro tokamaky umoznujici uréit mimo jiné polohu plazmatu a
rozloZeni téZkych necistot v ném. Pro pfipadné vyuziti v rychlé zpétné vazbé
vSak vyzaduje radikalni optimalizaci vypocetniho ¢asu. Tato prace zkouma
moznosti optimalizace tomografie zaloZené na Tichonovoveé regularizaci, a to
jak algoritmické, tak hardwarové - zejména s vyuzitim programovatelnych
hradlovych poli. NavrZzené optimalizace jsou testovany na datech ziskanych z
experimentd na tokamaku COMPASS. Ukazuje se, Ze po fadé algoritmickych
zjednoduSeni lze na soucasnych komer¢né dostupnych hradlovych polich
pocitat tomografické rekonstrukce o jedné aZ nékolika stovkach pixelt v
kvalité srovnatelné s vystupy referen¢niho algoritmu. Rychlost rekonstrukce
je pritom dostatec¢nd pro zpétnovazebni fizeni polohy plazmatu.
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Title: Development and tests of rapid methods of regularisation
on gate arrays for real-time control of experiments

Author: Bce. Viktor Loffelmann

Abstract: Soft X-ray tomography in tokamaks presents a viable method for plasma
position measurements as well as localization of heavy impurities.
Unfortunately, it has a relatively high computational complexity which needs
to be reduced significantly in order to employ tomography in real-time
feedback. Several possibilities are presented to accelerate the computation
using both algorithmic changes and parallel implementation with use of field-
programmable gate arrays. Experimental data from the COMPASS tokamak
are used for testing of the optimized algorithms. The design developed is
shown to be able to produce one to several hundred pixel tomographic
reconstructions in real-time when implemented in contemporary hardware,
with the output quality comparable to the reference tomographic method.
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Uvod

Tokamak COMPASS, pracujici od roku 2006 na Ustavu fyziky plazmatu Akademie véd Ceské
republiky, je zatizeni s divertorem a plazmatem ve tvaru D. S hlavnim polomérem rovnym
0.56 m jde o nejmens$i z tokamakd dosahujicich H-médu a majicich geometrii podobnou
planovanému zatizeni ITER [1]. Vyzkum provadény na COMPASSu se soustiedi na fyziku
okraje plazmatu a interakci plazmatu s elektromagnetickymi vlnami. Vysokd variabilita stroje
ovSem dovoluje i jeho vyuZiti v experimentech zamérenych naptiklad na testovani novych
technologii diagnostiky a fizeni.

COMPASS je vybaven diagnostikami produkujicimi vice nez 1000 vystupnich signdld s
rozmanitymi vzorkovacimi frekvencemi a objemy dat. Cést z téchto signalti (nékteré
magnetické senzory, mikrovlnny interferometr) je vyuZita ke zpétnovazebnimu #izeni téch
parametrd plazmatu, které béhem experimentu nejsou dostate¢né stabilni; Patii k nim
vertikdlni a radidlni poloha plazmatu, proud, hustota a tvarovani plazmatu [2]. Tyto parametry
maji rizné pozadavky na rychlost rizeni (zejména na maximdlni zpozdéni mezi zménou v
plazmatu a odpovidajici reakci fidicich systém), a tedy i na vzorkovaci frekvenci diagnostik
pouzivanych k jejich fizeni a na rychlost zpracovani signdlu ve zpétnovazebni smy¢ce.

Nejrychlej$i zpétnou vazbu vyzZaduje fizeni vertikdlni polohy, jejiz nestabilita v tokamaku
COMPASS ma charakteristické trvani kolem 500 ps [3]. Tato rychlost je zplisobena
magnetickym tvarovanim plazmatu, zejména jeho protaZzenim ve svislém sméru. Proti
nestabilité naopak pusobi setrva¢nost plazmatu a (predev§im) jeho elektromagneticka
interakce s vodivou sténou komory tokamaku, v niZ se pri pohybu plazmatu indukuji vifivé
proudy [4]. Tim ovSem dochdzi jen ke zpomaleni vertikdlniho pohybu a zpétnovazebni fizeni
polohy je stdle nutné.

Rada diagnostik umoziiuje uréit polohu plazmatu; Jako vstup pro zpétnovazebni fizeni se
ovSem nejcastéji pouzivaji senzory magnetického pole. Z jejich dat je moZné rekonstruovat
cely tvar magnetického pole uvnitf komory tokamaku, ale také extrahovat jen nékolik
zvolenych rysu tohoto pole za pomoci heuristickych algoritmi [5]. Extrahovanymi rysy jsou v
naSem pripadé hodnoty vertikdlni a horizontalni polohy magnetické osy. Jejich vypocet je
velmi rychly, v implementaci pouZivané na tokamaku COMPASS zabere 12 mikrosekund. K
udrzeni plazmatu na misté postaCuje provadét tento vypocet jednou za 50 ps, ackoli ve
vysledku je zpoZzdéni mezi nameéfenim stavu plazmatu a vyvolanim odpovidajicitho zasahu
jesté o néco vetsi [3].

Pomérné novy priistup k detekci polohy plazmatu predstavuje sledovdni plazmatem
vydavaného mékkého rentgenového zareni. Tradi¢ni a univerzalni metodou jeho analyzy je
tomografie, kterd umoZiiuje z dat namérenych detektory z rtiznych smért vypocitat rozloZeni
emisivity zafeni na prifrezu plazmatem. Z tohoto prafezu pak lze uréit misto s nejvyssi
emisivitou, ale i dalsi vlastnosti plazmatu, jako je celkovy vyzatovany vykon, odhad teploty ¢i
piitomnost tézkych necistot [6]. Problémem tomografickych metod je jejich vypocetni
narocnost, kterd dosud nedovoluje jejich vyuZiti v pfipadech, kdy je nutné ziskat vysledek do
50 ps. Analogicky k magnetickym diagnostikdm lze k rychlostni optimalizaci rentgenového



méteni polohy pfistupovat dvéma zpusoby: vyznamné urychlit vypocet tomografie, nebo
zmeénit pristup k problému.

V nedévné dobé byly navrZzeny velmi rychlé tomografické algoritmy, které stdle poskytuji
pomeérné spolehlivé vysledky. Ani ty v§ak obvykle nejsou natolik optimalizované, aby umoznily
fizeni vertikdlni polohy plazmatu v redlném c¢ase. Vzhledem k tomu, Ze pri radikdlnéjsi
optimalizaci se mlZe snizovat kvalita vystupu, je tfeba algoritmy soustavné testovat, nejlépe s
takovymi vstupy, které se podobaji jejich zamyslené aplikaci. Tokamak COMPASS se zd4 byt
vhodny k takovym experimenttim, pfestoZe jeho pozadavky na rychlost zpétné vazby jsou
spiSe extrémni.

Mimo algoritmické optimalizace bylo navrZeno implementovat tomografii na hardwaru
specializovaném na digitdlni zpracovani signdlu. Pro takovyto typ dlohy jsou zejména vhodna
programovatelnd hradlova pole, ktera dovoluji nizkoturoviiovou optimalizaci vstupt a vystupt
a masivni paralelizaci relativné jednoduchych vypoctd. I tato zatizeni vSak maji znacnéa
omezeni, a tomograficky algoritmus je pro né nutné redukovat na co nejjednodus$si funkéni
design. Je pritom fada moznosti, co omezit, a pro bezpetnou optimalizaci je opét nutné
rozséhlé testovani.



1 Tomografie plazmatu

Plazma v tokamaku vyzaruje Siroké spektrum elektromagnetického zafeni a rdzné druhy
¢astic. Zareni i ¢astice nesou informaci o fadé jevli v plazmatu nastavajicich a je tedy vhodné je
vyuzivat k jejich detekci a analyze. V nékterych pfipadech tato analyza vyZaduje rozsahlé
algoritmické zpracovani meérenych signdalt, naptiklad proto, Ze je tfeba rekonstruovat
rozloZeni hustoty vyzarovani na zdkladé udaji detektord s néjakym druhem prostorového
rozliSeni (obvykle smérovych detektort, které sleduji plazma pod rtznymi dhly).

Potteba sloZitého zpracovani se tykda mékkého rentgenového zareni, jehoz rozloZeni vypovida
o teplotnim profilu (a tudiz poloze) plazmatu a o ptitomnosti a transportu nec¢istot v ném [6].
Jinym ptikladem je neutronové zaieni, které je uzite¢né pii mapovani hustoty fiizniho vykonu
(protoZze zaznamendvané neutrony pochézeji z fiznich reakci), ale i iontového teplotniho
profilu. U neutront navic miZe jit nejen o prostorovou rekonstrukci, ale také o rozliSeni jejich
energetického spektra, jez nékteré neutronové detektory zaznamendavaji, ale ne v pfimo
pouzitelné podobé [7].

Zadanych vysledk® lze v obou zminénych ptipadech dosihnout FeSenim algebraickych
inverznich uloh znamych jako tomografie (respektive podobné ulohy zvané unfolding pro
rekonstrukci energetického spektra). Tyto metody jsou v soucasnosti na tokamacich
pouzivany i pro diagnostiky zaznamendvajici viditelné, tvrdé rentgenové ¢i gama zateni. Na
tokamaku COMPASS Ize tomografii provadét kromé mékkého rentgenového zéareni také pro
celkovy vyzareny vykon (tj. bolometrickou diagnostiku).

1.1 Detekce mékkého rentgenového zareni

Meékké rentgenové zareni vznikd v plazmatu nékolika mechanismy. Jednim z nich jsou srazky
elektront s ionty, pti kterych je elektrontim udéleno velké zrychleni, a ty pak vyzaruji brzdné
zareni. Jeho intenzita silné (exponencidlné) z&avisi na teploté, coz ¢ini mékkou rentgenovou
¢ast spektra vhodnou k rozpozndni nejteplej$i oblasti plazmatu. Predpokladdme-li pak, Ze
misto s nejvyssi teplotou (a tlakem) se nachdzi na magnetické ose plazmatu, mtiZzeme pouZit
tuto diagnostiku k uréeni polohy magnetické osy a tedy ,,polohy plazmatu®. Podobné vyuZiti
nachéazi mékké rentgenové zareni pti sledovani nestabilit, které lokalné méni teplotu, jako jsou
magnetické ostrovy nebo pilova nestabilita [6].

Brzdné zateni ovSem zavisi i na efektivnim ndboji, ktery je vysoky, pokud jsou v plazmatu
pritomny tézké necistoty. Necistoty navic ptispivaji k emisivité mékkého rentgenového zareni i
jinymi mechanismy nez brzdnym zafenim, totiZ zafivou rekombinaci a charakteristickym
zarenim, které funguji diky tomu, Ze dostate¢né tézky iont si udrZi ¢ast elektronového obaluiv
podminkach tokamaku. Je-li tézkych necistot dost, jimi zpisobené zareni je silnéj$i nez brzdné
zateni vznikajici na vodikovych iontech [8]. To maf#i méfeni polohy, vzhledem k tomu, Ze
necistoty se mohou koncentrovat i jinde neZ ve stfedu plazmatu. Zaroven to vSak dovoluje
pouzit mékkou rentgenovou diagnostiku k lokalizaci necistot, pripadné i k detailnéjsi analyze
jejich zastoupeni [9].

Pro zjednoduSeni systému mékké rentgenové diagnostiky lze predpokladat, Ze plazma v
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tokamaku je toroiddlné symetrické. Pak sta¢i umistit detektory v jedné toroiddlni poloze, a
pouzit detektory sledujici jen tenkou vrstvu plazmatu podél poloidalniho pritezu zafizenim. V
takovém pripadé nelze sledovat naptiklad toroiddlni moédové c¢islo ostrova a jiné jevy, které
nespliiuji predpoklad symetrie; Strukturu plazmatu na prurezu v dané toroidalni poloze
ovS§em odvodit Ize.

V pripadé nedostatku detektord je moZné zavést dalsi zjednodusSujici predpoklady o plazmatu.
To je v analyze zatreni plazmatu ¢asto vyuzivana technika, protoZe rozmisténi detektort byva z
konstrukénich ddvodi omezené na nékolik mist okolo vakuové komory. Vzhledem k
vlastnostem plazmatu lze naptiklad ocekévat, Ze profil mékké rentgenové emisivity bude
hladky. Také je mozné vyuzit znalosti tvaru ploch konstantniho magnetického toku (k tomu je
potieba doplnit rentgenové detektory magnetickymi diagnostikami) a pfedpokladat, Ze profil
emisivity je zvlasté hladky ve sméru rovnobéZném s nimi [6]. V extrémnim piipadé se da
pocitat s tim, Ze podél ploch konstantniho magnetického toku je emisivita konstantni. Potom
lze ziskat zajimavé vysledky (naptiklad celkovy vyzaieny vykon) i s jedinym prostoroveé
rozliSenym senzorem; Je ovSem zfejmé, Ze takovym omezenim prijdeme o informaci o jevech,
jako je rozloZeni necistot.

Jednim ze zptsobt, jak se Sirokoudhlymi detektory dosdhnout prostorového rozliSeni, je
umistit detektory do dirkové komory. V takovém usporadani je mezi detektory a sledovanym
objektem umisténa prepdzka z materidlu stiniciho rentgenové zareni s malym otvorem.
Detektor v daném misté za prepazkou pak zaznamendva pouze zafeni ze sméru, ve kterém leZi
otvor. Pro ziskani prostorového rozliSeni v jednom sméru pak sta¢i do dirkové komory vlozit
fadu detektori orientovanou ve sméru poZadovaného rozliSeni. Tato konstrukce je
znazornéna na obrazku 1.1. Pokud je poZadovédno rozliSeni jen v jednom sméru (rddkovd
kamera), mGZe mit dirka v prepaZce protdhly tvar s delSi stranou kolmou na fadu detektord. K
detektorm pak projde vic zafeni, aniZz by doslo ke ztraté rozliSeni v Zddaném sméru (dojde
ovsem ke zhorseni kolimace detekovanych paprskt ve druhém sméru). Analogicky je moZné
dosahnout i dvojrozmérného rozliSeni.

|
|

o
O

DETEKTORY
DETEKTORY

CLONA
CLONA

Obr. 1.1: Dvé zobrazeni objektu fadkovou dirkovou komorou se dvéma detektory v fadku.
Usporadani detektort je v obou pfipadech stejné, lisi se velikost dirky.
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Jako detektory pro mékké rentgenové zareni jsou casto pouZziviny polovodi¢ové nebo
Schottkyho fotodiody [6]. Tyto diody jsou zapojovany v zdvérném sméru, takZe bez osvétleni
jimi teCe jen maly proud, a v blizkosti jejich hradlové vrstvy se objevi oblast, v niZ témér chybi
volné nosice ndboje. Tato oblast je pak citliva na fotoelektricky jev, ktery volné nosice néboje
vytvari. Diky tomu dojde ke zvySeni proudu protékajiciho diodou (p#i konstantnim napéti) pri
jejim vystaveni zafeni s dostate¢nou energii. Mezni energie pouZzivanych diod je pfitom tak
nizkd, Ze tyto diody detekuji i ultrafialové zareni; To pfitom u tokamakového plazmatu
prevazuje [8]. Pro ucely detekce mékkého rentgenového zaieni se tudiz pred diody umistuje
filtr, ktery ultrafialové zafeni nepropusti. Na tokamaku COMPASS je pouZit tento druh
detektort doplnény o beryliovy filtr tlusty 10 pm [10]; Podobné detektory, avS§ak bez filtru,
jsou uzivany jako bolometry, tedy pro méreni celkového toku plazmatem vyzarovaného
elektromagnetického zareni.

Bohuzel se ukazuje, Ze polovodic¢ové fotodiody jsou nadchylné k radiaénimu poskozeni, zejména
pri ozareni neutrony, k némuz bude dochdzet v tokamacich pracujicich s deuteriem a tritiem.
Proto se pocitd i s vyuzitim jinych typd detektort neobsahujicich polovodice, jako jsou
vakuové fotodiody nebo Gas Electron Multipliers (GEM). Vakuové fotodiody jsou také zaloZeny
na fotoelektrickém jevu, ovSem v tomto piipadé k nému dochdzi na povrchu kovové katody.
Podobné jako polovodicové detektory jsou vakuové fotodiody citlivé na Siroké energetické
spektrum zateni, byt jejich absolutni citlivost je niz$§i [11]. Detektory typu GEM vyuZivaji
fotoefekt pouze k pocate¢ni konverzi fotonu na elektron. Signdl je dale zesilen lavinovym
efektem p#i prichodu elektrickym polem mezi dvéma elektrodami (nebo nékolika pary
elektrod). Elektrody v parech jsou umistény blizko sebe (jsou realizovany jako oboustranné
pokovend plastova félie, s otvory pro prichod elektroni), takZe nezhor$uji prostorové
rozliSeni. Zesileny signél je pak detekovan jako oddélené proudové impulzy, pfiCemzZ z tvaru
téchto impulzl je moZné ziskat i informaci o energii detekovaného zaieni [8].

1.2 Tomograficka uloha

Meékké rentgenové i ostatni zminénd zafeni snadno prochézeji zkoumanym objektem (objekt
je opticky tenky), coZ je dobry vychozi bod pro pozorovani vnitini struktury objektu. Samotny
obraz zaznamendvany detektory vSak neukazuje primo tuto (obecné trojrozmérnou)
strukturu, nybrZ jen jeji projekce, v nichZ se blizsi a vzddlenéjsi ¢asti objektu prekryvaji. V
urcitych piipadech lze z projekci rekonstruovat lokdlni informaci o vnittku objektu, v ideadlnim
pripadé pak obraz, ktery spiSe neZ projekci odpovida prifezu objektem. Metody tomografie
slouzi pravé k takovém zpracovani projekei.

Tomografie m4 Siroké uplatnéni v mediciné, ale i v pramyslu, vyzkumu a vyvoji, geologii,
archeologii ¢i astrofyzice. Jako médium piinédsejici informaci o vnitfku objektu muiZe slouZit
zareni produkované objektem (tomu se nékdy fik& emisni tomografie), zafeni z vnéjsiho zdroje
tlumici se v objektu (transmisni tomografie), odrazené zateni, ale i naptiklad elektricky proud
v prostfedi s proménnym odporem. Pro zminéné aplikace byla vyvinuta fada metod
prizpisobenych jejich rtznorodym podminkdm. Ve vétSiné piipadt se voli strategie
zaznamendni velkého mnoZstvi projekci z mnoha smérd, coZz umoznuje rekonstruovat
trojrozmérny obraz s velkym rozliSenim a zna¢né vérny predloze. Nékdy je ovSem mnoZstvi
méienych dat omezeno, naptiklad snahou o co nejmensi ozafeni pacienta (pozitronova emisni
tomografie, SPECT [12]), kvili principidlnim nedostatkim pouZivaného média (seismologie
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[13], mionova tomografie [14]) nebo kvili omezenim kladenym na konstrukci ¢i montdz
detektoru (cozZ je ptipad tomografie plazmatu). Pak je hlavnim ukolem rekonstrukénich metod
podat spolehlivé vysledky, byt s men$im mnoZstvim detailt.

Témeér vSechny tomografické metody vyuZivaji k rekonstrukci pocitacovy algoritmus, ktery
vychazi z matematického popisu transformace struktury objektu do projekci a implementuje
néktery z postupt umoziujicich tuto transformaci invertovat. Proto se pro né nékdy pouZziva
termin vypocetni tomografie (za ucelem odliseni od metody zndmé jako konvenéni tomografie,
v niZ se pouziva dlouhé expozice spojend s pohybem aparatury, ktery ve vysledném obrazu
rozmaze vSe kromé zvolené roviny ostrosti [15]).

Prvni metody vyvinuté pro vypocetni tomografii se podobaly sou¢asné tomografii plazmatu v
tom ohledu, Ze umoznovaly rekonstruovat dvojrozmérny obraz z jednorozmérnych projekci,
tedy ziskat jeden fez objektem. Projekci modelovaly s pomoci Radonovy transformace, znacné
idealizovaného predpisu pocitajicitho s potrizenim projekce z kazdého z nekone¢né mnoha
smérf a s nekone¢né jemnym rozliSenim u kazdé projekce. Radonova transformace prevadi
funkci f prostorovych proménnych x a y na funkci v proménnych p a 6, které maji vyznam
parametra ptimky, podél které se pivodni funkce integruje:

R[fl(p,0) = [f(pcos(6)+tsin(8),psin(0)—tcos(@))dt (1.1)

Vyhodou takto zjednoduSeného modelu projekce je skute¢nost, Zze k nému lze odvodit
analyticky vzorec pro inverzni transformaci. Klicovym bodem odvozeni je vztah zndmy jako
Fourier slice theorem, ktery tikd, Ze jednorozmérnd Fourierova transformace projekce (tj.
funkce R[f](_ , 0) pro zvolené 0) odpovidd jistému fezu dvojrozmérnou Fourierovou
transformaci pavodniho obrazu [16]. Lze tedy vypocitat Fourierovy transformace vSech
projekci, namapovat ziskané hodnoty do dvojrozmérné frekven¢ni oblasti a odtud provést
inverzni dvojrozmérnou Fourierovu transformaci, ¢imZ ziskdme rekonstruovany obraz. V
implementaci posledniho kroku je pfitom tieba pocitat s tim, Ze frekvenc¢ni oblast neni
znamymi hodnotami pokryta rovnomérné; Nizké frekvence jsou pokryty lépe nez vysoké. V
numerické integraci nutné pro vypocet inverzni Fourierovy transformace tak musi
vysokofrekvenéni vzorky dostat vy$si vahu. Piesnost vysledku ovSem i pak zdvisi na tom, jak
husteé je frekvenéni oblast navzorkovana.

Popsany postup s pocitdnim Fourierovych transformaci a jejich inverzi ma v pifimocaré
implementaci problémy s numerickou stabilitou, tj. zvyrazfiuje nepfesnosti pfitomné v datech
[17]; Lze ho vSak snadno obejit. Nejprve se s vyuZzitim linearity Fourierovy transformace
zaméni poradi operaci: Vypocte se jednorozmérnd Fourierova transformace zvolené projekce,
vysledek se vyndsobi vahami, provede se dvojrozmérnd inverzni Fourierova transformace, a
nakonec se se¢tou obrazky takto ziskané ze vsech projekci. Uvodni proces se dvéma druhy
Fourierovy transformace proloZenymi véaZenim odpovidd filtrovani projekci a jejich
naslednému roztazeni pres definiéni obor rekonstrukce, coZ lze provést i bez pouZiti
Fourierovych transformaci. Takto implementovany algoritmus je zndm jako filtrovand zpétnd
projekce (filtered back-projection) [16].

Ackoli je filtrovand zpétnd projekce odvozena jako analyticky pfesnd metoda, ve své prakticky
pouzitelné podobé trpi fadou nepfesnosti. Prvni problém plyne jiz z toho, Ze proces projekce
neodpovidd idedlni Radonové transformaci, nybrz jen néjakému jejimu diskrétnimu ptibliZeni
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(kvali tomu neni zaru€ena ani obecnd moznost provést piresnou rekonstrukci, nezavisle na
tom, jaky algoritmus pouZijeme). Stejné diskretizovany musi byt i inverzni proces, zejména
filtrace. Proto se v rekonstrukcich ziskanych filtrovanou zpétnou projekci objevuji typické

vvvvvv

18].

Filtrovana zpétné projekce se od svého uvedeni dockala postupného rozsifeni na trojrozmeérné
tomografické problémy a dosud je nejpouZivanéj$im algoritmem v lékatské a pramyslové
tomografii [19]. Jeji implementace se vyznacuji vysokou rychlosti a pti této rychlosti i dobrou
presnosti. Do oborf, jako je tomografie plazmatu, se ovSem nerozsitila, a to ziejmé kvili svym
vysokym poZadavkim na vstupni data. Pro tyto ucely byla vyvinuta fada odliSnych algoritmd,
které k tomografické uloze ptistupuji vice ¢i méné jako k reSeni obecného inverzniho
problému.

1.3 Algebraické metody tomografie

Algoritmy z rodiny filtrované zpétné projekce pocitaji s tim, Ze projekéni data pokryvaji
parametricky prostor (v parametrech p, 0 i v odpovidajici frekvencni oblasti) tak husté, aby se
pres néj dalo s rozumnou presnosti numericky integrovat, a navic v néjakém smyslu
pravidelné, aby se snadno implementovala filtrace. V nékterych aplikacich tomografie jsou
ovSem projekéni data dostupnd jen v ur¢itém rozmezi smérd, nebo jen v nékolika konkrétnich
smérech uréenych uspordddanim detektort (z obrazku 1.2 je patrné, Ze se to tyka tomografie
plazmatu). Pfedpoklady filtrované zpétné projekce 1ze ovSem porusit i jinak, naptiklad tim, Ze
v objektu dochazi k ohybu paprski nebo (u emisni tomografie) k reabsorpci zafeni. Nékdy je
vhodné pocitat s tim, Ze jednotlivé detektory neznamendvaji zatfeni integrované pires primku,
ale pres pruh (nebo dokonce prostorovy utvar) o nenulové, pifipadné proménné, Sifce (pies
chordu). V takovychto ptipadech se lépe nezZ filtrovand zpétna projekce uplatni tomografické
algoritmy zndmé jako algebraické.

0.4+ 04
0.3F 0.35
0.2 0.3
*
01f 0.25 \
— 'E' ***
E of £
e e 02 ***
01F i
0.15 *
*
0.2 *
0.1 *
03 %
' 0.05 ¥
04+ *
‘ . . i 0 *
03 04 05 06 07 08 1 2 3

R [m]

Obr. 1.2: Usporadani detektort mékkého rentgenového zareni na tokamaku COMPASS a jemu
odpovidajici vzorkovéni funkce v proménnych p, 8. Sedé kontinuum piedstavuje Radontiv
obraz vnitiku vakuové komory.
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Algebraické metody vychdazeji z obecného popisu projekce, tedy ne nutné z néjakého priblizeni
Radonovy transformace. Misto nekone¢ného poétu projekci s dokonalym rozliSenim od
zacatku pocitaji s diskrétnim uspordaddnim detektord, coZ dovoluje detailné popsat, ktery
detektor registruje jakou ¢dst rekonstruovaného objemu. Podobné je nutné diskretizovat
rekonstruovany obraz, a to tak, Ze jej vyjadfime jako linedrni kombinaci zvolenych bazovych
funkci. Téchto funkci musi byt kone¢ny pocet, ¢imZ je omezen prostor moznych vysledk.
Uloha modifikovana diskretizaci vstupu i vystupu ma podobu koneéné soustavy rovnic pro
konetné mnoho nezndmych (pro kaZzdou bdzovou funkci je tfeba urcit jeden neznamy
koeficient) a da se FeSit nékterou z metod urcenych pro takové problémy. Rovnice navic
typicky byvaji linedrni, coZ je ddno linedrni odezvou detektord na jas objektu (vy$e zminény
ptipad s ohybem paprskt je ov§em vyjimka [16]).

Velikost pouzité baze ovliviiuje nejen variabilitu moZnych re$eni, ale i ndro¢nost a reSitelnost
diskretizované dlohy. Pfi malém pocétu bazovych funkci hrozi, Ze iloha nebude mit feSeni (ani
skute¢nd struktura objektu nemusi dlohu resit kviili nepiesnostem v jeji formulaci a chybdm v
datech); Pak Ize nalézt alesponi ptibliZzné reSeni, napriklad pomoci metody nejmens$ich ¢tvercd
nebo obecnéj$imi statistickymi metodami zaloZenymi na principu maximdlni vérohodnosti
(tyto metody jsou zndmé jako expectation maximization). V opa¢ném pripadé feSeni mutze
existovat, ale neni jednoznacné. Lze si pomoci roz§ifenim projekénich dat nebo doplnénim
ulohy o dal$i podminky kladené na feSeni, ovSem vypocetni ndrocnost se tim nejspi§ jesté
zvy$i. Je tedy dobré zvolit takovou bdzi, kterd umozZni vyjadrit co nejvice zajimavych rysi

s 2

Jednim z prvnich, kdo tento problém fesili, byl Allan Cormack (Nobelova cena 1979 [20]),
ktery jako bézi pouZil Zernikovy polynomy (do zvoleného fddu). To jsou funkce definované na
jednotkovém kruhu, které 1ze vyjadiit jako souéin Ceby$evova polynomu v radidlni soutadnici
a funkce sinus nebo kosinus v tihlové soutadnici §kdlované tak, aby zde méla celo¢iselny pocet
period. Jejich vyzna¢nymi vlastnostmi jsou ortogonalita na daném defini¢nim oboru a fakt, ze
jejich Radonova transformace (a tudiz i ji odpovidajici projekéni matice) se da analyticky
spocitat [21]. Cormackova metoda byla ptivodné zamyslena pro medicinu, ale nasla uplatnéni i
v tomografii plazmatu, kde se ukézala jeji schopnost rekonstruovat objekt s ur¢itym typem
symetrie (v tomto pripadé $lo o magnetické ostrovy v plazmatu s kruhovym prifezem [22]).

Problémem Cormackovy metody je Spatnd schopnost rekonstruovat objekty, které zminénou
symetrii nemaji. Pro takové pripady je tfeba pouZzit vy$si pocet bazovych funkei (tj. Zernikovy
polynomy vys$s§iho rddu), jinak dochdazi k aliasingu zpisobenému tim, Ze ve spektru rady
Zernikovych polynoma se vyskytuji nizkofrekvencéni i vysokofrekvencéni slozky. Poruseni
symetrie je bohuZel ¢asté i u tokamakd, jednak proto, Ze moderni tokamaky nemivaji kruhovy
prafez plazmatu [22], a ddle proto, Ze obcas pfedem nezndme polohu plazmatu a tim stred
jeho symetrie. Cormackovu metodu lze pro tyto pripady zobecnit, pfesto se v soucasnosti
castéji setkdme s jinymi typy bazovych funkci, zejména s pixely.

Pixely v tomografickém kontextu jsou funkce majici konstantni hodnotu na néjaké oblasti
(oznacované také slovem pixel) a nulové v§ude jinde. Baze jimi tvotend je sestavena tak, aby
kazdy bod definiéniho oboru byl pokryt pravé jednim pixelem. Obvykla je pravidelna sit
¢tvercovych ¢i obdélnikovych pixeld, ale ve specidlnich prfipadech se Ize setkat i s jinymi tvary,
napiiklad se soustfednymi mezikruzimi pro rekonstrukce objektd, u nichZ se predpoklada
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kruhova symetrie. Sit obdélnikovych pixeld umoznuje rekonstruovat rozmanité objekty, je jich
ov§em pro podobné prostorové rozliSeni tfeba vice nez bazovych funkei vyuzivajicich symetrii
objektu. Na druhou stranu, projekéni matice pro takovouto bazi je fidkd, protoZe do zorného
pole jednotlivych detektor vidy zasahuje jen madlo pixeld; To umoziiuje zavést do vypoctu
jisté optimalizace.

Modifikaci koncepce pixelti je interpolativni baze [22], sklddajici se ze spojitych funkci
nenulovych na omezené oblasti a ¢aste¢né se prekryvajicich se sousednimi funkcemi; Kazda z
téchto funkci nabyvd v néjakém bodé hodnoty 1, zatimco ostatni bazové funkce jsou tam
nulové. Linedrni kombinace z takovéto baze je také spojitd a ma vyznam funkce interpolované
mezi vyznaénymi body jednotlivych prvkid baze (koeficienty linedrni kombinace interpolativni
bé4ze odpovidaji hodnotdm ve vyznaénych bodech, zatimco u pixeltt ma funkce tuto hodnotu na
celé ploSe prislusného pixelu). Podobné jako pixely je takovato bdze pomérné obecnd, vyuziva
jen predpokladu spojitosti (nebo néjakého typu hladkosti, podle zvoleného zptsobu
interpolace) rekonstruovaného profilu. Odpovidé-li tento piedpoklad skutetnosti, je k
rekonstrukci profilu s danou presnosti potfeba méné bazovych funkci nez pi#i pouZiti pixela
[22]. Obrazek 1.3 ukazuje moZnou podobu interpolativniho bézového prvku pro
dvojrozmérnou tomografii.

Dalsi otazkou je, jak vySe definovanou soustavu linedrnich rovnic vytesit. Je-li mald (mélo
projekénich dat a malé rozliSeni rekonstrukce), 1ze ji fe$it nékterou z pfimych metod, jejichz
typickym zéastupcem je Gaussova eliminace [23]. SloZitost této a podobnych metod ovSem
roste linedrné s pottem neznamych a s druhou mocninou poc¢tu rovnic. Obvyklej$im pripadem
je tak pouziti iterac¢nich algoritmi a hleddni reSeni s omezenou ptfesnosti. Vyhodou fady
itera¢nich algoritmi je i fakt, Ze nepracuji s celou matici najednou, ale naptiklad jen s jednim
radkem v kazdém kroku. Diky tomu se nemusi uchovéavat v paméti celd matice, 1ze misto toho
sestavit kazdy radek az kdy?z je treba. To umoziiuje fesit s pomoci algebraickych metod i velmi
velké ulohy (jako jsou ty trojrozmérné) s omezenou operacni paméti.

Oblibenym itera¢nim algoritmem pouZivanym k tomuto ucelu je algoritmus Kaczmarztv, ktery
v kazdém kroku upravi pribézné reSeni tak, aby presné splilovalo jednu rovnici ze soustavy
[16]. Tato uprava je pfitom z mnoha moZnosti provedena tak, aby zména provedend v feSeni
byla v eukleidovské normé co nejmensi; JestliZe jedna linedrni rovnice reprezentuje nadrovinu
v prostoru moznych reSeni, jde o kolmé promitnuti feSeni na tuto nadrovinu. Timto zptisobem
se na feSeni postupné aplikuji vSechny rovnice ve zvoleném poradi, a to obvykle vicekrat za

1

0

Obr. 1.3: Interpolativni pixely odpovidajici bilinedrni interpolaci mezi body ve ¢tvercové siti;
Hodnota linearni kombinace v kazdém uzlu sité odpovida amplitudé interpolativniho pixelu
se stfedem v tomto uzlu.
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sebou, ackoli v nékterych pripadech se d4 dosdhnout optimdlnich vysledkt po jedné iteraci
[24]. Kromé toho plati, Ze algoritmus konverguje vzdy, kdyZ existuje feSeni, a pokud
neexistuje, umoznuje postup najit alesponi jeho priblZeni. Na riznych variacich Kaczmarzova
algoritmu je postavena tomografickd metoda ART (Algebraic Reconstruction Technique) a
fada dalSich podobnych metod s ndzvy jako SIRT (Simultaneous Iterative Reconstruction
Technique) nebo SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique) [16, 25].

Kaczmarztv algoritmus implicitné vyuZiva principu, s jehoZ pomoci lze dosahnout presného
vysledku opakovanou aplikaci pribliZzné metody. Jde o to, Ze po kazdém kroku vypocteme z
mezivysledku reziduum (tj. pfimou aplikaci projekéni matice ziskdme projekce odpovidajici
mezivysledku a odec¢teme je od skute¢né namérenych projekei), a v pristim kroku dosadime
toto reziduum na misto pravé strany ulohy. Na podobném principu (vice ¢i méné zietelném) je
zaloZena tada iterativnich metod pro tomografii. Vybérem ptiblizného inverzniho algoritmu
muZeme ménit strategii itera¢ni metody: Rychly a mélo presny algoritmus vede k metodé s
mnoha kratkymi iteracemi a naopak. Piikladem prvniho pfistupu je Landweberova metoda, u
niz priblizné feSeni spociva v ndsobeni pravé strany transponovanou projekéni matici (Cemuz
by se dalo tikat nefiltrované zpétnd projekce) [18]. Opacny extrém predstavuji metody, v nichZ
je ,priblizné reSeni* ziskavano filtrovanou zpétnou projekci nebo ji podobnym algoritmem.
Iterace pak slouZi k opravé chyb pochézejicich z diskrétniho pfibliZzeni inverzni Radonovy
transformace nebo jinych efekt®, které byly v obycejné piesné filtrované zpétné projekci
zanedbany (napriklad nenulovd S$iftka chord nebo rozbihavost ve dvou smérech u
trojrozmérné tomografie [18]).

1.4 Metody regularizace

VSechny metody, které maji ambice ziskat z projekci pfesnou rekonstrukci obrazu, jsou v
idedlnim pripadé (pomineme-li diskretiza¢ni chyby, Siroké chordy ¢i kone¢nou numerickou
presnost pocitact) ekvivalentni filtrované zpétné projekci. Jejiho analytického piedpisu pak
1ze vyuzit k odvozeni zavérh tykajicich se vSech téchto metod. Vyznamnym zdvérem je jejich
vysokd citlivost na Sum pfitomny v datech, kterd plyne z viZeni namérenych hodnot ve
frekvencni oblasti [18]. Toto vdZeni mé za cil vratit pivodni vyznam vysokym frekvencim,
které jsou mechanismem projekce utlumeny. Pokud se vS8ak v projekcich vyskytuje bily §um,
jeho vysokofrekvenéni slozky jsou timto vdZenim zvyraznény, aniz by predtim prosly néjakym
utlumem (pfedpokldddame, Ze Sum vznikd na detektoru nebo pfi ndsledném analogovém
zpracovani, pripadné i pfi digitalizaci; V nékterych aplikacich ovSem dominuji jiné druhy
$umu, jako je Sum zplsobeny rozptylenymi fotony [26]). Tomografickd rekonstrukce je tedy
ptikladem $patné podminéné tilohy (coZ obecné znamend, Ze mald odchylka ve vstupnich
datech muaze vyvolat velkou zménu na vystupu).

Pro kvalitni rekonstrukci je tedy tfeba omezit Sum v projekénich datech. Toho 1ze dosahnout
vys$si expozici, kterd sniZuje kvantovy Sum (zplsobeny tim, Ze zaieni piichazi do detektoru po
jednotlivych fotonech, ptricemZ pocet fotont za jednotku ¢asu mé Poissonovo rozdéleni) i Sum
vznikajici v ndsledném zpracovani (je tfeba niz$i zesileni). Ukazuje se také, Ze pri dané
expozici 1ze optimalizovat Sumové poméry v rekonstrukcich vhodnym rozdélenim expozice
mezi projekce [27]. Ne vzdy ov§em situace dovoluje takovéto postupy. V 1ékatské tomografii je
expozice omezena ddvkou pfijatou pacientem; V tomografii plazmatu je podobny problém s
pozadavkem na rychlé vzorkovani v ¢ase, a pocet detektora (a tim i projekci) byva ponékud
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niz8i nez zminéné optimum.

I z ridkych a relativné silné zaSuménych projekci je ovSem mozZné ziskat pouZitelnou
rekonstrukci, pokud se vzdame myS$lenky pfesného a univerzalniho algoritmu. Metody, které
to umoziuji, jsou zndmé pod nazvem regularizace. Jako nejjednodussi se jevi moZnost upravit
(odSumovat) data vstupujici do algoritmu, nebo naopak obrazek na vystupu. Tento pfistup
v8ak mé zna¢nd omezeni. Projek¢éni data v tomografii plazmatu jsou fidkd a neni snadné
rozpoznat a odstranit jejich Sumovou slozku; Naopak pfitom hrozi zavedeni novych,
systematickych chyb do téchto dat a téZko piedvidatelné znehodnoceni rekonstrukce. Ve
stejném pripadé nelze pouzit ani druhou metodu, protoZe Sum v rekonstrukci je zna¢né
zvyraznén, piipadné md poSkozeni spiSe charakter artefaktd. NaStésti se daji pouZit
univerzalnéjsi regulariza¢ni metody, které misto vstupu a vystupu modifikuji cely pribéh
algoritmu.

Regulariza¢ni metody €asto vyuzivaji toho, Ze o objektu néco vime i bez znalosti projekci
(mame a-priori informaci). Naptiklad o poloiddlnim profilu rentgenové emisivity plazmatu
miZeme piedpokladat, Ze je hladkou funkci prostorovych souradnic, ptipadné Ze profil
emisivity je hlad$i ve sméru rovnobéZném s plochami konstantniho magnetického toku nez ve
sméru kolmém. Takovyto druh informace dovoluje sniZit obecnost tomografické metody a v
jejim ramci pak 1épe vyuZzit namérend data.

Pomérné jednoduchou variantou regularizace je peclivy vybér bazovych funkci, a s tim
souvisejici omezeni jejich poc¢tu. Zaroven dojde k omezeni prostoru pfipustnych reSeni, coz je
v tomto piipadé Zadouci. Linedrni prostor reSeni se vSak sniZenim poctu bazovych funkci
muliZe zménit jen na jiny linedrni prostor, coZ nemusi odpovidat dostupné a-priori informaci
(to je pripad vySe zminéné Cormackovy metody). Navic se ukazuje, Ze vysledné reSeni maze
byt na vybér bazovych funkei velmi citlivé [6].

Obvyklej$i moZnosti je tudiZz zvolit obecné bazové funkce (dostate¢né malé pixely) a a-priori
informaci do tulohy zavést uméle. Diky této a-priori informaci je moZné z puvodné
nedostate¢né urcené a Spatné podminéné tlohy udélat ilohu s jednoznaénym feSenim (proto
sregularizace®), které je malo citlivé na zmény v datech. Jednou z moZnosti, jak to provést, je
Tichonovova regularizace [28]. Ta vyZzaduje a-priori informaci v podobé hodnoticiho
funkciondlu, ktery kazdému moZnému feseni piifazuje ¢iselnou hodnotu; Cim je tato hodnota
nizsi, tim vyssi pravdépodobnost se prisuzuje vyskytu daného reSeni (tj. u profilu emisivity
ptvodni tomografickd tloha, a ndsledné se hled4 reSeni minimalizujici jistou kombinaci téchto
dvou funkciondlid. ZapiSeme-li pavodni ulohu jako reSeni soustavy

Tg = f, (1.2)

kde vektor g je sloZen z (nezndmych) koeficientt linedrni kombinace bazovych funkci, f jsou
udaje zaznamenané detektory a projekéni matice T popisuje vztah mezi nimi, pak
regularizovanou ulohu Ize zapsat jako

argmin ||Tg - f|I' + 210(g) (1.3)
g

kde O(g) zna¢i hodnotici funkciondl. Parametr A (regularizacni parametr) byl zaveden pro
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snadné vyvazeni vlivu obou ¢lent, ideédlné tak, aby se feSeni ulohy prili§ neodchylovalo ani v
jednom z nich. Je zjevné, Ze pokud byla pivodni tloha pouze nedostate¢né urcend (a ne Spatné
podminénd), feSeni nové dlohy se i pii libovolné malé hodnoté A ptikloni ke tvaru co nejlépe
spliujicimu predpoklady vyjadfené funkciondlem O. Vétsi péci je tieba vybéru A vénovat u
uloh $patné podminénych, u nichz lze ocekévat, Ze za cenu mirného zvysSeni hodnoty prvniho
¢lenu ve vztahu (1.3) bude nalezeno teSeni vyhovujici a-priori informaci vyznamné lépe.
Bohuzel neni vzdy jasné, jak tento parametr zvolit, ackoli pro to byla vymys$lena fada postupu.

Tichonovova regularizace ve vySe uvedené podobé predpokladd, Ze reSend uloha je tak mal4,
abychom si mohli dovolit manipulovat s celou projekéni matici najednou, respektive abychom
dokézali v rozumném c¢ase vyfeSit minimaliza¢ni ulohu obsahujici ndsobeni touto matici.
Podobného efektu se ovSem da dosdahnout i pfi pouziti itera¢nich tomografickych metod jako
je ART, které Spatnymi moZnostmi optimalizace netrpi. Za tim ucelem je nutné modifikovat
itera¢ni krok algoritmu tak, aby sniZoval nejen reziduum prtbézného reSeni, ale i hodnotu
hodnoticiho funkciondlu na ném, opét ve vhodném poméru. Metodu SIRT (coZ je Kaczmarziv
algoritmus s vypoctem rezidua jen jednou za n krokd, kde n je pocet rovnic [16]) 1ze odvodit
tak, Ze poZadujeme, aby po kazdém itera¢nim kroku presné platil jeden vybrany radek vztahu
(1.2); Pro jednoznaténost postupu piedpokldddme, Ze oprava teSeni v daném kroku je
nasobkem vybraného radku projekéni matice. Itera¢ni krok vysledné metody mé tvar

k+1

gt =g"+olf,-Tg

| k/n| -n) Ti

J
I I

kde T; je onen vybrany radek projek¢ni matice a w je relaxa¢ni parametr ovliviiujici vyskyt a
rychlost konvergence. Analogicky postup miZeme (riznymi zptisoby) aplikovat na vztah (1.3).
Predpokldddme-li opét, Ze neregularizovand slozka opravy md mit smér shodny s jednim
radkem matice, ziskdme pro itera¢ni krok vzorec
k+1 _  _k |k/n| n Ti w A VO(anJ 'n)
g _g+w(fi_Tig ) 2 _2 2
T |l o Tl

kde w je opét relaxa¢ni parametr, ackoli jeho optimdlni hodnota muZe byt odliSnd od
predchozi metody. Snadno se presvéd¢ime, Ze pokud m4 tato iterace pevny bod, pak je jim
reSeni (1.3); Konvergence takto regularizované metody ovSem neni zrejmd. Odvozeni
podobného vzorce, av§ak vychdzejiciho z metody SART, je k nalezeni v [29].

(1.4)

) (1.5)

Pro dplnost zminme, Ze existuji regulariza¢ni metody, které ,nevyuZivaji a-priori informace*
[6]. Lze mezi né zatadit itera¢ni metody s omezenym poctem krokt, v jejichz ptipadé se
spoléhda na to, Ze vysokofrekven¢ni slozky feSeni v iteraci konverguji pomaleji nez
nizkofrekven¢ni. Sofistikovanéjsim algoritmem je Truncated Singular Value Decomposition
(TSVD) [30]. Ten vychézi z metody zndmé jako SVD (Singular Value Decomposition), jez
rozkladé libovolnou matici na souéin tfi speciélnich:

T=UXV", (1.6)

kde matice U a V jsou ortogondlni a X je diagonalni (obecné obdélnikové). Pokud je ptvodni
matice reguldrni, v§echny diagondlni prvky matice X (singuldrni hodnoty) jsou nenulové, a
rozkladu lze vyuzit k pfimému nalezeni feSeni ulohy (inverzni matice k ortogondlni matici se
vypocte jeji transpozici, u diagondlni matice sta¢i invertovat jednotlivé diagonélni prvky). U
singularni matice se da SVD vyuzit k vypoctu jeji pseudoinverze, a to tak, Ze misto invertovani
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vSech diagondlnich hodnot matice X invertujeme jen ty nenulové (a pokud neni ¢tvercova,
transponujeme ji).

Spatné podminénd tloha se v SVD poznd podle toho, Ze nékteré singularni hodnoty jsou
mnohem bliZe nule nez jiné. D4 se s ni zachdzet tak, Ze singuldrni hodnoty mensi nez zvoleny
prah nahradime nulami (,truncation®) a misto inverze provedeme pseudoinverzi [30]. Tim z
feSeni odstranime ty slozky, které jsou hodné citlivé na odchylky v datech (coZ jsou u
tomografie opét ty vysokofrekvenéni). Vyhodou tohoto pfistupu je jeho vypocetni ispornost,
protoZze singuldrni hodnoty jsou pocitany v poifadi od nejvétsi k nejmensi, a jakmile je
prekroCen prah, da se vypocet ukonc¢it. Za nevyhodu lze naopak povazovat skute¢nost, Ze
TSVD neumi vyuzit a-priori informace, pokud je néjaka k dispozici [6].

1.5 Algoritmus na tokamaku COMPASS

Algoritmus, ktery se na tokamaku COMPASS pouzivd k tomografii celkového vyzareného
vykonu a mékkého rentgenového zareni, je zaloZen na Tichonovové regularizaci s bazi
tvofenou obdélnikovymi (pfipadné ¢tvercovymi) pixely a s pfedpokladem hladkosti profilu
emisivity. Hladkost profilu lze vyjadfit raznymi zptsoby, z nichz na COMPASSu se pouZivaji
metody zaloZené na minimalizaci normy nékteré prostorové derivace profilu, respektive
minimalizace Fisherovy informace.

Minimalizace derivaci vyuZivd toho, Ze derivace funguji jako horni propust; Na funkci s
vyznamnou vysokofrekvenéni slozkou ve spektru nabyvaji vysokych hodnot, kdeZto u pomalu
se vyvijejicich funkci jsou blizké nule. Rekonstrukéni metoda regularizovand jejich
minimalizaci tedy upfednostniuje hladké vysledky. Kromé toho ma tento druh hodnoticiho
funkciondlu jednu algoritmickou vyhodu. Pavodni Tichonovova regularizace po¢ita s tim, Ze
hodnotici funkcional je kvadraticky a pozitivné definitni a da se vyjadrit jako O(g) = || T g ||?
(matice I' se oznacuje jako Tichonovova); Minimalizace derivaci tento tvar maji. Kazdy fadek
jejich Tichonovovy matice vyjadruje jistou kone¢nou diferenci, tedy linedrni kombinaci dvou
nebo vice blizkych pixeldq, jejiz hodnota aproximuje smérovou derivaci profilu v daném misté
(pfesna derivace funkce sloZené z pixelll je ovS§em nepouZitelnd, protoZe takova funkce ma
skoky). Zvlastni pozornost je pritom potfeba vénovat okrajovym podminkdm, protozZe i ty maji
vliv na tvar feSeni. Jednou z moZnosti jejich implementace je zahrnout mezi kone¢né diference
i absolutni hodnoty vSech okrajovych pixeld. To odpovid4d podmince pevnych okrajt s nulovou
hodnotou (amplitudy okrajovych pixel lze interpretovat jako rozdil funkéni hodnoty v pixelu
a nulové hodnoty za jeho okrajem). Analogicky lze zavést volné okraje, totiZ tak, Ze kone¢né
diference na okrajich do hodnoticiho funkciondlu nezatadime. Regularizace pouZivani na
COMPASSu obvykle po¢itd s pevnymi okraji, pfipadné s aritmetickym primérem zminénych
dvou ptipadi (v dalsim textu oznacovéano jako napil pevné okraje).

Uloha regularizovana funkcionalem v popsaném tvaru se d4 vyfesit pomoci metod linearni
algebry. Jeji minimaliza¢ni varianta (obdoba (1.3)) ma4 tvar

argmin [[Tg - £+ 2T g|l" (1.7)
g

Tato minimalizace se d4 pievést do podoby soustavy linedrnich rovnic vyjadtujicich, Ze
derivace vztahu (1.7) podle kterékoli slozZky g musi byt nulova:
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T'T+AT'T)g- T'f = 0. (1.8)

Tuto soustavu pak vyfeSime nékterou z metod k tomu urcenych (napiiklad Gaussovou
eliminaci [23]). Vzhledem k vysledné podobé ulohy se tento tvar regularizace oznacuje jako
linedrni.

Fisherova informace je funkciondl zobrazujici pravdépodobnostni rozdéleni zdvislé na
néjakém parametru na kladné redlné ¢islo; Toto ¢islo se d4 interpretovat jako presnost, s jakou
lze odvodit hodnotu parametru z pozorovani velitiny s danym pravdépodobnostnim
rozdélenim [31]. Pro tucely regularizace tomografické dlohy povaZujeme (normalizovany)
profil emisivity plazmatu za pravdépodobnostni rozdéleni, podle kterého jsou emitovany
fotony, a prostorové posunuti tohoto rozdéleni (vzhledem k libovolnému referenénimu bodu,
na tom vysledek nezavisi) za parametr. Provddime-li dvojrozmérnou tomografii, jsou tyto
parametry dva; MGZeme vypocitat Fisherovu informaci pro kazdy z nich zvlast a za hodnotu
regulariza¢niho funkciondlu dosadit jejich soucet. Tak dostaneme tvar zavedeny v [32]:

0(9) _ I(axg)2+(6yg)2

dxdy (1.9)

RR?
kde g(x, y) je profil emisivity tvofeny linedrni kombinaci bazovych funkei s koeficienty g. Je
zfejmé, Ze pro numerické ucely musime vztah (1.9) diskrétné aproximovat. Podobné jako vyse
tedy nahradime derivace kone¢nymi diferencemi, které aproximuji hodnotu derivace v
urc¢itém bodé, a do jmenovatele dosadime hodnotu g v tom bodé. Na COMPASSu se pouZivaji
dvé varianty tohoto ptibliZeni. V prvni se poc¢itaji rozdily mezi dvéma pixely se spolec¢nou
hranou a vyslednda diference se povazuje za piiblizeni derivace ve stfedu jednoho z pixeli (tj.
doptednd nebo zpétnd diference). Za hodnotu g se pak dosadi pfimo hodnota pixelu. Druha
varianta spoc¢iva v interpretaci rozdilu mezi sousednimi pixely jako jako centralni diference,
ktera aproximuje derivaci funkce ve stfedu hrany mezi pixely. Reseni ma v tom misté skok, ale
d4d se nahradit aritmetickym pramérem obou sousedicich hodnot (coZ by mélo zietelnéjsi
smysl pfi pouZiti interpolativnich pixeld, které ov§em vyuZiviny nejsou). V kazdém pripadé
pak lze misto integralniho vztahu (1.9) psat

2
0(g) = > (g = g T'WIg. (1.10)
T g(x, )

V tomto zdpisu matice T realizuje vypocet konecnych diferenci prvniho #ddu A; (v obou
smérech), a jako W jsme oznacili diagondlni matici s prvky 1/g(x; y:). Nyni je zfejma podoba
Fisherovy informace s kvadratem normy prvnich prostorovych derivaci; LiSi se pritomnosti
vdhové matice W, kterd pfirazuje rtzny vyznam derivaci (a hladkosti) v riznych mistech
profilu. V mistech s vysokou emisivitou je na hladkost kladen niZ§i dtraz, diky ¢emuZ neni
emisivita v téchto oblastech uméle sniZovana. Naopak tam, kde je emisivita nizk4, je dobre
potlac¢en Sum [32].

Na rozdil od minimalizace normy derivaci nemd Fisherova informace tvar linedrni
regularizace, a nelze na ni aplikovat postup vedouci k soustavé linearnich rovnic, jako je (1.8);
To proto, Ze matice W zdavisi na g. Lze ovSem pouZit aproximace navrzené v ¢lanku [32].
Derivujeme minimaliza¢ni tlohu s hodnoticim funkciondlem (1.10) a zanedbdme pritom
zavislost W na g. Tim dostaneme soustavu nelinedrnich rovnic

(T'"T+AT"WL)g-T'f = 0, (1.11)
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kterou lze re$it metodou pfimé iterace. Pfi ni opét zanedbdme zdvislost W na g a reSime
soustavuy, jako by byla linedrni. Ziskané feSeni pouzijeme k aktualizaci W, a tento postup
iterativné opakujeme. Princip pfednostni minimalizace derivaci v mistech s nizkou emisivitou
je tak zachovan. Zjevnou nevyhodou tohoto pfistupu je nutnost pro ziskdni jedné rekonstrukce
fesit vice neZ jednu soustavu linedrnich rovnic, byt se ukazuje, Ze jich zpravidla nemusi byt
mnoho [33].

Dalsi vypocetni komplikace plyne z toho, Ze predem nezndme hodnotu parametru A. Pro jeji

urceni se na COMPASSu vyuziva faktu, Ze hlavnim tkolem regularizace je eliminovat vliv Sumu

ptitomného v datech. Volime tedy A tak, aby reziduum neregularizované ulohy odpovidalo

urovni Sumu, jakou v datech o¢ekdavame. Toto kritérium je zndmé jako Morozovav princip [34],

alze jej popsat vztahem

_ i /! (Tig(ﬂ') - fi)z
/1= o

kde o; predstavuje o¢ekavany Sum v i-té sloZce dat. K vypoc¢tu rezidua je bohuZel nutné znat
feSeni ulohy s danou hodnotou A. K feSeni tohoto problému se pristupuje jako k numerickému
hleddni kotene obecné funkce jedné proménné, kde vycisleni funkce spocivd ve vypoctu
regularizované tomografické rekonstrukce a nasledném dosazeni feSeni do (1.12). To
vyZaduje iterativni postup, a pokud je rekonstrukce regularizovana Fisherovou informaci, pak
dva iterativni postupy vnoiené do sebe.

x*(g(2)) =1 (1.12)

Bylo ukdzano, Ze iteraci pro minimalizaci Fisherovy informace lze provadét zaroven s
hleddnim optimdlni hodnoty A, tj. v kazdém itera¢nim kroku aktualizovat A i vdhovou matici. K
vyraznému zvySeni efektivity vypoctu tim ov§em nedojde [35].

1.6 Moznosti algoritmického urychleni

Z predchoziho odstavce plyne, Ze pro ziskdni jednoho tomografického snimku je tfeba provést
fadu iteraci zahrnujicich reSeni soustavy linedrnich rovnic o rozméru odpovidajicim
pozadovanému rozliSeni snimku. V téchto iteracich se optimalizuje hodnota regulariza¢niho
parametru, a v pfipadé Fisherovy informace také tvar regulariza¢niho funkciondlu. Nabizi se
nékolik zptisob1, jak tento vypocet urychlit.

Zjevnou moznosti je sniZeni poctu pixeld a tim i velikosti soustavy linearnich rovnic. K feSeni
této soustavy se pouzivaji pfimé metody, jejichz ¢asova slozitost asymptoticky roste s treti
mocninou poc¢tu rovnic (a pixel); Tento vypocet predstavuje nejndroc¢néjsi ¢ast kazdého
itera¢niho kroku. Pro rozliSeni tak velkd, Ze 1ze pouzit asymptotické pribliZeni, je tedy mozné
sniZenim rozliSeni itera¢ni krok zna¢né urychlit. Neni vSak dobré sniZovat rozliSeni piilis,
protoZe se ukazuje, Ze od jisté velikosti pixelu vy$ za¢ind tvar feSeni zéviset na zvoleném
rozliSeni [6], coZ naznacuje, Ze dochazi k neZddouci regularizaci omezenim prostoru fe$eni.
Také je mozné, Ze Spatné vysledky pfi nizkém rozliSeni souviseji s diskretiza¢nimi chybami,
které se zvétSuji prinejmensim linedrné s $itkou pixelu, a potencialné s chybami ve veli¢inach,
které na této diskretizaci zaviseji [33]. K o néco lep§im vysledkim muZe vést nahrazeni pixeld
interpolativnimi funkcemi a souvisejicimu zptresnéni pfibliZzeni spojitého profilu emisivity pri
dané velikosti baze, jak je zminéno v [22]. Jednoduchou optimalizaci po¢tu pixela lze také
provést vynechdnim téch pixeld, které lezi mimo oblast, v niZ se miZe vyskytovat plazma
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(naptiklad mimo komoru tokamaku). Drobnym problémem tohoto pristupu je sloZitéjsi tvar
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okraje rekonstruované oblasti, a tim i okrajovych podminek.

Dal$im zpuisobem, jak urychlit vypocet soustavy, je provést nékteré ¢asti vypoctu predem, a v
kritické chvili pak poéitat jen to, co je nutné. Kdyby se matice soustavy mezi snimky (nebo
alespori mezi iteracemi jednoho snimku) neménila, $lo by predpocitat matici k ni inverzni
nebo jeji rozklad na souéin matic, které se snadno invertuji (naptiklad Chloleského faktorizaci
nebo SVD). Po ziskani pravé strany by se pak provadélo pouze ndsobeni matici (v pfimocaré
implementaci kvadraticka ¢asova sloZitost) nebo feSeni soustav s trojihelnikovymi maticemi
(také kvadratické).

Matice tomografické ulohy se bohuZel mezi snimky i mezi iteracemi méni, oviem myslenka
pocitani s predstihem zlstdvd uzitetnou, pouZijeme-li obecnéj$i metodu nez ty zminéné v
minulém odstavci. Dobrou volbou je Generalized Singular Value Decomposition (GSVD), jak je
popsano napiiklad v [36]. Podobné jako u béZného SVD jde o rozklad4ni obecnych matic na
souctiny matic diagondlnich a ortogondlnich; Tentokrat vSak rozkladdme najednou dvé matice
se shodnym poc¢tem sloupci. Pro ucéely Tichonovovy regularizace 1ze GSVD zapsat takto:
T=UZ1Z,
r =VZ1Z,
kde matice U a V jsou ortogondlni, X; a X, diagondlni a Z reguldrni [36]. Linedrné
regularizovanou dlohu (1.8) pak lze s pomoci tohoto rozkladu ptepsat jako

(1.13)

(Z's,U"UZ,Z+ AZ'2,V'VZ,Z)g = T'f, (1.14)
a nasledné, s vyuzitim ortogonality maticUa'V,
Z'(22+ AZ)Zg = T'f. (1.15)

Nyni je mozné rozlozit tlohu na postupné Feseni tloh s maticemi Z', (£2+ A%;) aZ ; Prvnia
posledni lze invertovat predem, prostfedni je diagonalni. Takto 1ze v redlném case vytesit
linedrné regularizovanou dlohu s ¢asovou sloZitosti kvadratickou v poc¢tu rovnic, i kdyz
hodnota A neni pfedem zndma. Problém nastdva pti pouziti Fisherovy informace, kdy se vztah
(1.15) zmeéni do tvaru

Z'(22+ AZ,VVWVZ,)Zg = T'f. (1.16)

Vahova matice W, kterd se prinejmen$im v nékterych itera¢nich krocich méni, brani dal§imu
zjednoduSeni ulohy; Matice uvnitf zdvorek navic uZ obecné neni diagondlni. Lze alespon
uvazovat o vyuZziti GSVD k urychleni téch fazi vypoctu, kdy se méni pouze A, ov§em uZite¢nost
takového postupu je nejasnd, protoZe po kazdé zméné vahové matice je tfeba provést GSVD
rozklad a inverzi tim ziskané matice Z.

Alternativnim zplsobem ke zjednoduSovéni itera¢niho kroku je sniZeni potfebného poctu
téchto krokd, a to pokud moZno tak, aby neutrpéla presnost vysledku. Je tedy potfeba urychlit
konvergenci itera¢ni metody. K ur¢eni vhodného A z Morozovova principu 1ze pouzit nékterou
ze standardnich metod pro hleddni kotfene funkce, napiiklad metodu seéen, jejiz rad
konvergence ¢ini ¢ = 1.618. Rychlejsi asymptotické konvergence 1ze dosahnout s metodami
zaloZzenymi na interpolaci fe§ené funkce polynomem vys$siho neZ prvniho radu, které maji tu
vyhodu, Ze nepotiebuji znit Zddnou derivaci funkce. Zminéné metody jsou v§ak pouZitelné jen
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pro optimalizaci samotného parametru A, protoZe jejich postup zavisi na nékolika pfedchozich
vypoctenych hodnotdch, a mezi vypocty téchto hodnot se nesmi zménit jiné parametry
zkoumané funkce, jako naptiklad vdhova matice. Pokud se vdhov4 matice méni zaroveri s A, je
vhodné pouzit stabilnéjsi metodu, jako je metoda tétiv (neboli regula falsi) [35].

Pouziti metody s derivacemi, jako je Newtonova, je mozné, ale vyzaduje to vypotty navic.
Derivujeme-li vztah pro vypocet y* a predpoklddame-li pritom linedrni regularizaci,
dostaneme

(aaix)f = 2(Tg(f,2) - f)'’ET(T'T + 10)"0g(f,2). (1.17)

Pro Newtonovu metodu je tedy tfeba fesit zndmou soustavu linedrnich rovnic jesté jednou, s
novou pravou stranou. To je na§tésti mozné udélat tak, aby ¢asova sloZitost pfidanych vypocth
byla jen kvadratickd v po¢tu rovnic. Na druhou stranu tim asymptoticky urychlime hleddni A
do tadu 2. Je ovSem tfeba vzit v uvahu i obor konvergence Newtonovy metody a to, jak rychle
konverguje, dokud je daleko od korene (vétS§inou nemdme zdjem hledat A s maximadlni
numericky dosaZitelnou presnosti). Neni tedy zfejmé, za jakych okolnosti se tento postup

vyplati.

K urcovani vah Fisherovy informace byl zatim pouZivan jen algoritmus popsany v minulém
odstavci. Jeho implementace je jednoduchd, a konverguje s dostate¢nou pifesnosti béhem
nékolika iteraci. Kazda z téch iteraci ovSem vyZaduje reSeni soustavy linedrnich rovnic. Vedle
primocarého snizovani slozitosti jednotlivych krokt nebo jejich poc¢tu se tedy nabizi zvolit
metodu, kterd mezi obéma veli¢inami udéld rozumny kompromis. MZe pritom jit i o metodu
pro minimalizaci funkce, kterou aplikujeme na dlohu ve tvaru (1.3). Opét neni snadné
analyzovat, k jaké zméné ¢asové slozitosti algoritmu tak dojde.

Konvergenci itera¢nich metod 1ze je$té urychlit vhodnou volbou poc¢ate¢niho pfiblizeni. Lze
napiiklad vypocitat tomografickou rekonstrukci stejného snimku s niZz$im rozliSenim a do
pozadovaného rozliSeni ji interpolovat [37]. Jinou moZnosti je pfedpokladat, Ze profil
plazmatu se v Case vyviji pomérné pomalu (vzhledem k vzorkovaci frekvenci tomografické
diagnostiky), a po sobé nasledujici snimky jsou tedy podobné. V tom pripadé miZeme jako
pocatecni ptibliZzeni pouzit vysledek ptfedchozi rekonstrukce. Podle prace [35] je takto moZné
zkratit iteraci minimalizace Fisherovy informace na jeden krok (jednu soustavu linedrnich
rovnic na snimek), ov§em za cenu ob¢asného vyskytu nepiesné rekonstruovanych snimkf.

S redukci iterace na jeden krok se objevuje dalsi vyuziti pro rozklady matice soustavy: Rozklad
lze provést drive, neZ jsou nactena prvni data. S daty na pravé strané se pak reSi pouze
soustavy s trojuhelnikovymi, ortogondlnimi nebo diagondlnimi maticemi. Tim dosdhneme
zkraceni ¢asu mezi vstupem dat a jim odpovidajicim vystupem tomografické rekonstrukce
[38]. Vzorkovaci frekvence vSak zlstava stejnd, uréend zejména tim, jak rychle umime rozlozit
matici ulohy. S lehkym vyuZitim paralelizace mtZeme zvys$it i ji, pfiCemzZ se je$té snizi pfesnost
vystupt; Jednou rozloZenou matici 1ze totiZ pouZzivat k rekonstrukci dalsich a dalsich snimki,
zatimco druhé vldkno programu pripravuje rozklad nové matice. Je zfejmé, Ze matice, ktera je
mirné neaktudlni uz tehdy, kdyZ je vypocten jeji rozklad, zastaravd béhem svého dalsiho
pouzivani ddle. ZaleZi tedy na navazujicich regulatorech, zda tento kompromis mezi rychlosti a
presnosti oceni.
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Informace z ptredchozich rekonstrukci se dd patrné pouZzit i v pripadé kvadratickych
hodnoticich funkciondlt. Tyto funkciondly nevyuZivaji derivace véaZené prevracenymi
hodnotami nezndmé, takZe se z ptedchozich snimkt muiZe pouZit pouze odhad A. Zajimaveéjsi
situace v tomto (i pivodnim) pripadé ovSem nastane, feSime-li i soustavu linedrnich rovnic
nékterou z itera¢nich metod (at uz ART aplikovanou na (1.2) nebo obecnéjsi metodou, kterou
pouzijeme k feSeni (1.8)), které podobné jako iterace Fisherovy informace vyZaduji inicializaci
pocatetnim odhadem feSeni. Konvergence prakticky pouzivanych metod byvé (alespoil pro
urc¢ité typy soustav) zarucena s libovolnou inicializaci, ovSem lze ocekdvat, Ze pii pouZiti
dobrého pocate¢niho odhadu bude k nalezeni dostate¢né piesného reSeni opét stacit nizsi
pocet itera¢nich krokd. S vyuZitim informace z dfive rekonstruovanych snimki lze tedy nejen
snizit pocCet iteraci, ale i zkratit vypocet jednoho jeho itera¢niho kroku.

Popisované problémy s nepfesnou rekonstrukci, zpisobenou omezenim poctu iterac¢nich
krokt, se netykaji vSech snimkd, nybrZz jen téch, které ndasleduji po rychlé zméné profilu
emisivity, nebo které jsou poskozeny néjakou nestabilitou pouzivanych itera¢nich metod. Byla
navrzena kritéria umoZnujici tyto poskozené snimky rozeznat [35]. Pokud je metoda pouZita
mimo redlny cas, daji se rozpoznané snimky opravit napriklad tak, Ze s jim odpovidajicimi
daty provedeme néjaké iterace navic. V redlném cCase to nejde, nicméné existence kritérii
dovoluje pfipadnym reguldtorim vadné snimky preskocit nebo jim priklddat mensi vahu,
radéji neZ na jejich zdkladé provést chybny zdsah. Je ovSem jasné, Ze i tak je tfeba vyskyt
téchto chyb co nejvice omezit.
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2 Implementace tomografie

Tomografické a jim podobné metody nachdzeji rozsahlé uplatnéni v analyze dat
zaznamenanych béhem experimentu. S vyvojem pocitacl, respektive elektroniky navrzené
specidlné pro digitalni zpracovani signélu, se vSak pro né objevuje odvaznéjsi vyuziti, totiz
fizeni experimentu v redlném case. Odvaznéjsi proto, Ze po vystupech algoritmi je kromé
spravnosti pozadovana i rychlost a spolehlivost.

PoZzadavky na rychlost typicky maji u softwaru pro redlny ¢as podobu deadlinti, nejvyssich
dovolenych zpozdéni mezi vstupem a odpovidajicim vystupem programu. Urovné pozadované
spolehlivosti se 1i§i podle toho, jak z&vazné jsou néasledky zmes$kédni deadlinu: U nékterych
aplikaci vypoc¢ti v redlném case tim dojde k selhdni rizeného systému, zatimco jinde je
vysledek vypoctu uzite¢ny i po uplynuti deadlinu, byt méné nez pti véasném dodéani. Obecné
vSak plati, Ze u systému pro vypocty v redlném case je kladen daraz na to, aby jejich vystupy
prichazely v pfedvidatelnych intervalech.

Pokud mda byt tomografie meékkého rentgenového =zateni pouzita napiiklad ke
zpétnovazebnimu fizeni vertikdlni polohy plazmatu, je nutné, aby jeji vypocet zabral
vyznamné krat$i dobu, nez kolik ¢ini ¢asova konstanta vertikdlni nestability. Ta je rdznd pro
rizné tokamaky, zavisi na jejich velikosti (vét$i tokamaky mivaji pomalej$i vertikdlni
nestabilitu) a na konstrukci komory (vitivé proudy ve vodivé sténé zpomaluji pohyby
plazmatu). U tokamaku COMPASS ¢ini tato ¢asova konstanta priblizné 0.5 ms [3], zatimco u
tokamaku JET jsou to jednotky milisekund [39]. Pfedpokldda se, Ze pro tokamak ITER to
budou desitky milisekund; Zde ovSem definice nestability z4visi i na designu stabiliza¢niho
systému, ktery je schopny doddvat do fidicich civek omezeny proud a tim padem ma
omezenou schopnost zachytit plazma, které se od rovnovazné polohy vzdali vice nez na
nékolik centimetrt [40]. U pripadného aktivniho fizeni transportu necistot se situace zd4 byt
priznivéjsi, protoZe jev je pomalej$i; Na tokamaku JET se jeho charakteristické trvani pohybuje
ve stovkach milisekund [41]. MozZnosti této technologie vSak dosud nejsou tadné
prozkoumdny a neni tedy jasné, jaké ve vysledku budou poZadavky na fidici algoritmus.

Tato kapitola se zabyva piedevsim optimalizaci tomografického vypoctu, avsak je tfeba mit na
paméti, Ze to neni jedind soucast stabiliza¢niho systému, na niz zavisi uspéch experimentu.
Tomografii pfedchézi sbér dat a po ni ndsleduje vyhodnoceni vysledkd. U fizeni polohy jde o
transportu necistot je treba vyhodnotit, jakému rozloZeni necistot ziskany profil emisivity
odpovidd. Vystup tohoto procesu pak predstavuje vstup pro reguldtor, ktery ovSsem obvykle
nebyva moc vypocetné naro¢ny (vertikdlni poloha plazmatu na tokamaku COMPASS je fizena
PID reguldtorem [3]). Ddle je na fadé opét hardware, v tomto pfipadé aktudtory, coZ jsou v
pripadé vertikdlni stabilizace zdroje dodavajici proud do stabiliza¢nich civek (na COMPASSu se
pouzivaji zdroje schopné ménit vystup jednou za 25 ps [3]) a civky samotné (maji induktanci,
a pokud jsou umistény mimo vodivou komoru, je tfeba pocitat i s casem prostupu pole skrz
tuto komoru). Celd zpétnovazebni smycka je zndzornéna na obrazku 2.1. Vyslednou veli¢inou,
ktera urcuje rychlost zpétné vazby, je pritom zpozdéni mezi vstupem signalu do detektort a
nejbliz§im zdsahem aktudtor, ktery z tohoto signalu vychazi.
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Obr. 2.1: Schéma obecné smycky zpétné vazby tokamaku (ptevzato z [42])

V soucasném feSeni na tokamaku COMPASS jsou vypocty pro zpétnovazebni fizeni polohy
provadény s periodou 50 ps, tedy desetkrat kratsi nez ¢asova konstanta nestability. Tato doba
je ve zbytku tohoto textu povazovana za deadline pro tomograficky vypocet polohy plazmatu.
Je vsak treba dodat, Ze pribéh soucasného algoritmu, tedy zpoZdéni mezi vstupem a
vystupem dat, trvd jen 12 ps. Jde o vypocet polohy z magnetickych diagnostik, ktery je
relativné jednoduchy, a existuji pro néj efektivni algoritmy zaloZené na vyhleddvacich
tabulkach [5]. Vypocet pritom provadi program napsany v C++ béZici na béZném procesoru
bez paralelizace.

Do nésledujicich podkapitol jsou zatazeny vysledky z prace [43].

2.1 Programovatelna hradlova pole

Obvyklé numerické vypocty nemaji zcela sekvenéni povahu, tj. neni ur¢eno jediné mozné
poradi, v jakém je tfeba vykonavat jejich dil¢i operace. Pro urychleni téchto vypocta se nabizi
vyuzit paralelizace, tedy provadét nékteré jejich ¢asti zaroven, na vice vypocetnich jadrech
(procesorech nebo mensich jednotkach). Podobné jako kombinace sekven¢niho procesoru s
paméti umoZiiuje do jisté miry optimalizovat algoritmy volbou vhodného kompromisu mezi
jejich ¢asovou a prostorovou sloZitosti, u paralelnich algoritmi 1ze navrhnout kompromis mezi
tfemi druhy sloZitosti: vypocetnim ¢asem, mistem zabranym v paméti a po¢tem vypocetnich
jednotek. U vypocta v redlném ¢ase maji vSechny tfi veli¢iny svd omezeni; Zatimco pamétové a
procesorové naroky jsou omezeny dostupnym hardwarem, na vypocetni ¢as jsou kladeny
deadliny.

Samotné ¢asova slozitost u paralelnich algoritm® navic neni popséna jen jednim ¢islem. Lze
mluvit o veli¢indch zvanych zpoZdeéni (latence) a propustnost (throughput), z nichZ prvni
oznacuje cas, ktery uplyne mezi vstupem dat a jim odpovidajicim vystupem, zatimco druha
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popisuje frekvenci, s jakou je zatfizeni schopno pfijimat nova data (u vystupu se predpoklads,
Ze jsou generovany se stejnou frekvenci). U obvoda s nastavitelnym taktem se zavadi jesté
tfeti casova veli¢ina zvand timing; Ta tik4, pti jakém nejvys$$im taktu obvod funguje spravné
[44]. Zpozdéni a propustnost je opét mozné optimalizovat do jisté miry zvlast, zejména
pomoci mechanizmu zndmého jako pipelining. Ten je zaloZen na stejné mySlence jako
montazni linka: Vypocetni proces je rozdélen na fadu navazujicich ukont, a kazdy je provadén
na jiném vypocetnim jadru. Dosaziteln4 frekvence vstupt dat pak odpovida frekvenci, s jakou
data prochdzeji nejpomalej$im jadrem, coZz ovSem byva rychlej$i nez kdyby kazdé jadro
provadélo cely vypocet [44]. ZpoZdéni zlstava stejné nebo se mirné zhorsi, protoZze mezi
vstupem a odpovidajicim vystupem musi postupné probéhnout dil¢i vypocty na vSech jadrech,
plus komunikace mezi jadry. Pfitom pravé zpozdéni je klicovou veli¢inou u vypoc¢ta v redlném
case.

Pro implementaci paralelnich algoritmu byla vyvinuta fada typt hardwaru, od vicejadrovych
procesoru pies grafické karty po integrované obvody s konfigurovatelnou strukturou. Ne
vSechny se ovSem hodi k tomografii plazmatu v redlném ¢ase. Komeré¢né dostupné vicejadrové
procesory maji obvykle jader pomérné madlo, ¢imZ sice dovoluji optimalizaci pomoci
vicevldknového béhu programu, ale ne masivni paralelizaci nékterych fazi tomografického
vypoctu, jako je generovdni matice regularizované ulohy nebo nésledné freSeni soustavy
linedrnich rovnic. Grafické karty nabizeji zajimavéj$i moZnosti paralelizace, vypocetnich jader
mivaji hodné, a tato jadra jsou vysoce optimalizovand pro numerické vypocty. Mimo jiné
umoznuji provést jeden druh operace na mnoha riiznych balicich dat zaroven, diky ¢emuz jsou
implementace metod pro feSeni linedrnich soustav na grafickych kartach velmi rychlé.
Problémem se vSak ukazuje byt rychlost nacitdni dat, kterd je u grafickych karet pomérné
nizk4; Vzhledem k tomu, Ze pienos dat je zapotrebi na za¢dtku a na konci kazdého vypoctu,
jeho pomalost ponékud zhorSuje moZnosti pouZiti grafickych karet v redlném ¢ase (alesponi v
tak redlném, jaky tfeba u zpétné vazby na tokamaku) [45].

Naopak jako vhodné pro zamyS$leny druh vypocta se ukazuji integrované obvody zndmé pod
nazvem programovatelnd hradlovd pole (anglicky Field-Programmable Gate Array, FPGA). Ty
nemaji podobu souboru vypocetnich jader uréenych pro paralelni poc¢itani, nybrz pravidelné
miizky relativné nizkodroviiovych soucdstek doplnénych o infrastrukturu umoZiujici
volitelné propojeni a konfiguraci téchto soucéastek [44]. Takova struktura umoZiiuje s pomoci
univerzalniho zatizeni dosdhnout podobnych vysledk jako s pouzitim integrovanych obvodi
vyrabénych na miru dané aplikaci, ¢imZ odpada faze vyvoje a testovani hardwaru (,Field-
Programmable“ 1ze chapat jako protiklad k ,Factory-programmable“). Oproti integrovanym
obvodiim na miru je ovSem efektivita takovychto ¢ipt nizsi pokud jde o rychlost, sloZitost
designu realizovaného ¢ipem dané velikosti i energetickou nédro¢nost [46]. To je dano
pritomnosti konfigura¢ni infrastruktury a faktem, Ze jednotlivé soucastky jsou potencidlné
mnohoucelové. Obvody FPGA jsou tak vhodné spiSe pro aplikace malého rozsahu, pro které se
nevyplati vyvijet obvod na miru.

Univerzalni struktura FPGA se skldda z logickych bloki, které jsou obvykle sloZeny z
konfigurovatelnych vyhleddvacich tabulek a jednobitovych pamétovych jednotek (flip-flopt).
Tyto elementy mohou slouzit jako kombinatoricka logika, pamét typu ROM, pripadné RAM
(distribuovand pamét’) [47]. Kromé této univerzalni struktury Ize v modernich obvodech FPGA
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nalézt nizkouroviiové implementace ¢asto pouzivanych prvkd, jako jsou scitacky a ndsobicky
pro pevnou i plovouci [48] fddovou ¢drku nebo pamétové bloky s vétsi kapacitou, neZ jakou
dovoluje distribuovana pamét (zvané blokovd pamét).

Soucéstky v FPGA lze primo spojovat do celkd, které realizuji pozadované zobrazeni ze vstupud
na vystupy. Takovému designu se fikd kombinatoricky, a je vhodny spiSe pro jednodu$si
funkéni celky; Pritomnost sloZitych kombinatorickych obvodt v designu totiZ kazi timing.
kombinatorické ¢asti; Registry pousti vystup jednéch obvodd na vstup druhych na zdkladé
hodinového signdlu, ktery je obvykle spole¢ny pro celé FPGA a distribuovany po siti, ktera
zaruCuje jeho synchronnost ve vSech koutech obvodu [49]. Diky tomu lze v FPGA
implementovat sekven¢ni obvody, a vyteSit tak paralelizaci algoritmu napiiklad implementaci
fady propojenych procesorovych jader, kterda mohou vykondvat bézny strojovy kéd. Takovy
ptistup vSak neni ptili§ efektivni ve srovnani s vicejddrovymi procesory vyrabénymi na miru
svému ucelu. Lepsi je tvorit design pro FPGA jako kombinaci malych a jednoucelovych obvodi,
jejichZ spoluprace se d4 ladit s pfesnosti na jednotlivé takty hodinového signalu [44]. Podobné
se d4a optimalizovat vstup a vystup dat, coZz predstavuje zna¢nou vyhodu FPGA oproti
grafickym kartdm. Z hlediska vyuZiti ¢ipu je dobré, aby optimalizovand prace dil¢ich obvoda
tvortila vétSinu spotfebovaného vypocetniho ¢asu; Toho vSak 1ze ¢asto dosdhnout jen vhodnou
volbou algoritmu, kterym budeme ulohu resit.

Pro vyvoj obvodi realizovanych v FPGA (i pro vyvoj integrovanych obvod@ na miru) se
pouzivaji jazyky oznacované jako Hardware Description Language (HDL), z nichZ
nejrozsirenéjsi jsou VHDL [50] a Verilog [51]. Tyto jazyky umoZiiuji popsat digitalni elektricky
obvod podobné jako kreslené schéma. Na rozdil od schématu ovSem dovoluji i relativné
vysokoturovinové konstrukce, jako je opakovani véci ve smycce, navrh kone¢nych automati
nebo prace s datovymi typy. Pomoci specializovaného softwaru lze HDL kéd prevést
(syntetizovat) do podoby konfiguraéniho souboru pro FPGA. Existuji ovSem i né&stroje
kompilujici HDL do strojového kédu, ktery se dé spustit na sekven¢nim procesoru (paralelni
procesy jsou ovSem pouze simulovany). To dovoluje testovat fungovani designu jesté pred
samotnym naprogramovanim soucastky [52].

Diky jazyktim HDL se navrh digitdlnich obvodd do jisté miry podob4d béZnému programovani.
Stale je ovSem treba mit na paméti nékteré odliSnosti tohoto procesu. Zejména je tfeba pocitat
s tim, Ze ndvrh nemuzZe byt libovolné slozity; Zatimco na sekvenénim hardwaru to vede pouze
k vy$si spotrebé paméti nebo procesorového ¢asu, do FPGA se prili§ slozity design nevejde. U
aplikaci pro rychlé zpracovani dat je také tfeba brat ohled na to, jak dlouho trv4, nez signal
projde jednotlivymi ¢dstmi obvodu, pripadné spojem mezi nimi. Proto ndstroje pro syntézu
HDL vétSinou umoznuji doplnit kéd o podminky kladené na timing.

2.2 Reseni soustav linearnich rovnic

Soustavy linedrnich rovnic se vyskytuji v procesu reSeni rozliénych dloh, kromé tomografie
plazmatu zejména pii numerickém feSeni diferencidlnich rovnic objevujicich se v tradé
fyzikdlnich problémd, ale také naptiklad ve zpracovani obrazu [53] nebo kryptoanalyze [54]. V
radé pripadd maji tyto soustavy zvlastni tvar, jehoZ lze pfi jejich reSeni vyuzit. Za tim ucelem
byla vyvinuta rada specializovanych algoritmd, z nichZ nékteré se ukazuji byt vhodné i pro
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feSeni tomografické ulohy. Navic ¢asto vyuZivaji jednoduchych operaci provddénych s mnoha
prvky matice, coZ poskytuje prostor pro paralelizaci.

V dosavadni implementaci tomografického algoritmu se fe$i soustavy s maticemi ve tvaru
T'T + A0, kde T je projekéni matice a O matice (linearizovaného) hodnoticiho funkciondlu.
Matice O je symetrickd a obvykle pozitivné definitni (jde naptiklad o druhou mocninu matice
kone¢nych diferenci). Sou¢in T'T je symetricky a pozitivné semidefinitni, at ma matice T
jakykoli tvar. Parametr A se navic voli kladny. Ve vysledku je symetrickd a pozitivné definitni
celd matice ulohy. Diky témto vlastnostem lze namisto univerzdlnich metod, jako je Gaussova
eliminace, pouZzit napiiklad Choleského faktorizaci, jejiZz vypocet je rychlejsi. Z hlediska
asymptotické sloZitosti jsou ovSem obé zminéné metody srovnatelné; V sekven¢ni varianté
maji casovou slozitost O(n®), kde n je pocet rovnic.

Matice T je (u pixelové tomografie) ridkd, protoZe detektory jsou uspoiddané tak, aby kazdy
zabiral jen malou ¢dst plazmatu (tj. maly pocet pixeld); Matice O je také fidk4, naptiklad pro
Fisherovu informaci dvojrozmérného profilu ma v kazdém radku nanejvy$ pét nenulovych
¢isel. Ackoli pro pravidelné uspoiddané pixely mivd matice hodnoticiho funkcionalu
nékolikadiagondlni strukturu, celd matice dlohy takovou strukturu nem4; Nelze tedy pouZit
vysoce efektivni metody ur¢ené pro tento piipad. Radu algoritmi Ize ovsem ptizptsobit, aby
vyuzivaly alespon ridkosti matice. V nékterych ptipadech jde jen o preskakovani vypocth s
prvky, o nichZ je zndmo, Ze jsou nulové (a o zménu reprezentace matice, kterd s tim souvisi). V
jinych pripadech dojde ke zna¢nému zesloZiténi algoritmu (naptiklad analyzovanim struktury
fidké matice pies grafové algoritmy [55]), i kdyZ vypocetni ¢as na sekvenénim procesoru i
mnozstvi zabrané paméti se tim snizi. Z hlediska FPGA muZe byt zesloZiténi algoritmu
nezadouci, protoZe vede ke zvySeni mnozstvi potfebnych logickych prvka.

Podobné jako metody pro tomografickou inverzi se i metody pro reSeni soustav linedrnich
rovnic daji rozdélit na pfimé a iterativni. Pfimé metody fe$i soustavu linedrnich rovnic v
jednom kroku, alespon v tom smyslu, Ze pouZitelné reSeni se objevi aZ po dokonceni vSech
vypoctd; Toto feSeni je az na chyby zptisobené vypocty s digitalné reprezentovanymi realnymi
¢isly presné. VySe zminénd Gaussova eliminace a Choleského faktorizace jsou priklady
pfimych metod. Itera¢ni algoritmy oproti tomu pracuji v mnoha krocich, pricemz po kazdém z
téchto kroki je k dispozici nova aproximace feseni. Cim vice krokii vykondme, tim vice se
vysledek blizi spravnému feSeni — pokud algoritmus konverguje. Existuji také algoritmy, které
dokdZzou poskytnout numericky presny vysledek v konetném case, ale produkuji i
mezivysledky, které se postupné blizi presnému feSeni podobné jako u itera¢nich metod;
Prikladem takového algoritmu je metoda konjugovanych gradientt [56].

Pro praktické numerické vypocty maji itera¢ni algoritmy nékolik vyhod. Za prvé, jejich diléi
krok byva vypocetné jednodussi nez velky krok pfimych metod, a lépe se optimalizuje pro
rozsahlé soustavy nebo omezeny hardware. Casto spoéivd v nasobeni mezivysledku matici
nebo feSeni soustavy s trojuhelnikovou ¢asti ptivodni matice, coZ je dobré v tom, Ze hodnoty v
matici neni tfeba prepisovat. Fakt, Ze se matice neméni, usnadfiuje piipadnou paralelizaci,
protoZe jednotlivé kroky vypoc¢tu nemuseji ¢ekat, aZ pro né bude matice pripravena z
predchozich krokt (byt kroky mohou byt sekven¢né zavislé i jinymi mechanismy). Také to
pomahé pfi optimalizaci algoritmt pro ridké matice, protoZe neménnost matice zarucuje, Ze
se neobjevi nové nenulové prvky, a reprezentaci matice 1ze snadnéji prizpisobit schématu, v
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jakém probihd pristup k jejim prvkdm.

Dal$im rysem itera¢nich metod, ktery lze povaZovat za vyhodu, je moZnost prerusit vypocet po
zvoleném poctu itera¢nich krok a dosdhnout tak kompromisu mezi kratkym vypocetnim
¢asem a vysokou presnosti vysledku. Pro vypocty v redlném case to znamen4, Ze lze v rdmci
deadlinu ziskat alespoil néjaky vysledek, i kdyZ kompletni vypocet pfimé metody by se nestihl.
U nékterych iterac¢nich metod se navic ukazuje, Ze mezivysledky konverguji k presnému reSeni
v raznych ohledech rizné rychle [55]. U tloh podobnych tomografii to miZe znamenat, Ze
nizkofrekvenc¢ni slozky feSeni konverguji jinak rychle neZ vysokofrekven¢ni. PouZijeme-li
metodu s pomalou konvergenci vysokofrekvenénich sloZek k feSeni regularizované ulohy, 1ze
iteraci preru$it poté, co nizkofrekvenéni slozky skonverguji (za predpokladu, ze
vysokofrekvenéni slozky nebyly v ptibliZzeni feSeni pfitomny od zac¢atku a neni teba ¢ekat, az
zmizi).

Jesté jednou zajimavou vlastnosti itera¢nich metod je to, Ze vychdazeji z po¢ate¢niho pribliZzeni
vysledku. Ackoli pocate¢ni prtibliZeni obvykle nemd vliv na asymptotickou rychlost
konvergence metody [57], mGZe mit vliv na pocet kroki nutnych k ziskdni vysledku s
praktickou presnosti. Toho lze vyuzit, pokud mame o feSeni ptibliZnou pfedstavu uz pred
zacatkem vypoctu. Jak je zminéno v odstavci 1.6, takovou predstavou muze byt feSeni ziskané
v minulém ¢asovém kroku. Jinou moznosti je pouzit jako poc¢atec¢ni pribliZzeni interpolovany
vysledek ziskdny pti niZz§im rozliSeni, podobné jako [37] navrhuje pro urychleni iterativni
minimalizace Fisherovy informace. Lze dokonce uvaZovat o kombinaci téchto dvou piistupl a
o ziskani tomografické obdoby multigridnich metod, pouZivanych pfti feSeni diferencidlnich
rovnic [58].

2.3 Gaussova eliminace

Gaussova eliminace je pfimou metodou pouZitelnou pro libovolny typ soustavy linedrnich
rovnic. Soustava definované matici a pravou stranou se v ni transformuje na soustavu s jinou
matici i pravou stranou, avSak se shodnou mnoZinou re§eni. Nejzndméjsi varianta Gaussovy
eliminace spoc¢ivd v prevedeni soustavy do trojuhelnikového tvaru a jejiho nésledného
vyteSeni pomoci zpétného dosazovdni [23]. Pfi zpétném dosazovani se vyuZije toho, Ze v
soustavé s (horni) trojuhelnikovou matici se vyskytuje rovnice zavisld jen na poslednim prvku
neznamé, kterd se d4 snadno vytesit; Po jejim vyreSeni se hodnota posledni neznamé dosadi
do predchozi rovnice, v niZ tim opét zdstane jen jedna nezndmé (pfedposledni). Takto 1ze
postupné vyftesit vSechny rovnice. Jinou moZnosti pro Gaussovu eliminaci je pfevést matici
soustavy do diagonalniho tvaru, takZe pak zpétné dosazovani neni nutné. Tento postup byva
oznacovan jako Gaussova - Jordanova eliminace [59].

Zména tvaru soustavy je realizovana rddkovymi upravami, z nichZ kazdd méni jeden radek
matice a prisluSny prvek pravé strany. V nejjednodussi situaci stac¢i k eliminaci jeden druh
radkové upravy, kterym je pric¢teni ndsobku fadku k nékterému z nésledujicich fadka. K
trojuhelnikovému tvaru matice to vede diky tomu, Ze nasobky pfi¢itanych radkt jsou voleny
tak, aby upravou ubyl jeden nenulovy prvek pod diagondlou matice. Tento postup ovSem
funguje jen pro matice silné reguldrni, tedy takové, u nichZ je reguldrni i kazd4 submatice
vznikld vybérem prvnich k fadka a k sloupctd. U matic, které nejsou silné reguldrni, maze
nastat stav, v némzZ néktery nenulovy poddiagondlni prvek nelze eliminovat, protoZe radek,
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jehoZz nasobek by bylo tfeba odecist, ma v kritickém misté nulu. V takovém pripadé si lze
pomoci zavedenim nové radkové upravy, kterou je zdména poradi radka.

S Gaussovou eliminaci souvisi na prvni pohled odli§nd metoda zvana LU faktorizace. V ni se
neupravuje soustava vcetné pravé strany, ale jen matice, a vysledkem je matice vyjadrend jako
soucin dvou trojuhelnikovych matic (dolni a horni, proto ,LU*). Ndsledné se pomoci zpétného
dosazovani vyre$i dvé vnorené soustavy s témito trojuhelnikovymi maticemi. Souvislost s
Gaussovou eliminaci za¢ne byt patrnd, vyjadfime-li raddkové upravy jako ndsobeni
jednoduchymi maticemi. Uprava ,pFi¢teni nasobku fadku k niz§imu fddku“ je volena tak, Ze
matice ji odpovidajici je dolni trojuhelnikovd; Celou Gaussovu eliminaci tak 1ze popsat jako
nasobeni matice soustavy (a pravé strany) dolni trojihelnikovou matici. Oznac¢ime-li
vyslednou eliminovanou matici (podle popsaného algoritmu horni trojihelnikovou) jako U,
pak L je matice inverzni k matici realizujici fddkové tupravy; Matice inverzni k dolni
trojuhelnikové je pfitom také dolni trojuhelnikova. Jestlize LU faktorizace pievadi soustavu do
tvaru

LUx=b, (2.1)
pak cilem Gaussovy eliminace je tvar

Ux=L"b, (2.2)
kde L a U oznacuji tytéZ matice.

Tvar matice L by se ovSem pokazil pfi pouziti dpravy typu ,,zdména radka’, jejiz matice ma
nenulovy prvek nad diagondlou. Odtud je zfejmé, Ze popsany postup LU faktorizace nelze
vykonat pro libovolnou matici, ovSem pro silné reguldrni matice to jde. Vypocitat LU
faktorizaci matice je podobné sloZité jako provést Gaussovu eliminaci (ve skute¢nosti to lze
udélat pomoci mirné modifikovaného algoritmu Gaussovy eliminace [60]). Jeji vyhodou je
ovSem nezavislost hlavniho vypo¢tu na pravé strané, diky ¢emuz ho lze provést drive, nez je
prava strana znama, respektive provést ho jednou a vysledny rozklad pak pouzivat k reSeni
soustavy s rliznymi pravymi stranami (které se mohou objevovat postupné).

Bohuzel se ukazuje, Ze Gaussova eliminace i LU faktorizace ve vySe popsané podobé trpi
numerickou nestabilitou. Pti té dochazi ke zvyraziiovani chyb zptsobenych naptiklad vypocty
v omezené digitdlni reprezentaci ¢isel, a to i tehdy, kdyZ je reSend uloha dobfe podminéna
[61]. Zejména jde o to, Ze pii postupném s¢itdni ndsobkh Fadkt obéas vznikaji prvky s malou
absolutni hodnotou a velkou relativni chybou. V nékterém z dalSich krokd muze byt takovy
prvek zvolen za pivot, tedy za éislo, jehoZ prevracenou hodnotou se ndsobi fddek urceny k
pricteni k jinému radku. Touto operaci dojde ke zvétSeni absolutni chyby pfitomné v
koeficientu a jejim roz$ifeni na cely rddek; Kvili tomu je ndasledujici postup eliminace jesté
vice neptesny. U velkych soustav miZou timto mechanismem narist chyby natolik, Ze v feSeni
dominuji [61].

Presto je Gaussova eliminace pouZitelnd, protoZe numerické nestabilité se d& vyhnout
zavedenim mechanismu nazyvaného pivotace. Pfi pivotaci béhem eliminace zaménujeme
poradi radkd, pripadné i sloupcd, a to tak, aby na misté pivotu v kazdém kroku stdl co nejvétsi
prvek (tj. prvek, u kterého je nadéje na malou relativni chybu). Podobné lze upravit i LU
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faktorizaci, pokud vysledny rozklad doplnime o permuta¢ni matice popisujici, jak byly
zaménény radky a sloupce [60]. Je fada moZnosti, jak pivotaci provést, pfiCemZ tyto moZnosti
jsou razné vypocetné slozité, rtizné ucinné a také rtzné vhodné pro paralelizaci [62].
Nejobvyklejsimi moZnostmi jsou tiplnd a ¢dste¢nd pivotace, pfitemzZ v uplné se vybird pivot z
celého bloku matice, ktery je jesté treba eliminovat (zaménuji se radky i sloupce), zatimco u
¢asteéné se vybira jen z prvki v daném sloupci. Uplna pivotace zaruéuje dobry vysledek za
vSech situaci, ale ma kubickou ¢asovou sloZitost, ktera se projevi na slozitosti celého
algoritmu. Rovnéz negativné ovliviiuje moZnosti paralelizace [62].

Bez pouziti pivotace dovoluje Gaussova eliminace rozsdhlou paralelizaci. Operace pricteni
nasobku radku k jinému radku se skldd4d z fady navzijem nezdavislych vypoctd, jedinou
komplikaci je pfitom pottreba distribuce (broadcastu) koeficientu mezi vypocetni jadra. Dalsi
paralelizace se nabizi v tom, Ze je moZné provést pficteni (raznych) ndsobki jednoho #adku k
vice fadkim zaroven. Tentokrat je pfitom potieba kromé broadcastu koeficient(i provést také
broadcast prvka radku, protoZe kazdy prvek je pouZivan ve vice vypocetnich jadrech. Za
urcitych podminek lze provést broadcast v konstantnim c¢ase; Dovoluje to naptiklad
architektura FPGA vyuZivajici sbérnic, které jsou jednim vypocetnim jaddrem nastaveny na
zvolenou hodnotu a vSechna ostatni jadra zaroven tuto hodnotu prectou. V takovém piipadé
1ze fddkovou paralelizaci dosahnout kvadratické ¢asové sloZzitosti s linedrné rostoucim poctem
vypocetnich jader. U uplné blokové paralelizace je ¢asova slozitost linedrni pti kvadratické
spotfebé vypocetnich jader. Pamétova slozitost je vzdy kvadratickd, protoZe je treba
uchovavat matici o velikosti nxn.

Zminénych casovy sloZitosti je ovSem moZné dosdhnout i v pripadé, Ze neumime provést
broadcast v jednom kroku; Lze jej totiZ nahradit pipeliningem, tedy misto rozeslani informace
vSem vypocetnim jednotkdm najednou ji poslat jen prvni jednotce v fadé a nechat ji, aby ji v
pristim kroku predala ddl, zatimco sama prijme novou [63]. Konstantni koeficient u ¢asové
sloZitosti je pak ovSem horsi neZ pti pouZiti sbérnic, coz souvisi s tim, Ze na za¢atku a na konci
vypoctu je aktivni jen ¢ast vypocetnich jader (na zacétku ta, ke kterym uZ se dostala rozesilana
informace, a na konci ta jadra, ke kterym se dostala aZ ted').

Gaussova eliminace ve své diagonaliza¢ni varianté je prvnim algoritmem vybranym pro
implementaci na FPGA v rdmci této préace. Tato varianta je v sekven¢ni podobé pomalej$i nez
eliminace do trojuhelnikového tvaru nésledovand zpétnym dosazenim, protoZe travi vic ¢asu
ve fazi vypoctu s kubickou ¢asovou sloZitosti. Ve zvolenych uplné fadkové, respektive blokoveé
paralelizovanych implementacich je ov§em naopak rychlejsi, a pro implementaci na FPGA ma
tu vyhodu, Ze nepotiebuje zvlastni obvody uréené pro zpétné dosazovani. Radkové
paralelizovand implementace v kazdém pripadé potfebuje n vypocetnich jader, blokoveé
paralelizovana n* Ke zpomaleni nedojde proto, Ze operace navic provedou vypocetni jadra,
ktera by jinak nebyla vyuZzita (zpracovdvana ¢ast radka se postupné zkracuje, jak od zacatku
radku pribyvaji nulové prvky). Obé uvazované implementace metody ukazuje kéd 2.1.
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void gaussJordan_radkovy(double** A, double* b, double* x, int n){

int maxPivot = 0;
for(int i=1; i<n; i++){
if(abs(A[i][@]) > abs(A[maxPivot][0])){
maxPivot = i;

}
}
double* radek = A[@]; A[@] = A[maxPivot]; A[maxPivot] = radek;
double prvek = b[@]; b[@] = b[maxPivot]; b[maxPivot] = prvek;

for(int i=0; i<n; i++){

maxPivot = i+1;

for(int j=0; j<n; j++){
if(i==j)continue;
double koef = A[FI[i]/A[i][i];
parfor(int k=i+1; k<n; k++)A[j][k] -= koef*A[i][k];
b[j] -= koef*b[i];
if(j>i && abs(A[j][i+1]) > abs(A[maxPivot][i+1])){

maxPivot = j;

}

¥

if(maxPivot!=i+1){
radek = A[i+1]; A[i+1]
prvek = b[i+1]; b[i+1]

A[maxPivot]; A[maxPivot]
b[maxPivot]; b[maxPivot]

radek;
prvek;

}

parfor(int i=0; i<n; i++){
x[i] = b[i]/A[i][i];
}
}

void gaussJordan_blokovy(double** A, double* b, double* x, int n){

for(int i=0; i<n; i++){
parfor(int j=0; j<n; j++){
if(i==j)continue;
double koef = A[FI[i]/A[i][i];
parfor(int k=i+1; k<n; k++)A[j][k] -= koef*A[i][k];
b[j] -= koef*b[i];

}

parfor(int i=0; i<n; i++){
x[i] = b[i]/A[i][i];
}
}

Kéd 2.1: Radkové (nahote) a blokoveé paralelizovand Gaussova - Jordanova eliminace.
Klicovym slovem parfor jsou oznaceny cykly vhodné k paralelnimu vykondni. Vimplementaci
radkove paralelizované eliminace se pocita s fddkovou pivotaci, blokové paralelizovana
varianta je implementovana bez pivotace. V obou pfipadech je zanedbdna implementace reZie
souvisejici s vypocttem na vice jadrech.
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2.4 Choleského faktorizace

Je-li matice soustavy symetrické a pozitivné definitni, 1ze provést LU faktorizaci tak, ze U = L',
Tento druh rozkladu se nazyva Choleského faktorizace, a oproti obecné LU faktorizaci méa
nékolik vyhod. Z optimaliza¢niho hlediska je dobré, Ze ho lze provést priblizné dvakrat rychleji
neZ LU faktorizaci nebo Gaussovu eliminaci, coZ souvisi s tim, Ze poc¢itanych prvku je dvakrat
méné (asymptotickd ¢asova sloZitost v konvenéni implementaci ov§em zistava kubickd) [64].
Rovnéz je dobré, Ze za predpokladu symetrické a pozitivné definitni matice 1ze Choleského
faktorizaci provést vidy, aniz by bylo tfeba zaménovat fadky a sloupce matice (submatice
tvotené prvnimi k fddky a sloupci pozitivné definitni matice jsou vzdy reguldrni). Navic je
vypocet Choleského faktorizace numericky stabilni [64].

Choleského faktorizaci lze upravit pro rozklad matice na souc¢in typu LDL! kde L je dolni
trojuhelnikova a D je diagondlni; Pro jednoznac¢nost lze predpoklddat, Ze L mé na diagondle
samé jednicky. Tento rozklad je mimo jiné moZné provést i pro nékteré matice, které nejsou
pozitivné definitni, ackoli pak neni zarufena jeho numerickd stabilita [65]. Z hlediska
pripadné implementace na FPGA je vSak jeho zasadni vyhodou skutec¢nost, Ze neni potreba
pocitat Zadné odmocniny.

Nevyhodou Choleského faktorizace je vys$si sekvencni zavislost vypoctd, neZ jakou mé
Gaussova eliminace. To je Spatné nejen pro paralelizaci, ale napiiklad i z hlediska p#istupu do
vyrovnavaci paméti u sekvenc¢niho procesoru. Zavislost dat I1ze do jisté miry omezit vhodnym
pierovnanim matice, a také pouzitim LDL" rozkladu [66]. Konven¢ni implementace
Choleského faktorizace pracuje se tifemi vnoienymi cykly, jejichZ hierarchii 1ze ménit; Spolu s
ni se méni i schéma pristupu k datim. Samotny tento postup nevede k (vyznamné)
optimalizaci, ale 1ze jej doplnit o volbu reprezentace matice (napi. po radcich), ktera se
schématem pfistupu dobfe spolupracuje. Dalsiho vylepSeni je mozné dosahnout pouzitim
blokovych algoritmil, které rozdéli matici na mensi bloky a provadéji jejich faktorizaci [65]. Po
vétSinu vypocetniho c¢asu je tak pristup k datim omezen na obsah jednotlivych bloki.

vvvvvv

Na algoritmu Choleského faktorizace lze predvést, jaké moZnosti optimalizace poskytuje
fidkost matic. Prvni moZnosti je vynechat v§echna pti¢itdni ndsobkd nulovych prvk, déleni
nulovych prvka koeficienty a pocitani jejich odmocnin. Lze snadno ukézat, Ze tim dojdeme k
algoritmu, ktery provadi aritmetické operace v poc¢tu umérném souctu kvadratl poctd
nenulovych prvkl ve sloupcich vysledné matice L [67], zatimco u algoritmu nepoc¢itajiciho s
ridkosti matice je to imérné souc¢tu druhych mocnin poétd vSech prvka ve sloupcich L. Patrné
tedy nejde o zhorSeni, ovSem neni zcela snadné analyzovat, o jaké jde zlepSeni. Struktura

nenulovych prvkd matice L totiZ nemusi odpovidat pvodni matici.

Béhem vypoctu Choleského faktorizace obecné dochézi v matici k zapliiovdni, tedy objevuji se
nové nenulové prvky. Rozsah zapliiovani z4visi na struktufe pivodni matice, pricemZ k nému
nemusi dojit viibec, ale také mizZe byt matice zaplnéna tuplné. Pozice novych nenulovych prvka
1ze odvodit s vyuZzitim algoritmid zndmych jako symbolickd eliminace; Tuto analyzu lze provést
v Case linedrné rostoucim s poétem nenulovych prvka v matici L [67]. Symbolickd eliminace je
uZite¢nd k optimalizaci pamétovych ndrokd algoritmu (poskytuje informaci o tom, kolik mista
je tfeba vyhradit pro nové prvky), ale i pro teoretickou analyzu zplisobt, jak zapliiovani
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omezit.

Omezeni zaplnéni lze c¢asto dosdhnout zdménou poradi fadkd a sloupctt v matici (oboji
zaroven, aby matice ztstala symetrickd). Napriklad se ukazuje, Ze je dobré prevést matici do
co nejuz§iho pasového tvaru; K zaplnéni pak mutZze dochdzet pouze uvniti pasu. Nalezeni
optimdlniho pierovnani matice (ne nutné pasového) je bohuzel NP-tuplna uloha [65], ovSem i
prakticky pouzitelnymi heuristickymi postupy lze dosdahnout vyznamné uspory pameéti a
zrychleni vypoctu. Nékdy lze navic vyuZzit toho, Ze md byt faktorizovdno vice matic se stejnou
strukturou (coZ je pripad tomografické tulohy regularizované minimalizaci Fisherovy
informace) a provést analyzu a navrh pferovnani pouze jednou. Implementace v FPGA pak
muZe pocitat s konkrétnim tvarem matice a nemusi zahrnovat algoritmus pro symbolickou
faktorizaci.

2.5 Jacobiho a Gaussova — Seidelova metoda

Itera¢ni metody pro reSeni linedrnich soustav se daji rozdélit do dvou skupin, nékdy
nazyvanych staciondrni a nestaciondrni [57]. Nestaciondrni typicky konverguji rychleji, ale
sloZitost kritickd, byla pro implementaci vybrdna jedna ze stacionarnich metod, konkrétné
metoda Gaussova - Seidelova.

Gaussova - Seidelova a ji podobna Jacobiho metoda spocivaji v rozdéleni matice soustavy na
soucet dvou Castetné zaplnénych matic. Nasledné lze soustavu prepsat do ekvivalentniho
tvaru, v némz se nezndmy vektor vyskytuje na dvou mistech, z toho jednou explicitné. Tento
tvar pouzijeme jako itera¢ni predpis, kde na misto implicitniho vyskytu nezndmé dosadime
predchozi iteraci a misto toho explicitniho novou iteraci; Tu pak ze vztahu snadno vypoc¢teme.

Konvergence Gaussovy — Seidelovy metody je zarufena pro pozitivné definitni matice a pro
matice s prevladajici diagondlou (u matice s prevlddajici diagonélou je kazdy diagonalni prvek
v absolutni hodnoté vétsi nez soucet absolutnich hodnot ostatnich prvka na stejném tadku).
Pro matice s prevlddajici diagondlou vzdy konverguje i Jacobiho metoda. Ani v jednom pripadé
vSak nejde o nutnou podminku konvergence [55].

Resime-li soustavu A x = b, zaéneme Gaussovu - Seidelovu metodu rozdélenim matice A na
matici D obsahujici pouze jeji diagondlni slozky, matici L predstavujici ¢ast lezici pod
diagondlou a U ¢4ast nad diagondlou. Soustavu pak prepiSeme takto:

(L+D)x = b - Ux (2.3)

Predpoklddejme, Ze diagondlni prvky matice A, respektive D, jsou nenulové. Matice (L+D) je
pak reguldrni a trojuhelnikovd a soustavu s ni umime reSit rychleji nez soustavu s ptivodni
rovnici:

X" = (L+D)'(b -UX") (2.4)

Tento vztah s doplnénymi indexy iteraci predstavuje itera¢ni predpis Gaussovy - Seidelovy
metody. Analogicky ziskdme vztah pro Jacobiho metodu, jen matici A rozdélime na ¢asti D a
(L+U):

X' = D'(b - (L+U)x") (2.5)
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aproximaci fe$eni; V pripadé Jacobiho metody lze psat x*' = x* + D'(b - A x¥), u metody
Gaussovy - Seidelovy je to x*' = x* + (L+D)*(b - A x*). Vhodnou tpravou maticového
koeficientu pred reziduem lze rychlost konvergence jesté zvysit. Toho vyuzivd metoda zndmé
jako superrelaxac¢ni (zndm4 také jako SOR, ze slov Successive Over-Relaxation), ktera pracuje s
piedpisem x*! = x* + w (wL+D)™ (b - A X*). Redlny parametr w se voli mezi O a 2, a jeho
optimdlni hodnota zavisi na feSené uloze. Pro implementaci na FPGA md tato metoda
nevyhodu ve vy$$im poctu potrebnych obvodua pro ndsobeni obecnych redlnych ¢isel.

Vypocet jednoho kroku Jacobiho metody neni algoritmicky (ani z hlediska FPGA) o mnoho
jednodussi nez u Gaussovy - Seidelovy metody, pfestoZe neni tfeba re$it soustavu s
trojuhelnikovou matici, ale jen diagondlni; To proto, Ze oproti metodé Gaussové — Seidelové je
tfeba vic operaci pfi ndsobeni vektoru matici. Pritom se ukazuje, Ze Gaussova - Seidelova
metoda konverguje rychleji [57]. Obé metody vSak maji spole¢nou jednu vlastnost, kterd mize
byt pro tomografii nevyhodnd (ac¢koli u multigridnich metod je to duleZzity ptedpoklad):
Vysokofrekvenéni slozky feSeni aproximuji rychleji neZ nizkofrekvenéni [68]. Pokud
pouzijeme jako pocate¢ni priblizeni konstantu, je nizkofrekvenéni sloZzkou reSeni hruby tvar
profilu emisivity; Pokud vyjdeme z piedchoziho vysledku, mizZe to byt posunuti profilu, tedy
véc dulezita pro pripadné vyuZiti ve zpétné vazbé. Je ovSem tfeba mit na paméti, Ze analyza
konvergence ruznych slozek reSeni se tykd soustav vznikajicich z diskretizace nékterych
diferencialnich rovnic, a u tomografické dlohy se tyto metody mohou chovat jinak.

Gaussova - Seidelova a Jacobiho metoda se 1i$i v moZnostech paralelizace. U Jacobiho metody
je paralelizace pomérné primocard a patrnd uZ z maticového zépisu, jako je (2.4). Nasobeni
matice a vektoru o n fadcich 1ze provést naptiklad na n vypocetnich jadrech, kde kazdé jadro
pocita skaldrni souc¢in vektoru s jednim fddkem matice. V sekvenéni varianté vypoctu lze
rovnéZ snadno vyuzit Fidkosti matice k optimalizaci tohoto kroku. Reseni soustavy s
diagonalni matici spoc¢ivd ve vydéleni kazdé slozky pravé strany jim odpovidajicim
diagonalnim prvkem matice, coZ lze také provést oddélené. Naproti tomu v Gaussové -
Seidelové metodé se vyskytuje soustava linedrnich rovnic s trojuhelnikovou matici, ktera se
re$i zpétnym dosazovanim; Kvili tomuto kroku nejsou slozky feSeni navzajem nezavislé, a v
sekven¢énim vypoctu se obvykle tyto slozky pocitaji jedna po druhé. Nejspi§ proto je obcas
paralelizace Gaussovy - Seidelovy metody povaZovéna za obtiZnou [69].

Pokud je matice soustavy (a tudiZ také trojihelnikovad L+D) fidkd, pak jednotlivé slozky
nezndmé nezaviseji na vSech predchozich slozkach, ale jen na nékterych. Toho lze vyuZzit k
rozdéleni nezndmych do skupin, v jejichz rdmci jsou navzijem nezavislé, ale zavisi na
neznamych z nékterych dal$ich skupin. Nezndmé ze stejné skupiny pak miaZeme zpracovavat
zaroven [69]. Pro rozdéleni do skupin se vyuZzivaji relativné sloZité (algoritmicky i vypocetné)
algoritmy pro obarveni grafu, kde vrcholy grafu tvofi nezndmé, navzdjem zavislé neznadmé
jsou spojeny hranou a kazda barva vysledku odpovid4d jedné nezavislé skupiné. Pro feSeni
tomografické ulohy v redlném c¢ase neni sloZitost téchto algoritmt na prekazku, protoze
rozmisténi nenulovych prvka fidké matice je pro vSechny snimky stejné (méni se jen jejich
hodnoty), a skupiny lze sestavit pfedem. Hor§im problémem je fakt, Ze efektivita této metody
paralelizace silné zavisi na fidkosti matice [69], a tomografickd matice pro malé pocty pixeld
prili§ fidka neni (viz obrazek 2.2). Rovnéz se zd4, Ze tento druh algoritmu neni p#ili§ vhodny
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pro implementaci na FPGA (kvili rGznorodosti vyuzivanych postupi).

Nadéjnéjsi metoda paralelizace spocivd ve vhodné zaméné poradi operaci béhem vypoctu.
Nejjednodus$si implementace funkce vykondvajici jeden iteraéni krok Gaussovy Seidelovy
metody obsahuje dva vnofené cykly a vyuziva jen jednu vektorovou proménnou uchovéavajici
aktudlni aproximaci reSeni; Ta je postupné prepisovdna novou aproximaci. Kéd 2 ukazuje
mirné upravenou verzi tohoto algoritmu; Je zde pouZita pomocnd vektorovd proménnd a
vnitfni cyklus je rozdélen na dvé ¢asti. Tato implementace se 1épe pievadi do paralelni podoby.

Druhd z funkci definovanych v kédu 2.2 ptedstavuje jednu z nékolika moZnosti paralelniho
vykonani toho samého algoritmu; Tato varianta byla posléze implementovdna do FPGA.
Nejvyznamnéjsi odliSnosti je zdména vnitiniho a vnéjsiho cyklu; Diky tomu se v kazdém kroku
nového vnitfniho cyklu zapisuje do jiné slozky vektoru reSeni, zatimco pro ¢teni se pfistupuje
stdle k té samé, x[j]. Vnitrni cyklus lze tedy provést v konstantnim case jako broadcast x[j]
mezi vypocetni jednotky (pomoci sbérnice) a nasledny vypocet dvou aritmetickych operaci v
kazdé jednotce. Vnéjsi cyklus musi byt v tomto pripadé rozdélen na dvé po sobé nasledujici
¢asti, protoZe vypocty ve druhé ¢dasti zaviseji na vysledcich prvni ¢asti. Je zfejmé, Ze Casova
sloZitost takto implementovaného algoritmu je linedrni v pocétu rovnic, stejné jako pocet
vyuzitych vypocetnich jader. Nevyhodu m4 tento algoritmus v pripadé aplikace na ridké
matice, protoZe neposkytuje moznost preskocit vypocty s nulovymi prvky; Nanejvys je mozné
omezit pocet vypocetnich jader pro paralelni operace, ma-li matice soustavy omezeny pocet
nenulovych prvka v kazdém sloupci. Rovnéz je tézké dosahnout dalsi paralelizace, protoze
jednotlivé kroky druhé ¢asti vnéjsiho cyklu jsou sekvencné zavislé (lze uvaZovat o blokové
paralelizaci prvni ¢asti cyklu, ale pak bude tato ¢ést cyklu zabirat mnoho logickych prvki, a
¢asova sloZitost kroku ztstane linearni kvtli druhé éasti cyklu).
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Obr. 2.2: RozloZeni nenulovych prvki (¢erné) v matici tomografické ilohy regularizované
Fisherovou informaci pro rozliseni 1210 pixela (vlevo) a 104 pixela (vpravo)
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void gaussSeidel sekvencni(double** A, double* b, double* x, double* x2, int n){

for(int i=0; i<n; i++)x2[i] = b[i];
for(int i=0; i<n; i++){

for(int j=i+1; j<n; j++){
} x2[i] -= A[i][F]1*x[3];

for(int j=0; j<i; j++){
x2[i] -= A[1][J]*x2[3];

iZ[i] /= A[1][i];
}
void gaussSeidel paralelni(double** A, double* b, double* x, double* x2, int n){
parfor(int i=0; i<n; i++)x2[i] = b[i];

for(int j=1; j<n; j++){
parfor(int i=0; i<j; i++){
} x2[1] -= A[L1][31*x[]];
}

for(int j=0; j<n; j++){
x2[3] /= A[31[31;
parfor(int i=j+1; i<n; i++){
} x2[1] -= A[1][J]*x2[]];

Kéd 2.2: Dvé implementace Gaussovy  Seidelovy metody; Prvni z nich predstavuje primocary
prepis vektorového vztahu do sekven¢ni podoby, ve druhé je potradi operaci zménéno pro
efektivnéjsi paralelizaci. Jsou-li cykly parfor vykondny v konstantnim ¢ase, ¢asova sloZitost
paralelizovaného algoritmu je linearni.

2.6 Paralelni ART

Metoda ART je efektivni ve své sekvenc¢ni podobé a nabizi i ur¢ité moznosti paralelizace, i kdyz
ty nejsou tak jednoduché jako u metod popsanych v predchozich odstavcich. Pro zacatek 1ze
uvazovat o paralelizaci jejiho jednoho kroku. Ten ov§em zahrnuje vypocet skaldrniho sou¢inu
radku matice s vektorem a kvadratu normy radku matice, tedy ulohy na paralelni redukci. Tyto
ulohy lze vyresit v logaritmickém case na n vypocetnich jadrech; U druhé z nich si lze pomoci
jejim predpocitanim. Pfedpocitani 1ze provést efektivnéji, totiZ na n jadrech, z nichz kazdé (v
linedrnim c¢ase) spocita kvadrat normy jednoho rddku matice. To je tfeba provést po kazdé
zméné matice, ale pokazdé to zabere jen linedrni ¢as, zatimco pocitat kazdou normu zvlast by
vyzadovalo ¢as O(n log n). Poc¢itani skaldrnich soucint takto urychlit nelze, protoZe jeden
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jejich operand se méni porad. Vyslednd ¢asova slozitost takto paralelizovaného algoritmu je
tedy O(n log n) na jeden itera¢ni krok. Podobné se d4 ziejmé paralelizovat i regularizovana
varianta ART, zaleZi ovS§em na sloZitosti vypoc¢tu gradientu hodnoticiho funkciondlu.

Dalsi (nebo alternativni, pro architektury, které se nehodi pro tak nizkodroviiovou paralelizaci,
jako je paralelni redukce s¢itdnim) paralelizace je jeSté sloZitéjsi, protoZe jednotlivé iterac¢ni
kroky metody jsou obecné sekvenc¢né =zavislé. Kazdy krok vychazi z mezivysledku
vyprodukovaného predchozim krokem a provadi s nim operaci promitnuti na nadrovinu
definovanou jednou z rovnic soustavy. I tak je ovSem moZné vypocet paralelizovat, protoZe
nékteré z rovnic jsou ortogondlni (a jim piislusné nadroviny jsou kolmé). To je umoZnéno tim,
Ze v kazdé rovnici vystupuje jen omezend podmnoZina nezndmych, a lze najit dvé rovnice,
které nemaji Zddnou nezndmou spole¢nou [70]. Provadime-li po sobé dva iteraéni kroky s
navzijem ortogonalnimi rovnicemi, oprava aplikovand na mezivysledek v prvnim kroku nema
vliv na tvar opravy ve druhém kroku; Jde o posunuti kolmé na prvni nadrovinu a rovnobézné s
druhou. V béZném uspotadani zahrnujicim paralelni ¢arové projekce 1ze nalézt i vétsi skupiny
ortogondlnich rovnic, protoZe chordy z jedné paralelni projekce se neprotinaji, a pokud jsou
vzdéleny vice neZ na $ifku jednoho pixelu, pak neni Zddny pixel, kterym by jich prochéazelo
vice neZ jedna [70]. Diky tomu lze vypocitat vSechny opravy ptisluSejici stejné projekci
zarovert, a pak je aplikovat na mezivysledek pomoci paralelni redukce. Chordy vyskytujici se v
tomografii plazmatu bohuZel nebyvaji paralelni ani ortogondlni.

Lepsi moznosti paralelizace poskytuji nékteré modifikace metody ART, které 1ze s trochou
fantazie vSechny zatadit do tfidy metod zvané ordered subsets. OdliSnost spo¢ivd v tom, Ze
pocitame vice oprav mezivysledku zarovern (,subset®), i kdyZ jejich rovnice nejsou ortogondlni.
Pivodnim tucelem ordered subsets bylo vhodnym potradim (,ordered”) oprav zrychlit
konvergenci algoritmu, a zdroveii vhodnym rozsahem skupin dosdhnout kompromisu mezi
rychlou konvergenci a mélo zaSuménym vysledkem [71]. Vyhoda z hlediska paralelnich
vypoctl je ovSem ziejma.

Extrémnim pfipadem ordered subsets je metoda SIRT, zminénd v pfedchozi kapitole; Spo¢ita
nejprve opravy piisluSejici vSem rovnicim, a mezivysledek pak modifikuje vS§emi najednou.
Vysledek tohoto postupu byvd mdlo zaSumény, ale dosdhnout jej trva dlouho ve srovnéni s
metodou ART (kterou lze chdpat jako opa¢ny extrém mezi metodami typu ordered subsets).
Prinos z moZnosti paralelizace ov§em tuto nevyhodu do zna¢né miry odstraruje.

Metody typu ordered subsets mimo zminéné dva extrémy byvaji optimalizované pro rychlou
konvergenci, a pritom se sklddaji z usekd vypoctd, které 1ze provadét paralelné. Prikladem
takové metody je SART, v niZ se nezdvisle po¢itaji opravy pro vSechny rovnice pfisluSejici
jedné (paralelni) projekci. Oproti predchozim metoddm je ovSem metoda SART doplnéna o
nerovnomeérné vazeni opravy v ruznych pixelech lezicich na chordé [16]. A¢koli konvergence
metody SART mérend poctem iterac¢nich krok je rychlejsi nez u metody SIRT, ukazuje se, Ze v
implementaci pro grafické karty miZe byt naopak rychlejsi SIRT, protoZe umoZiiuje vyssi
paralelizaci a méné ¢asté zmény ve schématu vypocta (tedy stfidani vypoctu a aplikace oprav)
[72]. U FPGA ovSem muZe byt situace odlisné.
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2.7 DalSi implementacni detaily

Rychlé vypocty na programovatelnych hradlovych polich se do zna¢né miry podobaji
analogickym vypoc¢tim provadénym na sekven¢nim procesoru. I tak je ovSem tfeba zavést
mnohé dalsi upravy algoritmu kromé téch souvisejicich s paralelizaci. Pfedev$im jde o to, Ze
do FPGA se nevejde libovolné slozity design; RozliSeni paralelizované tomografie tomu musi
byt ptizplisobeno (v zdvislosti na implementaci). Chovani tomografickych rekonstrukei ptitom
na rozliseni zavisi, pfinejmensim pro malé hodnoty rozliSeni [6, 33]. U vét§iny modeld FPGA je
omezena digitdlni reprezentace C¢isel (prinejmenSim pokud chceme vyuZzit vestavéné
nasobicky a dal$i vysokouroviiové obvody). Reprezentace miZe byt omezena na pevnou
radovou ¢arku, coz predstavuje problém zejména z hlediska numerické stability algoritmu (v
nepresnosti vstupnich dat Zddny novy problém nenastdvd, protoZe ta vychdzeji z AD -
analogové digitalnich — prevodniki uz v reprezentaci s pevnou ¢arkou; Rozsah vhodny pro
vystup se da alespon predem odhadnout a polohu fddové ¢arky zvolit podle toho). Obvody pro
plovouci desetinnou c¢arku lze zkonstruovat i na =zafizenich, ktera to nizkoudrovriové
nepodporuji, ale to vede k vy$§i spotrebé logickych prvkd, pripadné i k niz§i rychlosti
nasobeni (pevné nasobicky zvladnou jedno nésobeni za takt [73]).

Vstup dat je dalsi souc¢asti designu, kterou je tfeba optimalizovat. Pokud se vypocet vykonava
jednou za 50 ps, musi byt se stejnou frekvenci nac¢itdna data ze v§ech vstupnich kanala, které
odpovidaji vystupnim kanalim mékké rentgenové diagnostiky. Téch je na tokamaku COMPASS
k dispozici 90 [10]. Prvnim moZnym feSenim situace je pouzit 90 paralelnich AD pfevodnikt
se vzorkovaci frekvenci nejméné 20 kS/s. Toto feSeni skryvd nékolik komplikaci. Pokud
prevodniky pracuji s takto nizkou frekvenci, je dobré je synchronizovat s vypocetnim cyklem v
FPGA, aby mezi nimi a FPGA nevznikalo zpoZdéni; Lze ovSem pouZit pievodniky s frekvenci
vy$si. Dal$im problémem muZe byt omezeny pocet digitalnich vstupt, kterymi FPGA disponuji
(¢ip XC6SLX45 z rady Spartan 6 od firmy Xilinx jich m& 358 [74], ovSem na desce pouZité k
testovani nejsou vSechny pristupné), a také fakt, Ze kazdé implementované rozhrani pro AD
prevodnik zabira ¢ast logickych elementi na €ipu.

Opacnou moZnosti je pro vSechny vstupni kandly pouzit jeden (rychly) AD pfevodnik. Ten pak
musi mit na vstupu multiplexer, tedy obvod, ktery k pfevodniku piivadi rtizné analogové
vstupy na zdkladé tidiciho signilu. FPGA mé pak pouze jeden vstup z AD prevodniku (typicky
prevodnik potiebuje dva datové piny ¢ipu) a jeden vystup pro multiplexer (pro piepindni 90
signald je tfeba 7 bitd, a tedy vystupnich pint). Pfevodnik, ktery md zvlddnout 90 pfevodu za
50 ps, musi mit frekvenci alespoil 1.8 MS/s (tedy podobnou, jakou maji pfevodniky pouzivané
u soucasnych mékkych rentgenovych detektord na COMPASSu). P#i pouZiti minimdalni
frekvence ovSem opét nastidvd problém: Néktera data vstoupi do vypoctu jako aktudlni,
zatimco jind budou 50 ps stard. Neni pfitom jisté, jak se s takto nekonzistentnim vstupem
zachovaji tomografické metody; Pokud vyprodukuji smysluplny vysledek, pak jesté neni jisté,
jakému ¢asu vysledek (respektive z néj odvozeny udaj pro regulaci) odpovida. Nejspis je tedy
vhodné pouzit prevodnik s vyssi frekvenci.

Logicky se jeSté nabizi kompromis mezi jednim a devadeséati prevodniky, kdy pracuje nékolik
prevodnikt zaroven a kazdy z nich zpracovava nékolik signala. Potreba vystupnich pind pro
multiplexery se tim nezvy$i, protoZze pro vSechny lze pouZit stejny ridici signdl. Kvuli
konzistenci dat je opét dobré pouZit pievodniky s vy$8i neZ minimdlni frekvenci, ov§em ta je
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ted o néco niZ8i nez v pripadé jediného prevodniku.

Konec¢né je mozné omezit (uz tak omezené) mnozstvi dat, které regularizovand tomograficka
metoda potiebuje pro dostate¢né kvalitni rekonstrukce. Jde o to, Ze data, kterd mame k
dispozici, jsou urcena konstrukci vakuové komory a uspofdadédnim detektord v jejich portech, a
ne pozadavky na rekonstrukci z omezeného mnoZstvi dat. Lze tedy oc¢ekdvat, Ze ¢4st vstupnich
dat je moZné vynechat, pricemz kvalita vystupu se prili§ nezhors$i. Na podobné myslence jsou
zaloZeny tomografické metody vyuZzivajici komprimovaného snimdni (compressed sensing), jen
se obvykle data vybiraji z méné omezené mnoZiny, a regularizace byva formulovana jinak [26].

V uvaZované uloze neni zfejmé, jak optimalné zvolit vstupni data, ac¢koli u neregularizované
tomografie 1ze o¢ekavat, Ze dobré bude takové uspordadani detektord, které pokryje projekéni
prostor co nejvice rovhomeérné. Je tedy tfeba pouZzit metody urtené pro feature selection
(obcas prekladano jako vybér rysti) nebo feature extraction (extrakci rysit) [75]. Metody z prvni
skupiny vybiraji z mnoziny dostupnych datovych vstupt ty nejvice relevantni a s ostatnimi
nepocitaji, zatimco metody feature extraction obecné prepocitavaji vstupni data na jiné
veli¢iny, kterych je méné (napiiklad linedrni kombinace ptvodnich vstupt). Je zfejmé, Ze z
hlediska sloZitosti potiebné elektroniky zaiazené pied FPGA jsou vyhodnéjsi metody feature
selection, ackoli feature extraction umoziiuje lepsi vyuziti informace pfitomné v datech.

Ukolem feature selection je z dostupné mnoziny datovych kanaltt vybrat podmnozinu o
zadaném poctu prvkd, kterd nejlépe spliluje urcené kritérium (v naSem piipadé néjak
charakterizujici kvalitu rekonstrukce). MnoZina o mohutnosti n md (Z) podmnoZin o

mohutnosti k, coz ve vétSiné pripadi vylucuje hleddni optimélni podmnoZiny hrubou silou. D4
se ov§em vyuzit toho, Ze kritérium je ¢asto mozné vy¢islit i pro podmnoZziny o mohutnosti jiné
nez k, a hledat podmnozinu postupnym pfidavanim prvkd k vychozi prazdné mnoZiné nebo
naopak odebirdnim z uplné mnoZiny. Pokud je zaruceno, Ze splnéni kritéria se pfidanim prvku
k podmnoZziné muZze pouze zlep$it (nebo pouze zhorsit), 1ze prohled4vani prostoru podmnozin
urychlit metodou branch and bound, tedy vynechdnim téch vypo¢tl, o nichZ je zndmo, Ze
nemohou prinést zlepSeni oproti nejlepSimu dosud nalezenému vysledku. BohuZel ani takova
optimalizace ¢asto nestaci, a je nutné se uchylit k heuristickym metoddm, i kdyz ty nezarucuji
nalezeni jediného optimélniho feSeni [76].

Jednou z nejjednodussich heuristickych metod je hladovy algoritmus, ktery za¢iné s prazdnou
mnoZinou a v kazdém kroku do ni ptida ten prvek, ktery prinese nejvétsi zlepSeni (pripadné
naopak). VylepSenim tohoto postupu jsou metody, které prvky stfidavé pridavaji a odebiraji,
dokud jich neni spravny pocet. Tyto metody vyZaduji vice vypoctld kritéria, ale do jisté miry
zabranuji hromadéni prvkd nesoucich redundantni informaci (pokud se ptriddvanim dal$ich
prvka néjaky star$i prvek stane redundantnim, hladovy algoritmus se ho neumi zbavit).
Prikladem je metoda plus-r-minus-l, kterd pokazdé ptidd konstantni pocet prvkda (r) a
nasledné jiny pocet prvku (I) zase odebere. I tyto metody ov§em patii mezi heuristiky [76].

Kromé vybéru dat je tfeba implementovat jejich jednoduché zpracovani, které se provadi pied
samotnou tomografii. Ve vétsiné testd v néasledujici kapitole se pocitd s daty, kterd jsou v ¢ase
shlazena klouzavym primeérem s oknem Sirokym 50 ps. Cilem této filtrace je omezit Sum v
datech a umoZnit tak presnéjSi rekonstrukce. Pokud nechceme pouzivat prevodniky s
vyznamné vy$$i neZ nezbytnou frekvenci a jejich vystupy filtrovat digitdlné, maZeme si
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pomoci analogovymi low-pass filtry, které umistime pied prevodniky (musi jich ov§em byt 90,
protoZe na né nefunguji triky s multiplexery). Pritom je tfeba pocitat se zpozdénim, které
muiZe byt filtrem zptisobeno.
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3 Testovani algoritmu

V ptedchozich dvou kapitolach byla navrzena fada moZnosti, jak provadét rychlou tomografii
plazmatu. Pro jednotlivé moZnosti se navic nabizeji rGzné zplsoby Casové optimalizace.
Vétsina z vySe popsanych metod byla implementovana a vysledky jejich testovani jsou v této
kapitole. Cilem testovdni bylo nalézt algoritmus, ktery poskytuje vérohodné tomografické
rekonstrukce v co nejrychlej$im ¢ase (dosazitelném na dostupném hardwaru), optimalné tak
rychle, aby jej bylo moZné pouZit ve zpétnovazebnim rizeni polohy plazmatu na tokamaku
COMPASS.

K testovani byla pouzita jak modelovéa data, tak data ze skute¢nych experimentt na tokamaku
COMPASS. Modelova data byla ziskdna aplikaci operatoru projekce na fantomovy profil
emisivity. K témto datim byl pfiddn umély Sum tak, aby byl vysledek ndhodnou veli¢inou s
Poissonovym rozdélenim se stfedni hodnotou rovnou ptvodnimu tudaji. Odchylky tedy
napodobuji pfedevS§im kvantovy Sum, a jejich rozptyl je ddn zvolenym pfepoc¢tem umélych
signald na pocty fotond. Testy s redlnymi daty jsou nutné nejen proto, Ze skutetnd emisivita
plazmatu mtZe mit jiné tvary, neZz s jakymi poc¢itd model, ale i kvili ovéfeni chovéni
tomografickych algoritmd na datech s rozmanitéj§imi chybami (zejména s chybami
systematické povahy). Pro vétSinu pokust s redlnymi daty byly pouzity vyboje v rozmezi
#8696 az #8796, pro které byly k dispozici udaje ze vSech tri instalovanych mékkych
rentgenovych kamer. Zpusob ziskdavani dat urcuje, jakymi kritérii muze byt méfena
»vérohodnost" vysledkt tomografie. U modelovych dat byly vysledky nové implementovanych
algoritma porovnavany s modelem i s vysledky referenc¢nich algoritmu aplikovanych na stejna
data. U redlnych dat neni skute¢ny tvar profilu zndm, ale zase jsou k dispozici magnetické
diagnostiky, které poskytuji informace o tvaru magnetického pole a poloze magnetické osy (i
kdyz tyto udaje mohou byt zatiZzeny chybami).

Radu z optimalizaci uréenych k otestovani lze navzdjem kombinovat. Nékteré z nich piitom
maji parametry, na jejichz hodnotidch zdvisi tspéch optimalizace. Vzhledem k mnoZstvi
moznych kombinaci nebyly testovany vSechny moZnosti, nybrz v nékterych pfipadech byla
spravnd kombinace odhadnuta obdobou hladového algoritmu, tedy po naladéni prvni
optimalizace byla aplikovana dal$i a piedpokladalo se, Ze ta prvni neptestane fungovat. Rada
testll byla naptiklad provadéna s pfedem zvolenym rozliSenim, ac¢koli pro praktické pouZiti se
nakonec ukéZe byt vhodné jiné rozliSeni.

3.1 Testy referenéniho algoritmu

Jako reference byl pouZzit tomograficky algoritmus primo feSici regularizovanou soustavu
rovnic typu (1.11). Za hodnotici funkciondl byla zvolena Fisherova informace. Hodnota
regulariza¢niho parametru byla ur¢ovdna podle podminky (1.12), tedy podle jedné z moZznych
podob Morozovova principu. Hleddni regulariza¢niho parametru a Fisherovych vah bylo
provadéno ve stejném itera¢nim cyklu. ReSeni pi¥itom bylo povazovano za nalezené, pokud se
hodnota y* z podminky (1.12) odchylovala od pozadované hodnoty nanejvys o 5 % a zarovei v
poslednim itera¢nim kroku nedos$lo v Zddném prvku vdhové matice ke zméné vétsi nez 2 %.

Za tucelem porovnavani vysledkt referen¢niho tomografického algoritmu s magnetickymi
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diagnostikami bylo implementovdno nékolik algoritm@ pro urcovdni polohy (zejména
vertikdlni) rekonstruovaného profilu. Prvni z nich pocita tézisté ¢asti profilu, pficemz tézistém
se mysli vaZeny primér poloh stied jednotlivych pixelt s hodnotami emisivity v roli vah. Cast
profilu pro vypocet tézité je ddna tim, které pixely prekracuji zvoleny kvantil rozdéleni
emisivity; Tento kvantil predstavuje parametr algoritmu. Dal§im vyzkouSenym algoritmem je
hledani maxima profilu dodate¢né vyhlazeného konvoluci s gaussovskym jadrem (vyhlazovani
proto, aby se omezila citlivost na §um, ktery prezil regularizaci). Posledni metodou je fitovani
gaussovského profilu na profil emisivity, pricemz 1ze opét zvolit prah, pod nimZ nebudou
hodnoty do fitovani zapocteny.

Metody pro urcovani vertikalni polohy byly nejprve testovdny na modelovych datech, pricem?z
kritériem uspéchu byla podobnost mezi vysledkem metody aplikované na fantomovy profil a
vysledkem stejné metody aplikované na odpovidajici rekonstrukci. Podobné statistika byla
provedena s redlnymi daty, kde za referen¢ni idaj poslouzila poloha uréend magnetickymi
diagnostikami.

U modelovych dat 1ze v odchylkdch mezi referenéni a testovanou hodnotou vertikédlni polohy
plazmatu rozliSit systematickou a ndhodnou slozku. Vlivem systematické chyby se hodnoty
neshoduji, ale existuje mezi nimi zavislost, s jejiz znalosti 1ze pfepocitat vysledek ziskany z
tomografické rekonstrukce na ptivodni hodnotu. Odstranit stochastickou odchylku takto nelze,
protoZe ta je obecné pfi kazdém pokusu jing, i kdyZ se poloha neméni. Pro potfeby fizeni
polohy v redlném case je systematickd odchylka méné neptrizniva nez stochastickd, protoze ji
1ze opravit.

Odchylky produkované rtznymi metodami byly analyzovany v rekonstrukcich fantomovych
profild s vyuzZitim predpokladu, Ze systematickou chybu je mozné napravit afinni
transformaci, tedy ndsobenim polohy jednou konstantou a pri¢tenim jiné. Jako testovaci data
byla pouZita sada 80 fantomu ve tvaru

(3.1)

2 2

R,z = p( (R-B)" _(z-z,) )
a b

kde Ry, zo znaci soutadnice stfedu profilu (R, voleno mezi 0.48 m a 0.65 m a zo mezi -0.15m a
0.15 m) a parametry a a b urcuji $iftku profilu (voleny nezavisle mezi 0.10 a 0.15 m); Byly
vynechény takové profily, které se ptili§ bliZily sténé komory. Analyza byla provedena pro ¢tyti
druhy regulariza¢niho funkciondlu (norma prvnich derivaci, norma druhych derivaci a
Fisherova informace s naptl pevnymi okraji (viz podkapitola 1.5), Fisherova informace s
pevnymi okraji) a pro devét metod urceni polohy plazmatu z rekonstruovaného profilu
¢tyfmi prahy a hleddni maxima). Rekonstrukce byly provddény pro kazdy regularizaéni
funkciondl s rozliSenim od pixelti o hrané 10 cm (komoru COMPASSu pokryje 38 takovych
pixelt) aZ po pixely o hrané 1 cm (3400 pixeld).

Prvnim zjevnym vysledkem testt je Spatny vykon metody hleddni maxima, ktery je zrejmé
zpusoben jeji omezenou rozliSovaci schopnosti danou velikosti pixelu, a nejspis$ i pretrvavajici
citlivosti na artefakty. Pfi nejvy$sim rozliSeni dosahuje metoda stiedni stochastické odchylky
kolem 1.5 cm, jinak tato odchylka roste pfiblizné umérné velikosti pixelu. Zistdva ovSem vétsi,
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neZ by se dalo vysvétlit vlivem velikosti pixeld. Ostatni metody poskytuji vysledky s nizsi
stochastickou chybou, které zrejmé zaviseji spiSe na volbé regularizace neZ na nasledném
urcovani polohy.

Spole¢nou vlastnosti vétSiny testovanych metod jsou vysoké odchylky (jednotky centimetri)
pro nizkd rozliSeni, odpovidajici méné neZ ptibliZné dvéma stim pixel. Tento problém je
jasné patrny pri pouZiti linedrnich regularizaci i Fisherovy informace s pevnymi okrajovymi
podminkami. Naopak inverze regularizované Fisherovou informaci s naptl pevnymi konci mé
odchylka se ovSem pro malé rozliSeni zvétSuje i u této metody. Pfi vy$Sich rozliSenich se
stochastickd odchylka uz pfili§ nezmenS$uje, a u vétSiny metod se ustdli na hodnoté mezi 0.5 a
0.8 cm (vyjimku predstavuje regularizace normou druhych derivaci, u niZ se stochasticka
odchylka vyznamné méni v celém zkoumaném rozsahu rozliSeni). Systematickd chyba pro
rozliSeni vy$si nez nékolik stovek pixeld obecné nevykazuje sestupny trend, coZ je nejspis
déno tim, Ze ji ur¢uje nejen nedostate¢ny pocet pixelt, ale i nedokonalost soustavy detektora a
tomografické metody. Vyvoj systematické i stochastické odchylky p#i pouziti t¥i vybranych
metod je zndzornén na obrazku 3.1. BohuZel neni jasné, zda pozorovéni z tohoto odstavce
predstavuji obecné vlastnosti metod, nebo jestli to tak funguje jen u pouzitého typu fantomd.
Rozdéleni odchylky na systematickou a stochastickou je navic ur¢eno predpoklddanym tvarem
systematické slozky, ktery nemusel byt zvolen idedlné.

Odchylky polohy rekonstrukci od fantomi jsou zfejmé rozdilné pro rtzné regularizaéni
metody. Nabizi se otdzka, jak se vysledky riznych regularizaci 1i§i mezi sebou, ptfipadné zda je
mozZné nahradit jednu regularizaci jinou (naptfiklad pouZit linedrni regularizaci misto
nelinearni nebo vybrat takovou metodu, kterd dava srovnatelné presné vysledky pfi niz$im
rozliSeni). Byly tedy vypocteny stochastické a systematické odchylky mezi vysledky ctyt
uvazovanych metod regularizace. Analyza vychdzela z rekonstrukei s rozliSenim 438 pixeld,
pri kterém uZ se u zkoumanych metod blizi stochastické odchylky nejlep$i dosazitelné

prekracujicich median profilu.

Tabulka 3.1 ukazuje namétené stochastické i systematické odchylky. Z téchto udaji je moZné
maji rekonstrukce regularizované prvni a druhou derivaci; I jejich vzijemnd systematicka
odchylka je mald. Pokud ovSem jde o stochastickou odchylku od fantomovych dat, jsou na tom
tyto metody hiife nez obé testované nelinedrni regularizace. To naznacuje, Ze regularizace
odchylka (3.8 mm) byla naméfena mezi obéma variantami regularizace Fisherovou informaci.
V porovnéani s dvojici linedrnich regularizaci se ov§em tyto metody lisi: Fisherova informace s
pevnymi okraji mé systematickou odchylku od prvni, respektive druhé derivace 7.5 mm a
9.3 mm; U Fisherovy informace s napul volnymi okraji je to jen 4.9 mm a 6.5 mm. To moZna
souvisi s faktem, Ze okrajové podminky implementované v linedrni regularizaci také
odpovidaji naptl volnym konctm. BohuZel to je$té neznamend, Ze lze uspéSné nahradit
Fisherovu informaci prvni derivaci; Stochastickd odchylka od fantomu je pi#i pouZitém
rozliSeni patrné horsi u prvni derivace.
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Stochastické Norma druhé Norma prvni Fisherova informace, | Fisherova informace,
odchylky [mm] derivace derivace pevné okraje naptl pevné okraje
Fantom 8.1 7.1 59 4.7
Fisheﬂrova informa?e, 6.5 4.9 3.8
napul pevné okraje
Flsherova’ 1nformace, 93 75
pevné okraje
N?;ngiprvni 2.4
erivace
Systematické Norma druhé Norma prvni Fisherova informace, | Fisherova informace,
odchylky [mm] derivace derivace pevné okraje napul pevné okraje
Fantom 5.5 4.6 12.4 5.3
Fisheorova informage, 103 78 8.4
napul pevné okraje
Flsherova' 1nformace, 13.2 10.8
pevné okraje
N?;ngiprvni 25
erivace

Tab. 3.1: Stochastické (nahote) a systematické odchylky vertikalni polohy mezi
rekonstrukcemi s rGznymi regulariza¢nimi funkciondly a fantomovym profilem.
Vertikalni polohy byly méfeny na rekonstrukcich o 438 pixelech jako polohy

v vy

téZiSté z té ¢asti profily, jejiZ emisivita pfesahuje medidn.

Fisherova inf.,, pevné okraje

Fisherova inf., napul pevné o.

Norma druhé derivace

20 20 20
Systematicka odchylka
Stochasticka odchylka
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Obr. 3.1: Systematické a stochasticka slozka odchylky vertikélni polohy Az v zavislosti na
rozliSeni rekonstrukce. Poloha byla po¢itdna jako tézisté nejjasnéjsi poloviny profilu z
rekonstrukei umélych dat ziskanych metodami regularizovanymi Fisherovou informaci s
pevnymi okraji (vlevo), Fisherovou informaci s naptl volnymi okraji a normou druhé derivace

s napul pevnymi okraji (vpravo).
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Dale bylo provedeno srovnéni poloh ziskanych z tomografickych inverzi redlnych dat s udaji z
magnetickych senzord. Za tim ucelem byly z dostupnych experimentélnich dat vybrany tseky
z deviti vyboja (#8702, #8703, #8707, #8718, #8724, #8740, #8744, #8748, #8767, celkem
3940 casovych snimkt) s variabilni vertikalni polohou. Data s ptivodni vzorkovaci frekvenci
2 MHz byla shlazena v ¢ase konvoluci s obdélnikovym oknem o $ifce 50 ps a se stejnou
periodou prevzorkovana; Poloha urc¢end z magnetickych senzort m4 také vzorkovaci periodu
50 ps (jde o signdl, podle kterého se ridi zpétnad vazba vertikdlni polohy plazmatu). Pro
rekonstrukce bylo opét zvoleno rozliSeni 438 pixeld. Regulariza¢ni parametr byl ur¢ovan na
zékladé predpokladu desetiprocentniho Sumu v datech, coZ odpovida relativni amplitudé té
slozky signdlu, kterda mé frekvenci vy$si nez 1 kHz (byt samozi'ejmé neni jisté, zda je to Sum).
Pro prepocet profili emisivity na polohu byly opét vyzkou$eny algoritmy hledajici téZisté ¢asti
profilu nebo fitujici Gaussovu kfivku na ¢ast profilu; Hleddni maxima bylo tentokrat
vynechano.

Vysledky analyzy odchylek provadéné na redlnych datech se ponékud 1isi od vysledku
ziskanych u fantomd. Na rozdil od pfedchoziho pfipadu se ukazuje nezanedbatelnd zavislost
odchylek na pouZité metodé hleddni polohy; Ve vétsiné piipadl (s vyjimkou regularizace

v v

sv v s

magnetického méteni vertikalni polohy (3.4, respektive 3.5 mm) davaji zminéné algoritmy v
kombinaci s regularizaci normou prvni derivace. Stfedni systematickd odchylka je ovSem v
tomto piipadé velkd (26.5 a 29.5 mm), zatimco nejmens$i (7.2 mm) je pti pouZiti Fisherovy
zapsany v tabulce 3.2. Obrazek 3.2 zndzornuje dva ptiklady rekonstrukei vertikalni polohy v
porovnani s magneticky méfenou polohou. V prvnim ptipadé (Fisherova informace s pevnymi
konci, tézisté jasnéjsi poloviny profilu) se ukazuje Spatny vykon afinni opravy systematické
chyby, ktery naznacuje, Ze systematickd chyba z&visi na skrytych parametrech. Ve druhém

v v

useku dat (#8702, #8703) je systematicka chyba jina neZ u ostatnich vyboju.

Vérohodnost ziskanych vysledkt (vykon jednotlivych regulariza¢nich funkcionélt a fungovéni
navrzenych oprav systematickych odchylek) byla testovdna s vyuZitim dat odliSnych od téch,
ze kterych byly vysledky ziskany. Tentokrat byly pouZity useky vyboja #8696, #8705, #8714,
#8726, #8733, #8749, #8770 a #8784 (celkem 3000 snimki). Na téchto datech vysla
regularizace normou prvni derivace jako nejhorsi, se stochastickymi odchylkami
prekracujicimi 10 mm pfti pouZiti kterékoli metody pro hledani polohy. To naznacuje, Ze jeji
dobry vysledek na trénovacich datech byl ndhodny (nastal jev oznacovany jako overtraining).
Regularizace Fisherovou informaci s pevnymi okraji si oproti tomu zachovala své pomérné
dobré vysledky i na testovacich datech (stochastické odchylky kolem 6 mm, mélo zavislé na
metodé méreni stfedu). PouZitelnost obou metod vSak je§té zavisi na rychlosti jejich vypoctu;

v v s

situace. Uplné vysledky méieni na testovacich datech jsou opét v tabulce 3.2.

48



e 1
= 5 =
2 =8
S = < -
g 32 g S
=
25 55 o B o B
o = o = g2 S A
> 8 g B <% i
&8 %8 B 2 g
trénovaci data
tézisté 100 % profilu 6.1/7.2 6.7 /16.2 7.6 /18.5 10.8 / 14.9
tézisté 75 % profilu 6.1/7.3 6.4/ 16.8 6.6 /20.1 10.7 / 15.0
tézisté 50 % profilu 6.0/7.6 6.0/18.1 5.2/229 104/ 18.6
tézisté 25 % profilu 59/99 5.5/20.2 3.4/ 26.5 9.3/27.6
fit 100 % profilu 6.5/154 5.2 /24.7 3.5/29.5 7.6/27.6
fit 75 % profilu 6.7 / 15.8 5.2 /264 5.5/34.3 7.5/27.7
fit 50 % profilu 6.1/15.0 59/24.1 5.3/32.7 10.1 /325
fit 25 % profilu 5.,5/11.2 6.2 /16.2 5.1/20.1 11.7 / 33.7
testovaci data
tézisté 100 % profilu 6.2/4.4 8.1/13.2 329 /146 10.5/ 25.2
tézisté 75 % profilu 6.2 /4.5 8.2 /13.7 324 /175 10.6 / 25.5
tézisté 50 % profilu 6.2 /4.8 8.0/ 15.0 35.0/179 11.0/28.9
tézisté 25 % profilu 59/77 6.9/18.3 23.0/23.4 8.9/36.3
fit 100 % profilu 5.7/14.8 6.4/234 35.2 /304 8.3/44.0
fit 75 % profilu 6.0/14.9 6.1 /257 15.3 /449 7.2 /429
fit 50 % profilu 5.7 /135 6.4/24.0 10.8 / 34.5 74 /414
fit 25 % profilu 5.8/9.6 6.2 /154 10.7 / 18.4 10.0/ 39.6

Tab. 3.2: Stochastické / systematické odchylky vertikdlni polohy (v milimetrech) uréené
ridznymi kombinacemi ¢tyf implementovanych tomografickych metod a osmi metod pro
urc¢ovani polohy rekonstruovaného profilu; Bylo pouZito rozliSeni 438 pixeli.. Rozdéleni na
stochastické a systematické odchylky vzniklo fitovanim afinni korekce na trénovaci data, pro

testovaci data byly tyto korekce pouzity bez dalSich uprawv.
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Obr. 3.2: Porovnani poloh plazmatu uréenych pomoci tomografie s idajem z magnetickych
diagnostik; Poloha v hornim grafu byla vypoc¢tena jako téZisté jasnéjsi poloviny profilu

v vy

ziskaného s Fisherovou regularizaci, v dolnim grafu jako tézisté nejjasnéjsich 25 % profilu
regularizovaného normou prvni derivace. V obou grafech je zanesena i poloha ziskand z
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tomografie se zapo¢tenou opravou systematické chyby.
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Obr. 3.3: Ukazka rekonstrukce jednoho z fantomovych profilt (vlevo) a redlného profilu
z vyboje #8717 v tokamaku COMPASS. Je ztfejmé, Ze redlny profil je 1épe lokalizovany, nez jak
se predpokladalo v modelovych datech. V obou pripadech byla pouZita regularizace

Fisherovou informaci s napil pevnymi okraji.
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VysSe popsané hodnoty odchylek, ziskané pfi rozliSeni 438 pixeld, byly ovéreny i pro nizsi
rozliSeni, konkrétné 306, 192 a 114 pixeld. V souladu s vysledky z fantomovych dat nastava u
nékterych metod vyznamné zhorSeni pri 192 pixelech, zatimco pri 114 pixelech uZz podava
relativné dobré vysledky pouze regularizace Fisherovou informaci s pevnymi konci (nejnizsi
dosazend stiedni stochastickd odchylka na testovacich datech 6.3 mm, u ostatnich metod
odchylky presahuji 10 mm). Statistika odchylek ovSem neni ani po vSech korekcich v dobré
shodé s vysledky ziskanymi na datech modelovych. Jako mozZn4 vysvétleni se nabizi odliSny
tvar a druh chyb v experimentdlnich datech (obrizek 3.3 ukazuje srovnani rekonstrukce
fantomovych a experimentdlnich dat), nespolehlivost referen¢nich dat z magnetickych
diagnostik, a nebo jen odli$ny overtraining nastavajici v obou pripadech. Jak u fantomovych,
tak u redlnych dat lze vSak alesponl dojit k zévéru, Ze regularizace Fisherovou informaci
poskytuje presnéjsi vysledky neZz obé vyzkouSené linedrni regularizace. Na zdkladé
provedenych testd se v dal$ich podkapitolach pouZzivéa pro uréovéani polohy algoritmus hledani

PR

jednoduchost implementace.

3.2 Optimalizace omezovanim vypoctu

Neni prekvapivé, Ze vypocet tomografickych rekonstrukei s niZ§im rozliSenim zabere kratsi
dobu. V prvnim pribliZeni se tedy vyplati volit nejniZ8i rozliSeni, pfi kterém je je§té moZné
ziskat dostatetné spolehlivé vysledky. Toto rozliSeni lze zvolit na zdkladé odchylek
analyzovanych v pfedchozi podkapitole; Pokud pouZzijeme regularizaci Fisherovou informaci a
pozadujeme stiedni stochastickou odchylku od magnetickych méfeni niz§i nez 10 mm,
znamend to pouZit rozliSeni kolem 114 pixeld. Pokud vyjdeme z analyzy fantomovych dat,
dojdeme k rozliseni 60 (Fisherova informace) az 200 (druha derivace) pixelt. Tento vybér

ovSem zavisi na poZadavcich uvazované aplikace.

ex 2

Pro spolehlivéjsi posouzeni zavislosti tvaru rekonstrukci na rozliSeni bylo navrzeno kritérium
nezavislé na metodach pro urcovani polohy; Jde o normu rozdilu rekonstrukce s malym
rozliSenim a referen¢ni rekonstrukce s velkym rozliSenim délenou normou referené¢ni
rekonstrukce. Kompatibility rekonstrukci s rtznym rozliSenim bylo dosaZeno bilinedrni
interpolaci zkoumaného profilu do rozli§eni profilu referen¢niho (ac¢koli ptisné vzato nejde o
rekonstrukce s bilinedrni interpolativni b&zi). Vysledky téchto testd naznacuji, Ze
rekonstrukce regularizovand prvni derivaci zavisi na rozliSeni méné nez ta s Fisherovou
informaci. BohuZel neni jasné, jestli to neni ddno jen mensi variabilitou linedrni regularizace.
Také se zd4, Ze pevna okrajovd podminka zavislost na rozliSeni snizuje, alespoinl u Fisherovy
informace, kde byla testovdna. Toto pozorovani je v souladu s ptedchozimi testy, které ukazuji,
Ze systematickd odchylka polohy se u Fisherovy informace s pevnymi okraji s rozliSenim méni
mezi 300 a 3000 pixely v desitkach procent, zatimco u Fisherovy informace s naptl pevnymi
konci se zméni asi trojndsobné; Stochastickd odchylka je ovSem pomérné stabilni u obou
metod. Zajimavym pozorovanim je také fakt, Ze ani u jedné z metod se nevyskytuje prah
rozliSeni, nad kterym by rekonstrukce na rozliSeni zdvisela vyrazné méné nez pod nim.
Vysledky jsou zndzornény na obrazku 3.4.
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Obr. 3.4: Zavislost relativni normy rozdilu rekonstrukce a referen¢niho reSeni Ag na velikosti
pixeld Ax pro riizné regulariza¢ni funkciondly. Pro vypocet normy rozdilu byla zkoumana
rekonstrukce interpolovdna do stejného rozliSeni, jaké méla rekonstrukce referenc¢ni. Ta byla
vzdy pocitdna se stejnou regularizaci a s nejmensimi pixely ze zkoumaného rozsahu (tj. pixely
o hrané 9 mm).

Pro posouzeni uZite¢nosti sniZovani rozliSeni byla zmérena rychlost vypoc¢tu tomografickych
inverzi pro rtzna rozliSeni. Vzhledem k tomu, Ze dosud neni zrejmé, jaky pocet iteraci je
potfeba pro zpétnou vazbu (vySe zminéné kritérium konvergence je minéno spiSe jako
bezpetné pro referenéni algoritmus neZ optimdlni pro rizeni), idaje zaznamenané v obrazku
3.5 odpovidaji trvani jednoho itera¢niho kroku. Algoritmus byl implementovdn v jazyce
MATLAB. Kritickd ¢ast vypocétu ulohy regularizované Fisherovou informaci je teSena
Choleského faktorizaci [77] s pouZitim optimalizaci pro fidké matice, zatimco u linearni
regularizace je pouzita metoda GSVD. Vypocet bézel na procesoru Intel® Core™ 2 Duo E6550 s
frekvenci 2.33 GHz.

Meéfeni vypocetnich ¢asii u Fisherovy informace ukazuje na exotickou ¢asovou slozitost O(n'®);
Tato slozitost je ovSem ponékud niz$i nez O(n®), jakou by meéla konvenéni Choleského
faktorizace. Neni bohuZel jasné, pro¢ implementace dosahuje pravé takovéto sloZzitosti. Z
obrazku 3.5 je patrné, Ze ani vypocet jedné iterace pii nejniZz$im z testovanych rozliSeni (38
pixel1) se nevejde do 50us deadlinu. Ukazuje se pfitom, Ze zatimco pii vysokych rozliSenich
zabird feSeni linedrni soustavy 90 % vypocetniho ¢asu, pfi nizkém rozliSeni je to kolem 50 %,
a zbyvajici polovinu zabere sestavovani matice ulohy a vypocet rezidua; Zda se tedy, Ze pro
pripadnou aplikaci v redlném ¢ase nestac¢i optimalizovat jen tuto kritickou ¢ast vypoctu.

Linedrni regularizace je vyhodnéjsi nejen v tom, Ze pro reSeni soustavy lze pouZzit GSVD, ale
také proto, Ze neni tfeba sestavovat pokazdé novou matici. Jeji vypocet by mél mit sloZitost
O(n?); Oproti pfedchozi metodé neni tieba invertovat fidkou matici, zato je tieba dvakrat
nasobit vektor plnou matici (matici inverzni k Z a Z" ze vztahu 1.15). Nameéfenda zavislost
vypocetnich ¢asd tentokrat nemd jednozna¢ny polynomidlni charakter, ovSem kvantitativné
lze pozorovat, Ze ve zkoumaném rozsahu rozliSeni je vypocet dvakrat (pro desitky pixeld) az

52



-1

10 ———————T ————— —
nelinearni regularizace ¥ K3
Tt .
10k II ]
t ;
I 4
[
Rt III :
1
‘{ITII

_4 T 1
10 ¢ _E
1 I2 ”3 4
10 10 10 10

pixely

Obr. 3.5: Zmétena trvani vypoctu jednoho itera¢niho cyklu v zavislosti na rozliSeni
rekonstrukce. Reseni soustavy linearnich rovnic bylo u nelinedrné regularizované tilohy
provedeno Choleského transformaci optimalizovanou pro ridké matice, u linedrné
regularizované ulohy metodou GSVD.

ctyrikrat (pro tisice pixeld) rychlej$i neZz feSeni soustavy bez GSVD. Zejména pro nizka
rozliSeni tedy linedrné regularizovand tomografie neni o mnoho rychlejsi nez ta s Fisherovou
informaci.

Z predchozi analyzy vyplyvd4, Ze se vyplati pouzit co nejniz§i rozliSeni, které jesté dava
smysluplné vysledky; Ani tak patrné neni zaruceno, Ze vypocet splni rozumny deadline. Je
zfejmé, Ze u vSech druht regularizace je rovnéZz nutné co nejvice omezit pocet iteraci, aby bylo
moZné uvazovat o vyuziti metody v redlném case; Pti niz§im poctu iteraci vSak patrné budou
vysledky méné presné. Byla tedy proméfena konvergence udaje o vertikalni poloze v zavislosti
na poctu iteraci algoritmu, jenZz zarovenl hledd linedrni piibliZzeni Fisherovy informace a
optimdlni hodnotu regulariza¢niho parametru; Pro srovnani byla provedena stejn4 statistika i
s ulohou regularizovanou prvni derivaci. Byla pouZita stejnd experimentélni data jako pro
analyzu ndhodnych a systematickych odchylek. Jako vychozi stav pro iteraci byla zvolena
hodnota regulariza¢niho parametru 1 a jako pocatetni pribliZzeni rekonstrukce konstantni
funkce o hodnoté 1 (toto piibliZeni je ovS§em vyuZito jen v nelinedrni regularizaci).

Vysledky ukazuji, Ze uZz po prvni iteraci obou metod se zvolenym pocate¢nim stavem se
vertikdlni poloha ur¢end z rekonstrukei od limitni polohy 1i$i v prGméru o méné nez sedm
milimetra (ackoli rekonstrukce probéhla s regulariza¢nim parametrem rovnym jedné, pficemz
optiméalni hodnota u pouzitych dat se obvykle pohybuje mezi 1 a 5). Behem nésledujicich Sesti
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Obr. 3.6: Zavislost stredni stochastické odchylky vertikalni polohy na poc¢tu iteraci
provadénych pii rekonstrukci kazdého snimku. Jako poc¢ate¢ni ptibliZzeni byla pouZzita
konstanta (horni dva grafy), respektive vysledek rekonstrukce piedchoziho ¢asového kroku
(opét s danym poctem iteraci). Lze si povS§imnout, Ze odchylka mérend po jedné iteraci s
regularizaci Fisherovou informaci (vpravo nahoie) se neshoduje s odchylkou jedné iterace
regularizované normou prvni derivace, ackoli v tomto prvnim kroku jde o stejné vypocty; Jde o
to, Ze tyto mezivysledky jsou porovnavany s rozdilnymi referen¢nimi vysledky, kterymi jsou
vystupy obou metod po ¢tyfticeti iteracich.

(u prvni derivace) az ¢trnécti (u Fisherovy informace) iteraci se pak odchylka zmens$i pod 1
mm. Nasledny vyvoj odchylky u Fisherovy informace se zdd byt pomalej$i neZ u prvni
derivace, ale to uz jde jen o desetiny milimetru. Dal$im zajimavym rozdilem je fakt, Ze pokles
odchylky u prvni derivace je monotonni, kdeZto u Fisherovy informace bylo v prvnich nékolika
krocich zaznamendno zhorSeni. Nameérené odchylky v zdavislosti na poctu iteraci jsou
zakresleny v obrazku 3.6.

V préci [35] bylo navrZeno sniZit pocet iteraci tomografického algoritmu tim, Ze jako poc¢ate¢ni
priblizeni pouzijeme stav ziskany v predchozim ¢asovém kroku. To miZe byt ponékud
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efektivnéjsi neZz zacit s konstantnim profilem emisivity a s regulariza¢nim parametrem
rovnym 1, pokud lze pifedpokladat, Ze profily emisivity naméfené v kratkém case po sobé jsou
podobné. S vyuZzitim tohoto triku byl proveden stejny test jako v minulém odstavci, tedy byla
meérena zdvislost polohy rekonstruovaného profilu na poctu provedenych iteraci pfi
regularizaci Fisherovou informaci a normou prvni derivace. Tentokrat dosahuje linedrni
regularizace jiz pti jedné iteraci primérnych odchylkek niZ$ich neZ 1 mm, u nelinedrni jsou to
3 mm. Tyto odchylky se s rostoucim poctem iteraci sniZuji, u nelinedrni regularizace opét o
néco pomaleji; Zmérené zavislosti odchylek na iteracich jsou znizornény na obrazku 3.6.
Prace [35] navrhuje s pouZitim této metody sniZit pocet iteraci u nelinedrni regularizace na
jednu a radové se tak priblizit poZzadavklim na zpétnovazebni rizeni polohy na tokamaku
COMPASS (tento postup je v dal§im textu oznacovan jako klouzavd iterace). Provedené méieni
naznacuje, Ze by tim nemélo dojit k primérnému zhorSeni pfesnosti urc¢eni polohy o vice nez
tfi milimetry.

Ackoli pouzitim vhodného pocatecniho piiblizeni bylo dosaZeno zna¢ného zlepSeni v
primérné stochastické odchylce po daném poctu iteraci, ukazuje se, Ze tato odchylka neni
mezi snimky rozloZena zcela stochasticky, nybrz Ze je vy$si u snimka nésledujicich po rychlé
zméné polohy plazmatu (jako je stfih v testovacich datech). Toto chovani bylo ndsledné
analyzovano s vyuzitim fantomovych dat, kterd obsahovala dvé faze staciondrniho profilu
emisivity oddélené skokem polohy o zvolené velikosti. U algoritmu s Fisherovou informaci,
vyuzivajiciho tvaru predchozi rekonstrukce, se ukazuje, Ze vertikalni poloha rekonstrukce se k
nové poloze fantomového profilu exponencidlné ptiblizuje, a to s ¢asovou konstantou
odpovidajici 2.1 + 0.4 snimkdm (viz obrazek 3.7). Exponencidlni Gtlum se zd4 byt nezavisly na
tom, jak velky byl poc¢dtecni skok fantomové polohy, coZ naznacuje, Ze chybné rekonstruovany
profil se podoba profilu rekonstruovanému spravné, avsak jinak umisténému. To zfejmé
souvisi s tim, Ze metoda uprednostiiuje nalezeni vrcholu emisivity v misté, kde byla emisivita

vysokd i v minulém snimku.
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Obr. 3.7: Casovy vyvoj tidaje o vertikalni poloze uréené tomografickou rekonstrukei
fantomovych dat obsahujicich pravidelné skoky polohy; V obou ptipadech byla odstranéna
systematickd odchylka. U signélu ziskaného s pomoci nelinedrni regularizace je po kazdém

skoku patrnd postupnd konvergence k referen¢ni hodnoté (aZ na Sum).
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Podle ocekdvani nebylo exponencidlni chovdni chyb u linedrni regularizace pozorovano,
protoZe u ni jsou po sobé jdouci snimky provazany jen hodnotou regulariza¢niho parametru.
Rovnéz bylo pozorovdno zkraceni ¢asové konstanty utlumu chyby polohy, pokud bylo pro
kazdy snimek provedeno vice neZ jedna iterace algoritmu s Fisherovou informaci: Pfi dvou
iteracich byla zméfena konstanta 1.3 + 0.4 snimkd, pfi tfech 0.7 + 0.2 snimk. Vzhledem k
tomu, Ze vypocet dvou ¢i tfi iteraci trvd dvakrat, respektive tfikrat déle, konstanta mérend v
sekundach zustava priblizné stejni. Ackoli to nebylo ovéfeno, lze ocekdvat, Ze podobny
problém nastane i tehdy, pokusime-li se pouZit jednou rozloZenou matici pro vice ¢asovych
snimkd, jak bylo navrzeno v podkapitole 1.6.

Vzhledem k systematickému charakteru exponencidlné klesajici chyby miZeme uvaZzovat o jeji
opravé. Chybu lze (ve spojitém i diskrétnim piipadé) modelovat jako filtraci signalu
udévajiciho spravnou polohu pomoci filtru s nekone¢nou impulzni odezvou:

Z,senalt) = 2(t) % (exp(—t/T)6(t)). (3.2)

Zde hveézdicka zna¢i konvoluci a T ¢asovou konstantu utlumu chyby; 6 je jednotkovy skok, tj.
funkce nabyvajici hodnoty O pro zdporné argumenty a 1 pro kladné. Vliv této filtrace
analyticky snadno odstranime dal$i konvoluci:

Zméfend(t)*(6'<t>+T_16<t)) o z(t). (3.3)

Je ovSem zifejmé, Ze tento inverzni filtr predstavuje horni propust (diky ¢lenu s derivaci
Diracovy funkce 6) a jeho pouzitim dojde ke zvyraznéni Sumu v udaji o poloze. Popsana
korekce byla ovéfena na stejnych modelovych datech, na jakych byly méfeny ¢asové konstanty
utlumu chyb; PribliZzeni diskrétniho inverzniho filtru bylo implementovano jako konvoluce s
jddrem (t/2, 1-t/2). Tato operace vskutku redukovala pozorované exponencidlni zavislosti
natolik, Ze nebyly rozpoznatelné oproti ndhodnému Sumu. Smérodatnid odchylka Sumu v
usecich stabilni polohy se pfitom zvysSila asi na dvojndsobek. Obrazek 3.8 predstavuje ukazku
ptvodniho polohového signdlu v porovnani s opravenym. Zustdvd otdzkou, zda popsana
oprava muZze byt uzite¢na pro skute¢né zpétnovazebni fizeni polohy, ptipadné jaky by byl jeji
prinos v kombinaci s algoritmem, jehoZ jedno vldkno rozklad4d matici a druhé aplikuje
posledni dostupny rozklad matice na data.

3.3 Pouziti itera¢nich algoritmu

Ve vSech predchozich testech se pocitalo s pfimym reSenim regularizované soustavy rovnic
Choleského faktorizaci nebo jinym druhem rozkladu matice. MiZe se ov§em ukdzat, Ze néktera
z itera¢nich metod muZe byt k tomu ucelu vhodnéjsi, at uz z hlediska implementace na
dostupném hardwaru nebo diky své vétsi variabilité. Za tcelem ovéreni vlastnosti itera¢nich
metod byly implementovdny dvé z nich, Gaussova - Seidelova metoda a metoda
konjugovanych gradienti. U téchto metod byl zkoumdn vykon na datech napodobujicich
redlny Cas (se vzorkovaci frekvenci 50 ps), a to v zavislosti na poctu iteraci pouzitych k
vypoctu jednoho snimku. D4 se predpokladat, Ze pti kratkém deadlinu se stihne méné iteraci s
danou sadou dat, ale tato data jsou vice podobnd minulému vstupu; Frekvence iteraci zavisi
jen na implementaci a na hardwaru a s deadlinem se neméni. Cilem testt tedy bylo pfedevs§im
zjistit, kolik iteraci je treba provést za padesatimikrosekundovy interval, pripadné ktera
metoda jich potfebuje nejméné. Testy byly provddény na uloze regularizované Fisherovou
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Obr. 3.8: Vyvoj polohy ziskané nelinedrné regularizovanou rekonstrukei fantomovych dat se
skoky polohy v porovndni se stejnym signdlem po aplikaci filtru omezujiciho zpoZdéni.

informaci s prvni ze dvou sad experimentélnich dat zminénych vyse. Jako kritérium tspéchu
byl tentokrat pouzit normalizovany rozdil profilu od vystupu referen¢niho algoritmu fe$iciho
stejné regularizovanou ulohu se stejnym rozliSenim (bez klouzavé iterace), aby se omezil vliv

dalSich nepfesnosti v tomografické uloze a v urc¢ovani polohy.

Algoritmus je moZné implementovat ve zna¢ném poctu podob, s raznymi volbami itera¢ni
metody, s rdzné castym prepocitavanim vahové matice a rlizné zvolenymi pocty iteraci. Pro
zjednoduSeni testll se pocitalo s konstantnim rozliSenim 438 pixela. Takto byla nejprve
vyzkouSena Gaussova — Seidelova metoda a metoda konjugovanych gradientt za predpokladu,
Ze vahova matice se prepocitdva zdroven s nac¢tenim novych dat (to odpovid4 vySe popsané
klouzavé iteraci, v niZ je presné reSeni soustavy linedrnich rovnic nahrazeno itera¢nim
vypocftem s omezenym poc¢tem kroka). Prvnim patrnym vysledkem je fakt, Ze konstantni
priblizeni teSeni, jaké je bézné pouzivano k inicializaci itera¢ni minimalizace Fisherovy
informace, se nehodi pro inicializaci Gaussovy - Seidelovy metody ani metody konjugovanych
gradientt. U obou metod zustava konstantni slozka dlouho patrn4, ackoli feSeni konverguje ke
tvaru s jasné oddélenym vrcholem a oblasti témér nulové emisivity. Konstantni pocate¢ni
ptibliZeni bylo tedy nahrazeno nulovym, a to bylo dédle porovnavano s tim pfipadem, kdy je za
pocatecni priblizeni pouzit vysledek z predchoziho ¢asu.

Dal$im pozorovanim je $patny (ve srovnani s Gaussovou - Seidelovou metodou) vykon metody
konjugovanych gradientt s jakymkoli po¢dteénim priblizenim. To mtZe souviset s citlivosti
metody konjugovanych gradient( na §patnou podminénost soustav [78]; I po regularizaci totiZ
matice soustavy miva néktera vlastni ¢isla o ¢tyfi rddy mensi nez jina. Aby se vysledky testu
nezaklddaly jen na pouZiti jedné itera¢ni metody, byla implementovéna a do testu zatrazena
metoda predpodminénych konjugovanych gradientii, ktera misto soustavy v piavodnim tvaru A
x = b tesi ekvivalentni soustavu E'A x = E' b, kde (E E") je vhodné zvolena reguldrni matice
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[56]; V tomto piipadé byla pouZzita diagondlni matice s diagonalnimi prvky shodnymi s matici
A (Jacobiho preconditioner). Vypocet itera¢niho kroku pfedpodminéné metody je sloZitéjsi a
jesté méné vhodny pro implementaci na FPGA (zahrnuje vice déleni), ale metoda mé ponékud

vyssi rychlost konvergence nez ta bez pfedpodminéni.

Tabulka 3.3 shrnuje vysledky testd konvergence tfi uvazovanych itera¢nich metod pro rtzné
volby pocateéniho priblizeni; Konvergence byla sledovana, dokud se primérnd hodnota
normy rozdilu obraza nesnizila pod 5 %. Je zjevné Ze nulové pocatecni pribliZzeni je lepSi nez
nenulova konstanta, a inicializace pfedchozim vysledkem je jesté lepsi. Pro nulové pocateéni
priblizeni se nejlépe osvédcuje predpodminénd metoda konjugovanych gradientd, ovSem i
Gaussova - Seidelova metoda dosdhne pramérné odchylky pod 5 % do deseti iteraci. Vypocet
deseti iteraci obou téchto metod je pfitom ponékud rychlejsi neZ primé feSeni soustavy o 438
rovnicich. Pri pouZiti posledniho vysledku je vykon obou metod srovnatelny, a zd4 se, Ze jizZ po
nékolika iteracich dosdhnou optimdlniho vysledku (optimdlnim vysledkem neni nulova
odchylka, protoZe referen¢ni algoritmus pocitd s iterativnim zprestiovanim Fisherovy
informace, kdeZto doposud testované algoritmy jen fe$i soustavu se stéle stejnym ptiblizenim
hodnoticiho funkciondlu). Obrazek 3.9 ukazuje ptiklad profilu rekonstruovaného referen¢nim
algoritmem a klouzavou iteraci s Gaussovou - Seidelovou metodou omezenou na pét krok; Je
zjevné, Ze druhd rekonstrukce ani pfes zna¢né zjednoduseni vypoctu neobsahuje vyznamné
artefakty.

Kromé konvergence samotnych itera¢nich metod pro reSeni soustavy linedrnich rovnic byly
otestovany dvé varianty iteratniho postupu s castéjSim prepocitavanim vahové matice; V
prvnim ptipadé byla iterace Gaussovy - Seidelovy metody mezi kazdymi dvéma vstupy dat
dvakrat preruSena pfepocCtem matice, ve druhém pripadé trikrat. Konvergence metody tim
naru$ena nebyla, naopak bylo dosazeno zlepSeni métené odchylky na 2.8 %, respektive 2.3 %,
i pri pouziti nejradikalnéjSiho pristupu, pfi némz se mezi pfepocty matice stihne jen jedna
iterace Gaussovy - Seidelovy metody. Optimélni vyvaZeni frekvence piepoctti vihové matice a
Gaussovych - Seidelovych iteraci ov§em z&visi na konkrétnich experimentdlnich podminkach,
zejména na rychlosti implementace algoritmu a na poZadavcich na pfesnost.

Lze vytusit, Ze pribéh chyby ve vySe popsanych ptipadech bude opét nerovnomeérny, protoze
jde o klouzavou iteraci, a pfi pouZiti predchoziho vysledku k inicializaci itera¢niho feSeni
soustavy jsou po sobé jdouci snimky zavislé jeSté vice. Toto podezieni potvrzuje obrazek 3.10.
Podle porovnani vyvoje odchylky u Gaussovy — Seidelovy metody inicializované nulami a
predchozim vysledkem se pfitom zd4, Ze tato inicializace nemad na utlum odchylky velky vliv, a
jde zejména o konvergenci regulariza¢niho parametru A, ktery je poc¢itdn metodou regula falsi.
Neni ovSem ziejmé, zda konvergenci A neovliviiuje pouZiti omezené piesné itera¢ni metody.
Kvili nepfresnosti vysledku totiZ miiZe byt nepresny i vypocet Morozovova kritéria, a to
systematicky (napriklad se predbézné vysledky mohou zdat nedostate¢né vyhlazené, ackoli po
delsi iteraci s danym A by skonvergovaly ke spravnému tvaru). Rozdily v konvergenci
vysokofrekvenénich a nizkofrekvencénich slozek feSeni byly zkoumény pro metodu
predpodminénych konjugovanych gradientd a Gaussovu - Seidelovu metodu, obé
inicializované nulovym vektorem. U metody Gaussovy - Seidelovy se vskutku zd4, Ze dochdazi k
rychlé eliminaci vysokofrekvenc¢nich odchylek, zatimco hladka slozka odchylky se zmenSuje
pomaleji. Regularizace dosazend omezenim iteraci této metody by tedy byla spiSe
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Obr. 3.9: Porovndni rekonstrukei snimku z vyboje #8707 pomoci referen¢niho algoritmu
(vlevo) a pomoci klouzavé iterace vyuzivajici Gaussovy — Seidelovy metody omezené na pét
kroki; Gaussova - Seidelova metoda byla inicializovana rekonstrukei predchoziho snimku,

vypocteného stejnou metodou. Obrazek vpravo predstavuje rozdil mezi obéma
rekonstrukcemi (v barevné Skéle odpovidajici 4 % $kdly absolunich snimki).
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Obr. 3.10: Casovy vyvoj relativni normy rozdilu snimki rekonstruovanych s vyuzitim
itera¢nich metod od referen¢ni rekonstrukce (s Choleského faktorizaci); Znadzornény jsou
vysledky pro Gaussovu - Seidelovu metodu omezenou na pét krokd, inicializovanou nulami
(vlevo nahote) a pifedchozim vysledkem (vpravo nahoie), pfedpodminéné konjugované
gradienty omezené na pét krokt a inicializované pfedchozim vysledkem (vlevo dole) a tri
opakovani predchozim vysledkem inicializované Gaussovy - Seidelovy metody omezené na
dva kroky, pricemzZ pred kazdym opakovanim je pfepoctena matice regularizované ulohy.
Svislé ¢ary oznacuji sttihy v datech.
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kontraproduktivni, protoZe lokdlni artefakty by ztstaly zachovany, zatimco tvar profilu by
mohl byt poSkozen. V praxi je ovSem konvergence vSech slozek pomérné rychld, pouzijeme-li
rozumné pocate¢ni priblizeni (viz tab. 3.3). Pfi pouZiti pfedpodminénych konjugovanych
gradientd Zzadny podobny trend pozorovdn nebyl, spiSe se zdd, Ze vysokofrekvenc¢ni i
nizkofrekven¢ni odchylky se sniZzuji podobnou rychlosti. Popsané chovéni ilustruje obrazek
3.11.

Na zavér bylo ovéreno, zda malé normé rozdilu mezi dvéma rekonstrukcemi odpovida i mala
namétena stfedni stochastickd odchylka 4.8 mm a systematickd 1.1 mm. Stochasticka
odchylka od polohy mérené magnetickymi senzory ¢ini 4.8 mm, coZ je dokonce lep$i nez u
referen¢niho algoritmu (5.9 mm). To moZnd souvisi s tim, Ze v poloze ziskané z vystupu
klouzavé iterace je méné Sumu; Jak uz bylo ukazano, z4vislost mezi snimky ptisobi na méfenou
polohu jako dolni propust.

metoda > | GS CG | PCG | GS CG | PCG | GS CG | PCG | 2xGS | 3xGS
inicializace - | kon | kon | kon 0 0 0 last | last | last | last | last
iterace J norma rozdilu [%]
1 70.9 4.1 | 306.5 4.2 2.8 2.3
2 21.9 3.8 86.9 3.8 2.6 2.1
3 318.0 14.2 3.9 58.0 3.7 2.6 2.1
4 10.5 10.7 3.7 45.1 3.7
5 8.4 7.7 3.6 34.9 3.6
7 5.7 3.8 19.4
10 3.5 13.6
15 169.4 9.6
25| 253.6 46.6 63.4 7.3
35| 190.3 3.8 32.9 6.1
50 | 103.9 | 343.3 3.6 12.0 5.2
100 3.6 | 112.7 3.7 4.1
200 38.2
400 6.0

Tab. 3.3: Konvergence tomografie zaloZené na itera¢nich metod4dch mérené relativni normou
rozdilu oproti vystupu referen¢niho algoritmu. Byly pouZzity metody Gaussova - Seidelova
(GS), konjugované gradienty (CG) a pfedpodminéné konjugované gradienty (PCG). Pro metodu
GS byla vyzkouS$ena i dvoj- a trojndsobnd varianta, u nichZ ,,n iteraci“ znamend dvé, respektive
tfi opakovani procesu zahrnujiciho vypocet vahové matice a n krokd GS metody. Konvergence
byla mérena pro tfi druhy pocate¢niho pribliZeni: konstantni ptibliZzeni o predem odhadnuté
hodnoté (kon), nulové pocatecni priblizeni (0) a inicializaci vysledkem rekonstrukce
predchoziho snimku (last).
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Obr. 3.11: Tvar odchylky od referen¢niho feSeni po jedné az deseti iteracich Gaussovy -
Seidelovy metody (horni fada) a pfredpodminénych konjugovanych gradienti. Obé metody
byly inicializovany nulovym pfibliZenim. Barevnd $kdla jednotlivych snimkd se lisi.

3.4 Implementace na FPGA

Tomograficky algoritmus zaloZeny na Tichonovové regularizaci byl v nékolika variantich
implementovan v jazyce VHDL. Design byl navrZzen pro ¢ip XC6SLX45 z fady Spartan 6 od
firmy Xilinx a testovan na desce Atlys vybavené timto ¢ipem. Cip ma 6822 logickych bloki, 58
osmndctibitovych nasobicek pro pevnou fddovou ¢arku a 116 pamétovych blokid o kapacité
18 kb (1024 osmnaéctibitovych slov) [74]; Pracuje s hodinovym signdlem o frekvenci 100 MHz.
VétSina testll byla provddéna v simulaci, zafizeni bylo pouZito jen k ovéfeni, zda chovani
obvodu simulaci odpovida (rozdily mohou vzniknout naptiklad zanedbdnim poZadavkd na
timing).

NavrZzeny obvod se sklddd ze ¢tyt hlavnich komponent; Jedna z nich sestavuje po fadcich
matici regularizované ulohy, druhé fesi vzniklou soustavu linedrnich rovnic, tfeti ze ziskaného
feseni poc¢ita hodnotu y* podle vztahu (1.12). Posledni komponenta obsahuje stavovy automat
synchronizujici ¢innost ostatnich moduld, organizuje tok dat a provadi nékolik zbyvajicich
jednoduchych operaci (vypocet hodnoty A na zakladé y? pfistup k blokovym pamétem u
metod, které jich mohou vyuzit, vypocet inverznich hodnot diagondlnich prvka matice pro
optimalizaci béhu Gaussovy - Seidelovy metody).

Pro aplikaci ve zpétné vazbé polohy plazmatu v tokamaku by bylo nutné doplnit zminéné
komponenty o ovladace vstupnich AD pfevodnikl, prepocet tomografické rekonstrukce na
hodnotu polohy (pfipadné pfimo signdl pro fizeni aktuédtorl) a modul zajistujici vystup dat
(naptiklad pres DA pievodnik nebo sériovou linku). Implementace téchto ¢asti designu ov§em
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zévisi na podobé zbytku zpétnovazebni smycky, ktery v soucasnosti na tokamaku COMPASS
neni k dispozici. Misto toho byla tedy implementovdna dvé rozhrani pro testovani designu.
Jedno z nich je urceno pro simulaci na konven¢nim pocitaci; Nac¢ita data z textového souboru v
pripraveném formétu, v némz kazdy rddek odpovida vystupu vSech dostupnych detektort v
daném okamziku, a v analogické podobé vypisuje vysledky. Tyto operace jsou rovnéz
implementovany v jazyce VHDL, ovSem nejsou syntetizovatelné, tedy daji se pouZit jen v
simulacich [50]. Druhé rozhrani je vhodné pro testy v redlném hardwaru. Obsahuje sadu
predem ptipravenych vstupnich dat a hash ocekdvaného vysledku (vysledek m& podobu
vektoru osmndctibitovych slov, vypocet hashe spo¢ivd v redukci vSech téchto slov bitovym
XOr).

Priprava matice regularizované ulohy spoléh4 na konstanty zapsané primo ve zdrojovém kédu
prislusné komponenty, a tim pddem uloZené v distribuované paméti ¢ipu. Podobné je feSen
vypocet Morozovova kritéria, pfi ném? je tfeba ndsobit vektor projekéni matici. Vzhledem k
charakteru kédu realizujiciho tyto vypocty byly implementovany skripty v jazyce Python,
které nacitaji projekéni a regulariza¢ni matice vygenerované MATLABem a generuji VHDL.
Novy kdd je treba vygenerovat po kazdé zméné geometrie detektort, rozloZeni a poc¢tu pixeld.
Ackoli implementace zminénych dvou modult nevyuzivéa blokovych paméti, 1ze nahlédnout, Ze
vyuziva ridkosti projek¢ni a regulariza¢ni matice; Jde o tak jednoduché operace, Ze jejich
optimalizace pro fidké matice nevede ke kritickému zesloZiténi designu. Generovéani matice o
rozméru n zabere n + 32 taktd, pfiCemZ na pouZitém hardwaru jeden takt trvd 10 ns;
Konstanta 32 souvisi s pouZitim délicky s vysokou propustnosti, kterd vSak ma dlouhou
latenci (diky tomu je pak konstanta u linedrni slozky ¢asové sloZitosti nizkd). Pocet takta
nutny pro vypocet y* odpovida po¢tu detektord.

V ramci prace [43] byly ve VHDL implementovany dvé metody pro feSeni soustavy linedrnich
rovnic: blokové paralelizovand Gaussova - Jordanova eliminace bez pivotace a fadkové
paralelizovand Gaussova - Jordanova eliminace s fadkovou pivotaci. Podle ocekavani je
blokové paralelizovana varianta velmi rychld. ReSeni soustavy o n rovnicich ji v idealnim
pripadé (silné reguldrni matice, coZz matice regularizované ulohy je) trvd 11 n + 5 taktd. To
naznacuje, Ze v predchozich podkapitolach uvazovana rekonstrukce o 438 pixelech by s touto
implementaci mohla splnit deadline 50 ps. BohuZel mé metoda dvé podstatné vady: vysokou
prostorovou slozitost a numerickou nestabilitu. Kvali prostorové slozitosti je design na
pouzitém hardwaru omezen na feSeni soustavy o 25 rovnicich. Z kvadratické zdvislosti 1ze
odhadnout, Ze pro reSeni soustavy o 438 rovnicich by byl treba hypoteticky ¢ip obsahujici
tristakrat vice logickych prvki. Zavazna numerickd nestabilita pritom byla pozorovana uz u
soustay, které se do ¢ipu vejdou.

Radkové paralelizovana Gaussova - Jordanova eliminace fe$i soustavu o n rovnicich v ¢ase
n’? + 18 n + 6 taktt [43]. S lehkym vyuzitim pipeliningu bylo dosaZzeno vysoké propustnosti té
¢asti obvodu, ktera provadi sérii fadkovych uprav. Zaroven s rddkovymi upravami probiha
také vybér pivotu pro dalsi sérii tiprav. Diky témto optimalizacim m4 kvadratické ¢4st ¢asové
50 ps zvlddne vyrteSit soustavu odpovidajici rekonstrukci o pfibliZzné Sedesati pixelech.
Omezeni dané velikosti ¢ipu je podobné, dané hlavné tim, Ze pfi této velikosti designu dojdou
hardwarové nasobicky. Spotieba vyhleddvacich tabulek tentokrat neni kritickd, coZ je dano
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nejen efektivnim vyuZitim ndsobicek, ale také blokovych paméti, které predchozi metoda
vyuzit neumi (kazdy ze 116 pamétovych blokd miZe v jednom taktu priecist jedno
osmndactibitové slovo a jedno =zapsat, coZz je pro blokové paralelizovanou metodu
nedostatecné).

Popsané dvé primé metody byly doplnény o paralelni implementaci Gaussovy — Seidelovy
metody. Ta je tentokrat feSena jako modul provadéjici jeden itera¢ni krok metody, a organizace
téchto krokd a prepoctl matice ulohy je prenechdna ridicimu modulu. Vypocet jednoho
itera¢niho kroku s piepo¢tem matice trva 4 n + 38 takt(, bez prepoctu pak 3 n + 2 takty; Dalsi
redukci konstanty u linedrni slozky casové sloZitosti zvolend implementace metody
neumoznuje kvili zavislostem dat (viz kéd 2.2). Predpoklddame-li, Ze pro dostate¢né kvalitni
rekonstrukci jednoho snimku je tfeba Sest iteraci, z toho tfi s pfepoc¢tem matice, pak se do
obvyklého deadlinu vejde vypocet rekonstrukce o rozliSeni ptiblizné 230 pixelt. PoZzadavek na
kvalitu je ovSem odhadnut z vysledkl z pfedchozi podkapitoly, a v praxi se mlze li§it (pfimé
metody takovou variabilitu nemaji). Na testovacim ¢ipu bohuZel zminéného rozliSeni nelze
dosahnout, protoze design potfebuje na kazdy sloupec feSené soustavy jeden pamétovy blok a
jednu ndasobicku. PouZiti hardwarovych nésobic¢ek tedy omezuje velikost soustavy na 58
rovnicc a pokud vhodné zkombinujeme hardwarové ndsobicky s ndsobitkami
implementovanymi pomoci vyhleddvacich tabulek, 1ze maximalni velikost soustavy odhadnout
ptiblizné na 100 rovnic. Re$eni takovéto tlohy pak lze ziskat v deadlinu 25 ps, pouZijeme-li
vySe zminénou kombinaci itera¢nich krokt a pfepoc¢t matice, pfipadné lze v deadlinu 50 ps
vyfesit ulohu presnéji.

Simulovat je mozné i design, ktery se do skute¢ného zarizeni nevejde, naptiklad proto, Ze
zabird vice vstupnich a vystupnich pint, nez kolik je na ¢ipu k dispozici. Pro pripadné budouci
vyuziti byla ovSem prozkoumdna i moZnost snizit pocet vstupti pomoci metod feature
selection. Byla pouZita metoda plus-r-minus-l s r = 2 al = 1; Tyto pomérné nizké konstanty
umoZziiuji navrhnout vhodné kombinace detektori od jednoho po vSech fungujicich 68 i v
pripadé, Ze pro kazdou zkoumanou kombinaci je tfeba provést nékolik stovek rekonstrukei o
rozliSeni 438 pixel. Metoda plus-r-minus-I byla vyzkousena pro optimalizaci odchylky polohy
i relativni normy rozdilu feSeni (oboji od referen¢ni rekonstrukce se vSemi dostupnymi
detektory). Druhé z téchto kritérii bylo uspésnéjsi, soudé podle toho, Ze s nim ve vétSiné
pripadd bylo dosazeno nejen niz§ich hodnot normy rozdilu feSeni, ale i nizSich odchylek
polohy. Vysledky optimalizované na sadé trénovacich dat jsou dobfe reprodukovatelné na
datech testovacich (alespon pii stejném rozliSeni); V obou pifipadech jde ovSem o
experimentdlni data z omezeného rozsahu vybojd a hrozi, Ze po vyznamnéj$i zméné
parametri plazmatu pfestanou navrzené kombinace detektort spolehlivé fungovat. Ziskany
vyvoj stochastické odchylky polohy a normy rozdilu profild s ptibyvajicimi detektory je
znazornén na obrazku 3.12. Obrazek 3.13 ukazuje navrZzenou kombinaci 16, respektive 32
detektoru. V téchto kombinacich l1ze vysledovat tendenci k rovnomérnému rozloZeni chord, ale
ne zcela daslednou; Zejména s ni nesouhlasi vybér sedmi sousedicich chord v pfipadé s 32
detektory. BohuZel neni jasné, jestli jde o overtraining nerozpoznany pomoci testovacich dat,
nebo skute¢né o usporadéni blizké optimalnimu.
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Obr. 3.12: Zavislost relativni normy rozdilu optimalizované a referen¢ni rekonstrukce (vlevo) a
stredni stochastické odchylky polohy od referen¢ni rekonstrukce (vpravo) na po¢tu pouzitych
datovych kandla. K urceni zavislosti byla pouZita experimentélni data odli$n4 od téch, na
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Obr. 3.13: RozloZeni vybranych chord na pritfezu komorou COMPASSu (vlevo) a totéZ po
Radonové transformaci (¢erné hvézdicky odpovidaji chorddm, §ed4d plocha piedstavuje obraz
vnittku komory). Zndzornény jsou nejlep$i nalezené kombinace 32 (nahote) a 16 chord.
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Na zavér bylo provedeno srovnani simulovanych vysledk FPGA s referen¢nimi algoritmy. Byla
pouzita paralelni implementace Gaussovy - Seidelovy metody provadéjici prepocet matice
ulohy po kazdych dvou iteracich, to celé tiikrat pro kazdy snimek (numerickd stabilita fadkovée
paralelizované Gaussovy - Jordanovy eliminace byla demonstrovana jiz dfive [43]). Pro ucely
simulace se pocitalo s rozliSenim 104 pixeld. Pro srovndni byla pouZita stejnd metoda
implementovand v MATLABu (hlavni rozdil spo¢ivd v presnéjSi reprezentaci cisel), a dale
referen¢ni algoritmus pouzivajici pfimou metodu k reSeni soustavy linedrnich rovnic a
rozliSeni 438 pixelt. Algoritmy s itera¢ni metodou (v MATLABu i VHDL) byly vyzkouSeny se
vstupem ze vSech 68 dostupnych detektord a se vstupem z 32 detektorti vybranych metodou
plus-r-minus-l, aby se poznalo, zda md vétsi vliv omezeni vstupnich dat nebo reprezentace
¢isel. Jako testovaci data poslouzilo 300 snimkd vybranych z vyboji #8713, #8766 a #8780.
Toto omezené testovani souvisi s faktem, Ze béh simulace je o Sest fdd( pomalejsi nez
odpovidajici fungovani skute¢ného obvodu (simulovdno na dvoujadrovém procesoru Intel®
Celeron® CPU N2840 taktovaném na 2.16 GHz s 4 GB opera¢ni paméti, pomoci programu ISim
od firmy Xilinx); Rekonstrukce jednoho snimku tak trva pfiblizné minutu. Lze uvaZovat o
urychleni simulace jejim po¢itdnim s niZ§im ¢asovym rozliSenim (vychozi rozlieni je 1 ps), ale
i tak patrné zistane vyznamné pomalej$i nez skute¢né FPGA.

Ma4-li Gaussova — Seidelova metoda implementovana ve VHDL k dispozici v§echna data, 1isi se
jeji vystupy od stejné metody v MATLABu o 3.0 %, méreno relativni normou rozdilu. To je
mensi odchylka, neZz jakou zptsobi omezeni vstupnich dat na 32 nejvice vypovidajicich
detektoru (ta pfi daném rozliSeni a na danych datech ¢ini 6.4 %). Vystup metody omezené jak
v reprezentaci Cisel, tak v dostupnych detektorech, se pak od té ptvodni lisi o 10.1 %.
Obréazek 3.14 ukazuje porovnani rekonstrukei ziskanych referen¢nim algoritmem a algoritmy
s Gaussovou - Seidelovou metodou béZicimi v MATLABu a v simuldtoru FPGA. Pokud jde o
stfedni stochastické odchylky v poloze, omezeni reprezentace ¢isel ma opét mensi vliv (2.8
mm) nez omezeni poc¢tu detektort (5.7 mm). Od referen¢niho algoritmu s 438 pixely a mnoha
iteracemi se pfitom Gaussova - Seidelova metoda se 104 pixely v MATLABu li$i jen o0 2.4 mm,
ta v FPGA pak o 4.0 mm. Stile neni zfejmé, zda je takovéto méreni dostatecné presné pro
fizeni polohy plazmatu. Pokud se ukdaze, Ze rozliSeni 104 pixeld dostate¢né neni, existuje
prostor pro zlepSeni pouzitim vétSiho ¢ipu, napriklad takového, do néhoz se vejde zminény
design pro 230 pixelt (implementace ma linedrni prostorovou sloZitost). Dalsi zlepSeni je
moZné pouze s pouzitim hardwaru pracujiciho s vy$si frekvenci hodinového signalu;
Napiiklad blokové paméti ¢ipti z fady Virtex 7 od firmy Xilinx pracuji s frekvenci aZ 600 MHz,
coZ predstavuje Sestindsobné zlep$eni oproti testovanému hardwaru [79]. Pfi ndvrhu obvodu
pro tyto frekvence je vSak tfeba dbat na timing, coZ by patrné vyzadovalo nékolik zdsaht do
stavajiciho designu.
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Referencni G5, MATLAB G5, VHDL (simulace)
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Obr. 3.14: Porovnani referen¢ni rekonstrukce o 438 pixelech (vlevo), rekonstrukce o 104
pixelech ziskané pomoci algoritmu s klouzavou iteraci a Gaussovou - Seidelovou metodou
implementovaného v MATLABu (uprostred) a analogicka rekonstrukce ziskané ze simulace
FPGA (vpravo)
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Zaver

Na tokamaku COMPASS je k dispozici bolometrickd a mékka rentgenova diagnostika v
uspofadani, které dovoluje tomograficky rekonstruovat emisivitu v daném oboru na prafezu
plazmatem. Tomografie pracujici s témito diagnostikami je rutinné vyuZzivdna p#i analyze
experimentélnich dat. Je zaloZena na primé inverzi projek¢ni matice doplnéné o regularizaci
Tichonovova typu. Od svého vzniku byl algoritmus postupné optimalizovdn pro co nejvyssi
rychlost a zarovenl co nejvy$8i vérohodnost vysledkd. Naproti tomu tato prace se zabyvéa
radikalni optimalizaci vypocetniho ¢asu za cenu co nejmens$i ztraty presnosti nékterych
aspektt vysledku. Cilem takové optimalizace je umozZnit vyuZiti tomografie v rychlé zpétné
vazbé na tokamaku COMPASS, jejiz smycka probihd s periodou 50 ps. Kritickym dkolem této
smycky je ridit vertikalni polohu plazmatu, na coz se také soustredi vétSina provedenych testi.

V této a predchozi praci byla navrZena fada moZnosti, jak zkratit trvani tomografického
vypoctu. K tém jednodu$$im patfi sniZeni rozliSeni rekonstrukce a tim i dimenze feSené ulohy,
pripadné sniZeni poctu iteraci pouzivanych pfi feSeni nelinedrni ulohy. Iteraci 1ze dale urychlit
dobrou volbou poc¢dte¢niho pfiblizeni feSeni. Byla zkoumdna i moZnost rozs$ifit pouZiti
iteratnich metod a urychlit je inicializaci vysledkem z predchoziho ¢asového kroku. V
nékterych pripadech je moZné provést ¢ast vypoctu predem a tim zkratit druhou ¢ast vypoctuy,
kterd probihd mezi vstupem dat a vystupem vysledku. Kone¢né se da vyuzit dobrych moZnosti
paralelizace rady z pouZivanych algoritma a implementovat je na hardwaru, ktery takovou
paralelizaci umoZiuje. Z navrZzenych optimalizaci jich bylo nékolik implementovdno a
otestovano; Pri testovani byl kladen dGraz na zméreni zhorSeni kvality vystupu algoritmu, k
némuz pfi radé dprav dochazi, a odhadnuti nejvyssi pfipustné miry zjednoduSeni, aby
algoritmus ztlistal pouZitelny pro fizeni polohy plazmatu.

Vystup tomografickych algoritm® ma podobu dvojrozmérného obrazu (vyvijejiciho se v case).
Pro extrakci informace o poloze profilu bylo navrZzeno nékolik metod vyuZivajicich hledéni
namétenych skute¢nou mékkou rentgenovou diagnostikou na tokamaku COMPASS. V radé
pripada se vskutku ukazuje, Ze nékteré z téchto metod jsou vhodnéjsi nez jiné. Napriklad

v v

okrajové rysy rekonstrukci, které jsou pro urceni polohy madlo podstatné. Lepsi vysledky
podava naptiklad vypocet tézisté nejjasnéjSich 25 % plochy profilu. U vSech metod byla
pozorovana systematickd odchylka od dostupnych referen¢nich hodnot; Ta je patrné
zplisobena nejen algoritmem prepocitavajicim profil na polohu, ale i chybami v tomografii,
pripadné (u dat z redlnych experimentd) nekompatibilitou mezi tomograficky a magneticky
métenymi velicinami. V dalSich testech se za méritko tispé$nosti algoritmi povaZzuje velikost
té slozky odchylky polohy, kterd se neda odstranit afinni transformaci.

Na modelovych i experimentélnich datech byly ovéreny moznosti snizovani rozliSeni a poctu
iteraci. Ukazuje se, Ze u vétSiny metod regularizace 1ze bezpec¢né sniZit rozliSeni na ptiblizné
200 pixeld, pticemz lze urcit vertikdlni polohu profilu emisivity s odchylkou v #ddu jednotek
milimetra. Nékteré vysledky naznacuji, Ze podobné velké odchylky se d4 dosdhnout i s niz§im
rozliSenim, ov§em zd4 se, Ze tento zavér silné zdvisi na okolnostech (vysledky jsou jiné pro

67



redlnd a modelova data, pro néktera data funguje konkrétni druh regularizace nebo konkrétni
hodnota rozli§eni). Proto byly algoritmy osvédcujici se v rekonstrukci pouzivanych testovacich
dat vyzkouSeny i na jiné, do jisté miry nezavislé sadé dat, a v nékterych pripadech byl skute¢né
odhalen overtraining. Algoritmy vyuZzivajici Fisherovy informace se v provedenych testech
zdaji byt pomérné robustni, oviem vzhledem k pozorované variabilité odchylek vznikajicich
ve vétSiné tomografickych metod se zdd byt vhodné zopakovat testy po kazdé zméné
algoritmu ¢i uspofadani experimentu.

Pro primétené presné urceni polohy (tak, aby odchylka zavedend optimalizaci byla vyznamné
mens$i neZ odchylka ve vysledcich uZ pritomnd) je nutné provést priblizné deset iteraci
referen¢niho tomografického algoritmu. S pouZitim inicializace predchozim vysledkem se d&
tato potfeba omezit na jednu az nékolik iteraci. Pak se ov§em ukazuje, Ze odchylka polohy neni
mezi snimky rozloZena rovnomérné, nybrz je vys$si po rychlé zméné tvaru profilu. Byl navrzen
filtr, ktery tento jev omezi za cenu zvyS$eni ndhodného Sumu v poloze; Neni v§ak jasné, zda je
tato oprava pro fizeni polohy nutn4, respektive uzite¢na.

Dalsiho urychleni vypoctu bylo dosazeno s pouzitim itera¢nich metod pro reSeni soustavy
linedrnich rovnic, kterd se v uloze objevuje. Tyto metody lze opét inicializovat poslednim
dostupnym vystupem tomografické rekonstrukce, coz vede k omezeni potfebnych iteraci na
pét aZz deset (pfi rozliSeni ve stovkach pixel). Piekvapivé dobie se pfitom osvédcuje
jednoduchd Gaussova — Seidelova metoda, ac¢koli mé tu nevyhodu, Ze nizkofrekvenéni slozky
feSeni v ni konverguji pomaleji neZ vysokofrekvené¢ni. Mezi jeji vyhody naopak patti snadné
ptrizpisobeni pro tidké matice a (spolu s ostatnimi itera¢nimi metodami) variabilita
spocivajici v moZnosti vyvaZeni Cetnosti jejich iteraci se vzorkovaci frekvenci vstupnich i
vystupnich dat a iteracemi metody pouZivané k regularizaci.

Gaussova - Seidelova metoda byla implementovdana v jazyce VHDL a spolu s drive
implementovanou Gaussovou - Jordanovou eliminaci byla ovéfena jeji funkénost v malém
programovatelném hradlovém poli. Ukazuje se, Zze pfimou metodou lze v daném casovém
limitu vypocitat tomografickou rekonstrukci o rozliSeni kolem 60 pixeld, u Gaussovy -
Seidelovy metody je to ptiblizné 100 pixelt. Tato rozliSeni jsou stidle pomérné mald vzhledem
k vySe zminénym vysledkiim, ovSem v tomto ohledu lze dosdhnout zlepSeni pouZitim
vykonnéjsiho hradlového pole (zejména u Gaussovy - Seidelovy metody, ktera je v soucasné
implementaci omezovdna spiSe mnoZstvim dostupnych logickych prvkd nez ¢Easovym
limitem).

Vysledky dosahované s navrzenymi implementacemi naznacuji, Ze na modernim hardwaru lze
provadét tomografii mékkého rentgenového zareni dostate¢né rychle pro fizeni polohy
plazmatu na tokamaku COMPASS. Je ovSem ziejmé, Ze v piipadé potieby lze design
prizpusobit i pro jiné ucely, s jinymi pozadavky na rychlost, presnost a spolehlivost. V prvni
fadé 1ze uvazovat o rizeni polohy plazmatu ve vétSich tokamacich, jejichZ vertikédlni nestabilita
muzZe byt radové pomalejsi, a lze tedy pouZit vy$$i rozliSeni, pripadné vice iteraci
tomografickych metod. Vzhledem k tomu, Ze v§echny navrzené algoritmy produkuji kompletni
tomografické rekonstrukce, mohou byt pouZity i v jinych zpétnovazebnich smyckéch,
naptiklad pro fizeni celkového fizniho vykonu méteného z tomografie neutrond nebo hlidani
obsahu necistot v plazmatu; Tyto jevy jsou opét pomalejsi nez vertikdlni nestabilita, ovSem lze
predpokladat, Ze na implementaci tomografie budou klést nové pozadavky.
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Priloha A: Obsah CD

text.pdf
MATLAB/

trenovaciData.mat
dets_trenovaci.txt

testovaciData.mat

dets_testovaci.txt

tomografie_dvacykly.m

tomografie_jedencyklus.m

tomografie_jedencyklus_GSVD.m

tomografie_zadnycyklus.m
tomografie_zadnycyklus GS.m
getZ CoM.m

getZ fit.m

getZ _max.m

plusK minusL.m

saveBinData.m

loadBinData.m

elektronickd verze této prace

sada 3940 snimkt mékké rentgeové diagnostiky
pouZzivand v této praci jako trénovaci data

seznam detektor® pouzivanych pri rekonstrukei
trénovacich dat

sada 3000 snimku pouZzivand jako testovaci data

seznam detektor® pouzivanych pri rekonstrukci
testovacich dat

skript provadéjici tomografifkou rekonstrukci
regularizovanou Fisherovou informaci

s parametry optimalizovanymi ve dvou vnofenych
iterac¢nich cyklech

skript provadéjici tomografifkou rekonstrukci
s parametry optimalizovanymi v jednom cyklu

skript provadéjici tomografifkou rekonstrukci
s parametry optimalizovanymi v jednom cyklu
s vyuzitim metody GSVD

skript provadéjici tomografifkou rekonstrukci
s klouzavou iteraci

skript provadéjici tomografifkou rekonstrukci
s vyuzitim Gaussovy - Seidelovy metody

funkce pocitajici vertikalni polohu plazmatu jako

v v

tézisté ¢asti profilu emisivity

funkce pocitajici vertikalni polohu plazmatu
pomoci fitovani Gaussovy funkce

funkce pocitajici polohu plazmatu jako polohu
maxima shlazeného profilu emisivity

skript provadéjici feature selection

skript prevadéjici data z MATLABu do podoby
¢itelné pro simuldtor FPGA

skript prevadéjici vystup simulace do MATLABu
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Python/

matice/

getChi2.py

getRadekMatice GS.py

redukce.py

tomography_test.py

VHDL/

slozka obsahuje data popisujici projek¢ni matici
a matici hodnoticiho funkcionélu

skript generujici soubor getChi2.vhdl
(python getChi2.py T_*.txt)

skript generujici soubor getRadekMatice.vhdl
(python getRadekMatice GS.py T_*.txt TT_*.txt
H_koef_ *.txt)

skript generujici ¢ast souboru
tomography_hardwaretest.vhdl
(python redukce.py)

skript generujici soubor tomography_test.vhdl
(python tomography test.py T_*.txt)

slozka obsahuje kompletni projekt prosttedi
Xilinx ISE implementujici regularizovanou
tomografickou rekonstrukci
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