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Uvod

Termonuklearni fize predstavuje prakticky nevycerpatelny zdroj energie, ktery by
mohl v budoucnu nahradit energii z fosilnich paliv a stépnych reakci. V dnesni dobé
jesté nejsou fuzni elektrarny potieba, protoze dokazeme pokryt spotfebu energie
z levnéjsich zdroji, ale v pristim stoleti by uz mohla byt situace velmi odlisna.
Nepredpoklada se, ze by fosilni paliva dosla, ale je velmi pravdépodobné, ze se néko-
likanasobné zvysi jejich cena a tedy i vysledna cena elektrické energie. Také uranu
235U, ktery se pouziva v jadernych elektrarndch 1-3. generace, bude méné a tedy i
cena elektrické energie vyrobené v klasickych jadernych elektrarnach se zvysi. Zby-
vaji sice jesté obnovitelné zdroje, ale na pouze obnovitelné zdroje se lidstvo nemuze
spoléhat. Z toho vyplyva, ze jaderna fize spolu s jadernymi elektrarnami 4. generace
budou s velkou pravdépodobnosti vyznamny zdroj elektiiny pro ptisti stoleti.

Aby mohla fuze byt pouzita jako zdroj energie, tak je nutné vyfeSit jesté mmnoho
technickych problémi. Pres 50 let se védci snazili zahtat a stlacit plazma na tako-
vou teplotu, aby se jaderna fize stala vyznamnym zdrojem tepla, ¢ehoz se podarilo
uspésné dosahnout v tokamaku JET v Anglii. Dalsi krok ve vyvoji je zaméreny na
dosazeni stavu vyrovnani, kdy je fizni vykon roven vykonu, ktery je potiebny pro
dodatecné ohtivani plazmatu. Toho se planuje dosahnout a dokonce desetkrat pre-
kroc¢it v tokamaku ITER, ktery se stavi ve Francii. Tteti krok bude fizni elektrarna
DEMO, ktera by méla ovérit ekonomickou konkurenceschopnost jaderné fuze.

Dnesni vyzkum je zaméreny na dva hlavni problémy. Najit materidly, ze kterych
by bylo mozné postavit spolehlivy fizni reaktor, a maximalizovat dobu udrzeni
plazmatu. Dobu udrzeni lze zvysit regulaci provozu fizniho reaktoru s cilem udrzeni
optimalnich parametri plazmatu po co nejdelsi cas. A pravé z tohoto divodu je
potfeba chovani plazmatu studovat a mérit.

Avsak mérit vlastnosti plazmatu v tokamaku je pomérné obtizné. Jednak je plazma
velmi horké, takze snadno poskodi senzory, které by mély mérit jeho vlastnosti, na
druhou stranu ma nizkou hustotu a tedy i tepelnou kapacitu, diky ¢emuz pokusy
o fyzické zméreni vlastnosti mohou plazma velmi ovlivnit. Prestoze existuje velké
mnozstvi zpiisobti, jak diagnostikovat vlastnosti plazmatu, vétsina metod je nepfima
a tedy i nepfesna. Casto se méif vlastnosti pouze v poloidalnim fezu tokamakem
a predpoklada se, ze ze silné symetrie podle hlavni osy budou hodnoty v ostatnich
castech tokamaku podobné.

Bézné pouzivana diagnostika je méreni magnetickych vlastnosti plazmatu. Napriklad
pomoci magnetické rekonstrukce lze ptiblizné urcit polohu plazmatu v tokamaku.
Dalsi moznost je méreni rozptylu laseru v plazmatu a z odrazeného laserového sig-



nalu urcovat vlastnosti plazmatu nebo mérit vyzarovani svazku neutralnich c¢astic
vstiikovanych do plazmatu.

Vodikové plazma v tokamaku mé tak vysokou teplotu, Ze je plné disociované, a proto
nevyzatuje svétlo prechody elektronii mezi hladinami jako klasicka latka. Vyzarovani
pomoci prechodu nastava pouze od primeési v plazmatu a u tokamaku COMPASS je
nejintenzivnéjsi v oblasti UV zatfeni. Velka ¢ast zareni plazmatu vznika jako brzdné
zareni pri srazkach nabitych castic, tedy hlavné srazkach elektront, protoze elektrony
maji mnohem vyssi rychlosti a jejich srazky jsou intenzivnéjsi. Stazky ve stifedu
plazmatu jsou tak energetické, ze uz vznikd mékké rentgenové zareni. Celkové se da
tici, ze z prostorového rozlozeni vyzarovani plazmatu lze odhadnout rychlost ¢astic
a tedy jejich teplotu v riznych castech tokamaku. Kdyz se navic ziska i casovy
prubéh, tak lze studovat transportni jevy, unikani ¢astic z magnetickych ploch nebo
turbulence.

Tomografie

Slovo tomografie pochazi z feckého slova Topos+grafie tedy ,zobrazovani fezu*.
Zakladnim principem tomografie je snaha prevést obraz ziskany na okraji predmétu
na obraz uvniti bez jeho fyzického poruseni.

Tomografie je jednim z prostfedki na diagnostiku plazmatu, ale kromé fyziky plazmatu
ma Siroké vyuziti v mnoha védnich oborech v mediciné, technice, archeologii a mnoha
dalsich. Vétsinou jsou znamy hodnoty projekci ziskané na okraji méreného objektu,
napft. ve fyzice plazmatu vykon vyzareny v uré¢itém sméru, v lékatrstvi naopak inten-
zita rentgenového zareni, které proslo v daném smeéru. A z téchto projekcei je potreba
zorovani ruznych transportnich jevi a nestabilit. Bézné se pro urcovani intenzity
zareni plazmatu urcovani pouzivaji rychld bolometrickd méreni (méfeni celkového
vyzareného vykonu) a méfeni mékkého rentgenového zareni (SXR).

7 dvodu, ze z integralnich hodnot je tomografie schopna urc¢it lokalni hodnoty, je
tomografie v diagnostice plazmatu tézko zastupitelna ostatnimi diagnostickymi me-
todami. Naopak znalost dalsich informaci z ostatnich metod lze vyuzit ke zpresnéni
tomografické rekonstrukce.

Tomografickd rekonstrukce je matematicky proces, kdy z funkce f(p) ziskané na
okraji ziskava zpétné funkce g(&) uvnitt. Velky problém tomografie je, Ze tato tloha
je Spatné podminénd, to znamend, ze i mald chyba v méfeni f(p) se mize vyrazné
projevit v rekonstruované funkci g(Z). V tomografii neni dulezité, jestli funkce g()
vyjadruje hustotu vyzareného vykonu v bodé ¥ jako u plazmatu nebo naopak hustotu
pohlcovani rentgenového zatreni jako v mediciné. Lisi se jen nékteré drobnosti tykajici
se sestavovani funkce ¢(Z), naptiklad pri rentgenové tomografii v mediciné se musi
zapocitat exponencidlni utlum zareni, naopak v plazmatu je vhodné zapocist vliv
prostorového thlu, pod kterym vidi plazma detektor a mmnoho dalSich jevi. Asi
nejvetsi rozdil mezi tomografii plazmatu a tomografii v mediciné je ale v mnozstvi
udaji, napriklad tomografii plazmatu je to pocet 1hl a sméri projekei, ze kterych
se tomograficka rekonstrukce sklada. Zatimco v lékafstvi je to fadové 10° tdaji, ve



kterych je zndma hodnota funkce f(p), u plazmatu je to z divodu nedostatku mista
limitované fddové na 10% tdaji [3].

Dalsi vyhodou tomografie plazmatu by v budoucnu mohla byt rekonstrukce v real-
ném case mimo jiné i diky stéle rychlejsim pocitaciim. Pomoci toho by bylo mozné
mimo jiné odhalovat nestability a korigovat je diive nez se plné projevi nebo ovérovat
mereni polohy plazmatu urcené z magnetické rekonstrukcee.

Obrézek 1: Schéma tomografické rekonstrukce pro M thlu, prevzato z []



Kapitola 1

Analytické algoritmy v tomografii
plazmatu

1.1 Radonova transformace

Radonova transformace je nejzakladnéjsi pripad analytického feseni tomografické
rekonstrukce. Transformace je definovdna vztahem mezi obrazem (projekci) f a vzo-
rem (zdrojem) g takto

Rlg@)} = 1) = [ 9@ 07— p)ar (1)

kde R{g(Z)} zna& Radonovu transformaci, ¢(Z) je N-dimenzionalni funkee, f(7) je
jeji prumét a p probiha po N-1 dimenzionalni plose, ptres kterou se pozoruje funkce
g, p=|p| a @ =p/|p|. Pro pripad dvourozmérného fezu lze rovnici zjednodusit

f(r,0) :/132 g(x,y)d(xcosh 4+ ysinf — r)dx dy (1.2)

Tato rovnice popisuje stejné jako predchozi integraci funkce g po primce, ale v tomto
pripadé znaci r kolmou vzdalenost primky od stfedu rekonstrukce a 6 je thel, ktery
primka svird s osou x. Pouzité znaceni je vykreslené na obrazku (1.1).

Cilem je urcit ptvodni funkci g, k tomu nam staci v idedlnim pripadé jenom ziskat
inverzni transformaci R~{f(p)} = g(¥).
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f(r;0)

Obrézek 1.1: Schéma transformace primek, obrazek A vektorové znaceni, obrazek B
polarni znaceni

1.1.1 Inverzni Radonova transformace - centralni rezovy te-
orém

Necht F je operator n-rozmérné Fourierovy transformace definovany jako
§(p) = F{g(D)} = / 7) exp(—2miZ - p) d™x (1.3)
kdyz se upravi Ia pomoci d-funkce, tak se dostane vztah

3(7) = Flg(@)} = /dt/ ) exp(—2mit)3(t — 7 - 7) Az (1.4)

kde exponenciala zavisi pouze na parametru t, protoze vsude mimo je nulovana o-
funkci. Nyni se zavede novy parametr p substituci t = pp, kde p = ||p]|, potom lze
integral rozdélit

3(7) = p [ exp(=2mipp)dp [ g(@)6(p = pi - ) A (1.5)

kde druhy integral je mirné upravend Radonova transformace a prvni integral je
naopak jednorozmérna Fourierova transformace, proto po tpravé vychazi

3(7) = p | exp(=2mipp) R{g(#)} dp = FR{g(x)) (16)
A to je tvrzeni centrdlniho Tezového teorémus:

/\

= IR (1.7)

Z toho lze primo vyjadrit vzorec pro inverzni Radonovu transformaci,
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R'=FF (1.8)

¢imz se ukazuje, ze Radonova transformace mé inverzni transformaci na vhodné
zvolenych prostorech funkci. Pomoci tohoto vzorce lze ziskat puvodni funkce g(x,y)
celkem presné i rychle [5], kdyz se pouzije algoritmus rychlé Fourierovy transformace.

Pokud se rekontrukce omezi pouze na R?, tak lze z piedchoziho vzorce odvodit piimo
vztah pro inverzni transformaci [, (]

27 f, 7,, 9)
dod
9 47r2/ R zcosf +ysinf —r "

Problémem téchto FeSeni je potfeba presné znalosti hodnoty funkce f(r,6) ve vsech
nebo alesponi velmi mnoha bodech. Pokud by byla zndma hodnota funkce f(r,6) v
nekonecné mnoha bodech, potom by §la funkce g(x,y) urcit presné, coz bohuzel to-
mografie plazmatu nesplnuje. Pokud je méreni ridké, tak sice lze hodnoty prolozit a
interpolovat, ale tato transformace neni moc odolna proti chybam a vysledna rekon-
strukce muze byt velmi poskozena nebo mohou vznikat problémy se singularitami.
Z toho duvodu se tato metoda v tomografii nepouziva. Je na ni ale zalozena metoda
Filtrované zpétné projekce, kterd se pouziva v lékarské tomografii [0].

1.2 Abelova transformace

Abelova transformace predpokladéd tiplnou stfedovou symetrii rekonstruované dvou-
rozmérné funkce. To je velmi silny predpoklad, proto se pouziva vylepsena verze tzv.
asymetrickd Abelova transformace [%], kterd je zalozend na klasické, ale predpoklada
zrcadlovou symetrii. Predpoklad stfedové symetrie prevede dvourozmérny problém
na jednorozmeérny.

Zminéné pozadavky na symetrii jsou v plazmatu casto splnény, diky pomérné velké
poloidalni symetrii. Jediny dalsi adaj, ktery je pro rekonstrukci potteba, je poloha
sttedu plazmatu. Ta se da napriklad ur¢it pomoci magnetické rekonstrukce. Nejza-
jimavéjsi véc na Abelové metodé je to, ze na to jak je jednoducha, tak jeji vysledky
mohou byt pomérné presné. Druha vyhoda této metody je v tom, Ze k rekonstrukei
staci pouze jeden detektor.

Nejdrive je treba odvodit vztah pro symetrickou Abelovu transformaci. Zakladni
vztah, ze kterého se vychazi, je

fy) = [ gla.y)da (19)

kde jako v pfedchozim pripadé g(z,y) znac¢i kruhové symetrickou hustotu rozdéleni
mérené veliciny a f(y) je projekce, v tomto piipadé se pouziva jen pohled z y osy,
schéma je na obrazku (1.2). Pokud se vyuzije radidlni symetrie, tak po substituci
2?2 + y? = r? se dostane
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—2/ :1:2+y x—2/ \/7"27“7 (1.10)

navic diky radialni symetrii je mozné pripad, kdy f je zdvislé na y snadno upravit
na véjirovity pripad, kdy se méni dhel o a vzdalenost D zustava konstantni (viz
obr. 1.2). Pak se predchozi vzorec upravi

o0 (r)r
Fla) =2 J dr 1.11
(@ /y \/7“2 — (Dsina)? ( )

pozorovany prumét

|
|
:
: P
| = pozorovany prumeét
|
,
|

Obrazek 1.2: Schéma Abelovy transformace, vlevo je pohled z osy y a vpravo je
véjitovita transformace

Reseni inverzni Abelovy transformace je jednodussi nez Radonova transformace. Pro
inverzni transformaci plati vztah

(1.12)

T T e
dy Vi? — 12 7 Jaresin(r/D) dov \/(Dsin(a))Z—ﬂ

To, ze jde opravdu o inverzni vztah lze snadno ovérit. Je potfeba predpokladat, ze

ga % jsou hladké a klesaji v nekonec¢nu dost rychle k nule, coz u plazmatu urcité
plati, mimo tokamak jsou totiz nulové. Nejdiive se funkce (1.10) integruje per-partes

f) =2 [ gy -y

potom se obé strany zderivuji podle y, zde se vyuzije predpoklad konvergence inte-
gralu a spojitosti derivace

nyni se dosadi f’(y) do inverzni transformace (1.12)

Ry S —

y2
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dale podle Fubiniho véty lze nyni zaménit integraly

d / d :/ = t / d
N e e R s ()| 70

T

¢imz, je tvrzeni dokazano.

Derivace funkce f v inverznim vztahu se ziskava tak, Ze se namérena data pro-
lozi vhodnou funkei [7], naptiklad kombinaci polynomi a Gaussovy funkce, ¢imz se
zaroven zvysi odolnost metody vii¢i Sumu.

Tuto metodu je mozné upravit z predpokladu kruhové symetrie na mirnéjsi predpo-
klad a to je zrcadlovd symetrii zavedenim véhové funkce w(y). Pro rekonstrukei se v
tomto pripadé pouzije symetricka cast funkce f a antisymetricka cast se pouzije pro
vahovou funkei, tzn.

fs(y) = (f(y) + f(=y))/2 faly) = (f(y) — f(=y))/2

a vahova funkce je pak rovna w(y) = 1+ fu(y)/fs(y). Toto je piiklad pro jeden
detektor, pro vice detektort by se to fesilo obdobné. Vysledna rekonstrukce se ziské
ze symetrické Abelovy metody aplikované na symetrickou ¢ast. Vysledek se nasledné
vynasobi vahovou funkci.

9(y) = w(y)gs(y)

Podrobnéji je tento zptsob zpracovan v ¢lanku [3].

1.3 Cormackova metoda

Metody, které zde byly dosud zminény, se pokousely vyresit inverzi primo hledanim
funkce g(z,y) tak, aby odpovidala feseni rovnice

1@ = [ ()07t~ p)az

Comarkova metoda hledd rozklad funkce g(¥) do specidlnich polynomu v poloméru
a do Fourierovy rady ve sméru thlu, tedy do ortogonalnich funkci, ¢imz je zarucena
jednoznacnost feseni. Vyhodou této metody je, ze prevede TeSeni integralni rovnice
na nekonecnou soustavu linearnich rovnic. A to je Sikovné, protoze polynomy a
linearni rovnice se na pocitaci fesi jednoduseji nez integraly a derivace, ale porad je
to Spatné podminéna tloha, jak bylo zminéno v tvodu.

Nejdrive se funkce g a f rozvinou do Fourierovy rady jako

14



i ) cos(mb) + g;.(r) sin(mB)]

F0.0) = 3 () cos(mo) + £(p) sin(mo)

Dale je potfeba urcit polynomy ¢%° a f%°. Pokud plati, ze 0 < p < 1, tak lze jako
radidlni ¢asti rozvoje f< (p), g, (r) pouzit cleny [1, 9]

=2/1— Za}”)(ﬂ (1.13)
G () =3 al (m+ 2 + 1) 2L () (1.14)

kde al JSOU vhodné zvolené konstanty, U,,(p) je CebySeviiv polynom druhého

druhu
_sinf(m + 21 4 1) arccos(p)]

a R (r) jsou radidlni ¢asti Zernikovych polynomi

m+2l ) m+2l—2s
s'm+l—s) (I —s)!

1-35

s=0

Obrézek 1.3: Zernikovy polynomy nejnizsich radi, prevzato z Wikipedie
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Timto se pievedly $patné urcené integralni rovnice' na rovnice polynomt, které
mohou byt preurcené [3]. Pfeurdené rovnice se vétsinou fesi metodou nejmensich
¢tverci. Koeficienty a,‘;jf), které jsou pro obé funkce stejné, se ziskaly metodou
nejmensich ¢tverct z rovnice (1.13), diky ¢emuz je metoda relativné odolna proti
sumu. Kdy# jsou znamy koeficienty a\>”, tak uZ neni problém spoéitat hledanou
funkci g. Tato kombinace ,sdruzenych polynomi“ neni jedina, ktera se da pouzit.
V minulosti bylo publikovano mnoho dalsich, proto je potfeba vybrat nejvhodnéjsi

dvojici polynomt podle druhu tlohy, na kterou se pouziji.

Do Cormackovy metody se jesté musi zapocitat nékolik dalsich problémi, které pri
rekonstrukei nastavaji. Hlavni problém je, Ze existuje pouze koneény pocet znamych
hodnot prumétu f(p, ¢). Protoze nejdulezitéjsi ¢leny v rozvoji jsou ¢leny na zacatku,
tak se pro konecny pocet hodnot polynomy vyssich tadi zanedbaji a vztahy pro
rozvoj prejdou do tvaru

M—-1L—

[y

a{% sin[(m + 21 + 1) arccos(p)]
m=0 1=0

kde M je maximalni pocet nezavislych pohledii v prostoru s polomérem p a L je
pocet chord v jednom detektoru. Pokud neni v detektorech stejny pocet senzort, tak
se ¢islo L musi urcit experimentalné. Toto je jenom jeden ptiklad, jak je mozné prejit
ke kone¢nému poctu méfenych pruméti. Obecné lze pouzit jakékoliv prifazeni [1],
které definuje jednozna¢ny vztah mezi k € {1,..,Q} a indexy [, m, kde @ je celkovy
pocet znamych prumétu f(p, @) (tzn. @ = L.M). Potom predchozi rovnice prejde
na tvar

Q
@) (p Z ) sin[(m + 21 + 1) arccos(p)]

Tim, ze se odstrani horni cleny rad, kterymi se funkce rozvijely, tak se objevi pro-
blém, ktery souvisi s konecnou délkou polynomu a to je aliasing (obr. 1.4). Obecné
aliasing nastava, kdyz je vzorkovaci frekvence méticiho pristroje moc nizké oproti
frekvenci dat. Obvykle se podle Shannonova teorému pozaduje alespon dvakrat vyssi
snimkovand frekvence nez je frekvence vyskytujici se ve funkci f. V tomto pripadé
se spise misto frekvence mysli charakteristicka délka fluktuaci

Zajimavy dusledek aliasingu je fakt, ze ¢im lepsi bude rozliseni v poloméru p tim
horsi bude homogenita rekonstruované funkce g(z, y) a naopak, podrobnéji v ¢lanku
[1]. Co se mysli rozliSenim v poloméru p je vidét na (obr. 1.5), kde kazdy jednot-
livy bod reprezentuje data z jednoho senzoru. V idedlnim pripadé je vhodné mit
rovnomérné pokryti celého tokamaku.

Posledni velka nevyhoda je predpoklad presné znalosti stfedu plazmatu. Tento pro-
blém je dikladné prostudovan v préaci [7], ale celkové lze Tict, ze pokud je rozdil

1tim, Ze je tiloha $patné uréend je mysleno, Ze podet neznamych je vys$i nez pocet rovnic, pro
preurcené rovnice je to naopak
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Obrézek 1.4: Ukazka aliasingu vznikajiciho pii Cormackovée rekonstrukei, v obrazcich
(a-c) je zdroj umistény v bodé 0,8 a na obrazcich (d-f) je v bodé 0,3. Na obrazcich
vlevo je pouze azimutalni aliasing, uprosttfed je pouze radialni a vpravo je kombinace
obou, prevzato z [10]

stredu plazmatu a stfedu rekonstrukce vétsi, tak rekonstruovana funkce muze ztra-
tit jakoukoli vypovidaci hodnotu.

1.4 Fourier-Besselova metoda

Cormackova metoda se sice v tomografii plazmatu pouziva, ale protoze trpi urc¢itymi
problémy a nestabilitami, které jsou zptisobeny pouzitim Zernikovych polynomi,
tak se Casto pouzivaji jiné algoritmy, které jsou na ni zalozené. Asi nejznaméjsi je
Fourier-Besselova metoda. Tato metoda rozklada funkce f, g do Fourierovy rady v
uhlu, stejné jako Cormackova metoda, ale misto polynomii v poloméru se pouzi-
vaji Besselovy funkce prvniho druhu [9, 11, 12]. Tvar rozvoje je podobny jako u
Cormackovy metody.

9(1.0) = 3 165 (1) cos(mt) + 7, () sin(md)
F0.0) = 3 [£o(0) cos(mo) + F3(p)sin(mo)
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p [m]

0 45 90 135 180

Obrazek 1.5: Graf pokryti tokamaku COMPASS pomoci SXR tomografického sys-
tému, graf vznikne po prevedeni chord z kartézskych soutadnic do polarnich (schéma
1.1), jednotliva ¢isla oznacuji rizné senzory

kde ve sméru poloméru se pouzije rozvoj pomoci Besselovy funkce

Z a(c ) T (Tr)

cs) Z(I(c S)fml

Joi(p) = 241 — p2J) (24m) Z OnJn(Xmy) sin(nm/2—x,p)
n=0,m#n

(Um-i-n—l(p) N Um—n—l(p)>

m-+n m—n

Ty je (I + 1)-ni kofen Besselovy funkce J,,(z), dp = 1/2, 0pz0 = 1 a Un(p) je
Cebyseviv polynom druhého druhu

sin[(m + 1) arccos(p)]
VI=p?

Sumy se musi stejné jako v Cormackové metodé prizptisobit konecnému poctu zme-
fenych dat. Hlavni vyhoda této metody oproti Cormackoveé je odstranéni velkych
neprirozenych obrazi na okrajich rekonstrukce. Ale stale ztstavaji nevyhody jako
predpoklad kruhového fezu plazmatem, nutnost znalosti polohy stfedu plazmatu a
slozitost implementace dalsich a-priori znalosti.

Un(p) =
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Kapitola 2

Pixelové metody

Pixelové metody maji zakladni matematicky princip podobny jako predchozi me-
tody, tedy rozkladaji funkci f(r, #) do ortogonalnich funkei. Zatimco Radonova trans-
formace rozlozila obraz do spojité Fourierovy transformace, coz je ortogonélni baze,
Cormackova metoda rozlozila funkce f do Fourierovy fady v thlu a polynomi v
poloméru, tedy taky do ortogondlnich bazi, pixelové metody rozlozi funkci g(x,y)
jednoduse do pixell g;, které nemaji spolecny prinik a jsou tedy také ortogonalni.

Vyhodou pixelovych metod je, ze se uz od poc¢atku pocita s koneénym poctem zna-
mych boda funkce f(r,6) a nevznikaji tedy takové problémy jako aliasing.

Zakladni rovnici tomografie (1.2) se zde upravi

fi =/E(x7y)g(w,y)d:vdy ief{l,..,L}

kde f; odpovidd hodnoté piuvodni funkce f(r,60) v bodé ¢islo i, L je pocet znamych
prumétu tzn. hodnot funkce f a funkce T;(x,y) je geometricky faktor, ktery je po-
drobnéji popsén v kapitole 4. V této kapitole se bude predpokladat, ze T;(z,y), fi
jsou znamé funkce, které zavisi pouze na geometrii tokamaku. Potom se funkce
g(x,y) rozlozi do diskrétnich pixeltt pomoci funkee b;(z,y)

g(z,y) = Z:gjbj(x,y)

nakonec rovnice (1.2) prejde na soustavu linearnich rovnic

N
fi=>_Tyg; i€{l,. L} (2.1)
j=1

kde g; je hodnota j-tého pixelu, N je pocet pixeli, ten se voli podle pozadovaného
rozliSeni a Tj; je vliv j-tého pixelu na i-ty detektor. Pixely sice po rekonstrukei tvori
jakousi matici nebo mriz, obecné muze byt rozlozeni pixelt libovolné a nepravidelné.
V této praci se pouziva pouze pravidelnd obdélnikova sit ¢tvercovych pixelt, kterd
po rozlozeni tvori vektor g.
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Timto se prevedl problém Teseni integralti na feseni soustavy linearnich rovnic. V
idealnim pripadé by stacilo pouze invertovat matici 7;; a ziskat vektor g;, ale to
nefunguje. Matice T;; neni obecné ¢tvercovd, protoze pocet pixelt g; (neznamych)
je zpravidla vyssi nez pocet hodnot f;, tedy tloha je Spatné urcena.

Na tento druh tloh lze vyhodné pouzit metodu nejmensich ¢tvercii, kdy pro nalezeni
pseudoinverzni matice [13] se hledd minimum funkcionalu

U=y (fi -y njgj) (2:2)

=1 =1

Minimum vyrazu (2.2) 1ze vzdy nalézt a feSeni je nekonecné mnoho, protoze pokud
nejsou dany néjaké dalsi podminky, pak pocet parametrii (g;) je vySsi nez pocet
hodnot (f;). Pokud by se nalezlo takovéto feseni bez dalsich podminek, pak se nazyva
yover-fitting . Takovéto Teseni fituje veskery sum, ktery se v datech nachézi a nema
moc vysokou predpovédni hodnotu.

Protoze zmérené hodnoty nejsou dokonale ptfesné, ale obsahuji ndhodné chyby s
normélnim rozdélenim N(0,c?), tak je potfeba rovnici (2.2) mirné upravit, aby
mohly byt zapocéteny chyby rtizné presnosti jednotlivych hodnot f;. Pokud se pouzije
obecny vztah pro stfedni kvadratickou odchylku

kde y; jsou namérené hodnoty, F;(x;, §) jsou hodnoty fitované funkce v téchto bodech,
N je pocet méreni a k je pocet volnych (linedrné zavislych) parametri funkce F;. Tak
je ziejmé, ze pro N < k ani nelze urcit chyba, protoZe existuje vzdy presné feseni (jiz
zminény over-fitting). Pokud se doda néjaka dalsi podminka (napriklad hladkost) na
parametry g;, tak bude mnozstvi volnych parametrii £ < N a k je mozné zanedbat.
Predchozi rovnici lze dosazenim z rovnice (2.2) upravit na funkciondl

g2 EL: <fz Zj:l ngQ]) (2.4)

i=1 Oi

kde o; jsou chyby jednotlivych hodnot f; a L je celkovy pocet hodnot f;.

Otéazka ovsem je, jak moc presné musi platit rovnice f; = Z;V:l Tijg;, aby v rdmci
nahodné chyby bylo moZné ¥ict, Ze rovnost plati. S? je rovno souctu kvadrati L
¢lent, které maji podle Centralni limitni véty [11] rozdéleni N(0,1) a presné takto je
definovano Pearsonovo rozdéleni x? s L stupni volnosti. Proto pokud S? > x1__ (L),
potom lze vylouéit rovnost f; = Z;V:l Ti;9; s @-100% pravdépodobnosti chyby. Na-
ptiklad pro 100 senzorti a 90% pravdépodobnost musi byt S? mensi nez 118, naopak
by mélo byt mensi nez ~90, protoze jinak nastava overfitting. V dalsim textu se
bude pfedpokladdat pfimo rovnost S? = L a definuje se funkcional y?

2 =5%/L=1 (2.5)
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2.1 Hodnotici funkce

Metodou nejmensich ¢tvercli se omezi mnozina feseni na N — L rozmérnou varietu.
Ovsem k nalezeni spravného feseni je potieba pridat jesté néjaké omezujici pod-
minky. Jako castd omezujici podminka se bere hladkost funkce, dalsi moznost je
naptiklad volit Tfeseni s nejvyssi entropii, MLE tedy feSeni s maximalni pravdépo-
dobnosti, moznosti je mnoho. Reseni se potom hledé jako extrém hodnotici funkce na
varieté vymezené rovnici x? = 1. Tento matematicky problém se béZné fes{ pomoci
variacniho poc¢tu Lagrangeovymi multiplikdtory s hodnotici funkei H

A=H-\x*-1) (2.6)

U pixelovych metod se Lagrangetiv multiplikdtor umistuje pred hodnotici funkeci,
ziejmé protoze x? se pouziva jako podminka ve vsech typech pixelovych metod,
zatimco hodnotici funkce H se mize lisit a omezujich podminek mutze byt obecné i
vic. Vysledny obecny tvar rovnice je tedy

Reseni se hleda tak, aby byla splnéna okrajova podminka y? = 1 a zéroveii, aby
vsechny derivace g—ﬁ byly nulové. Pocita se s tim, ze hodnoty vektoru g; jsou jediné
promeénné.

2.1.1 Linearni regularizace

V dalsim kroku je potieba nalézt nejvhodnéjsi hodnotici funkei. Casto pouzivané
jsou hodnotici funkce, které by uprednostnovaly hladkost a zakladnim typem téchto
funkci jsou linedrni reqularizace. Zakladni tvar téchto hodnoticich funkei je tento

R

pro nejjednodussi pripad k = 0 je linedrn{ regularizace nultého fadu' R = || gH2 =

evv s

pro tomografii plazmatu. Vysledna funkce méa piky nizsi, nez jsou spravné hodnoty.

Dalsi pifpad k = 1 je regularizace prvniho fadu R = ||Vg||> = [|0.9]” + 10,9]°, kde
9,9 je derivace ve sméru? z. Pokud se dosadi za normu a diference se nahradi matici
derivace (podrobnéji v sekei 4.2), tak je [|0,9]|* = (B.g)T (Bayg) = g" BT B,g. Regu-

svv

daného rovnici x? = 1. Dtsledek je, Ze vysledna funkce nemusi byt hladk4, ale bude

Inormou |[|g|| se v této praci bude vzdy myslet euklidovska norma /> g? = \/gTg

Zprotoze g nenf funkce, ale vektor, tak se misto derivace pouziji koneéné diference 8, 9; = ¢;—gi—1
a pro smér x bude 0,9; = g; — gi—n, kde N je pocet pixeli na jednom radku, podrobnéji v sekci
4.2
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mit minimélni rist. Z toho také plyne, ze rekonstruovana funkce bude mit piky nizsi
nez testovaci funkce nebo meéreni data.

Teprve regularizace druhého fadu R = ||Ag|]> = [|0sgll® + 10,y9]° minimalizuje
krivost. Ktivost je pro jednorozmérnou funkci rovna
"
P

T+ FRyr
a tim, Ze se minimalizuje druha derivace 0,;, 0y, se minimalizuje i velikost kiivosti.
Navic minimum druhé derivace odpovida minimélni difazi [16]. Velikost diftze je

/{V D -Vg(z,y)} dady

kde D je diftizni tenzor. Vysledek je, ze nejhladsi feseni je zaroven reseni s nejmensi
difizi.

Je mozné pouzit i vyssi fady linedrni regularizace, ale musi se pocitat s tim, ze
konecné diference vyssich radt uz pruméruji derivaci pres vétsi cast matice a ztraci
vyznam lokalni derivace.

2.1.2 Minimum Fisherovy informace - MFI

Vylepsenim linearni regularizace prvniho radu je metoda hledani minima Fisherovy
informace Ir. Matice Fisherovy informace je definované jako [17]

Oln fx(z)0ln fX(:c)> _ / Oln fx(z) 0ln fX(x)fx(l") d"e.

(JX)i7j - < al’l 896]- 81‘2 3:15]-

v dvourozmérném piipadé pro funkei g(z,y) je mozné ziskat velikost Fisherovy in-
formace Ip

dg(x,y) dg(x,y) 1

:/ Z |dxdy
ox; ox; g(x,y
4,j=1 J ( ) (28)

= Zagi*agi =99'Wdg Wi = b/

i=1 (

kde 0g; jsou soucty velikosti kone¢nych diferenci ve sméru dg; = [0¢g;| + |0giy| & W
je tzv. vahova matice.

Zajimavou vlastnosti Ir je Cramer-Raova nerovnost

1

o2 > —

=1,
ze které je vidét, ze minimalizaci Fisherovy informace roste dolni hranice mozné
stfedni kvadratické odchylky o2 rekonstruovanych dat. Zde je spojitost s entropii,
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protoze pokud maji data Gaussovo rozdéleni, tak se zvétsujici se o2 se zvétduje

entropie. Navic lze Tict [3], Ze TeSeni s minimem I je nejhladsi mozné feseni. Také
je ukazano, ze tato metoda je kvalitnéjsi, nez je metoda hledani maxima entropie.
Metoda je navic dobfe odolna vici sumu.

Zakladni princip Ir je celkem jednoduchy, funguje stejné jako linearni regularizace
jenom diky ,vazeni“ pomoci 1/g; jsou umoznéné vyssi hodnoty derivace ve vys-
sich hodnotach ¢; a naopak v nizkych hodnotach na okraji plazmatu, které jsou
méné presné, jsou povolené jenom malé derivace a funkce je tedy hladsi. Nevyhoda
toho pristupu oproti ostatnim linearnim regularizacim je v tom, ze hodnota maxima
muze byt nadhodnocena (nebo podhodnocena) oproti realité, zatimco o ostatnich
linearnich regularizaci je jistota, ze realnd hodnota bude vyssi.

2.1.3 Vazena druha derivace - MVDR

Pristup metody MFI, kdy se derivace vazi rtiznym koeficientem lze zobecnit, po-
drobnéjsi popis je v [2]. Vdhova matice muze mit tvar

_ J(9/gy)° prog; =g

W;; = _

1 pro g; <79
kde g je pramér velikosti g, 8 a v jsou konstanty, jejichz typické hodnoty jsou
B =1—3a~vy=1-—1,5 Tato vylepsend verze ma za cil méné zkreslovat piky a
pouziva se spolu s minimem velikosti druhé derivace. Nevyhoda oproti MFT je v tom,

ze neexistuje tak propracovand matematicka teorie a koeficienty se musi odhadnout
z praxe. Jako dalsi nevyhoda se ukazala obcas horsi konvergence metody nez MFI.

2.1.4 Princip maximalni entropie

Dalsi pouzivany princip pro regularizaci matice je princip maximélni entropie. Je
to celkem logicky pristup, pokud o urcitém jevu neni zndmo témér nic, tak ale-
spon lze predpokladat, ze bude nabyvat maximalni entropie. Vysledek by mélo byt
nejprirozenéjsi reseni.

Pro zjednoduSeni se pocita, ze kazdy pixel g; mize nabyvat diskrétnich hodnot
vzdalenych . Vykon vyzareny jednim pixelem je roven

9; = n;e

Navic z celkového vyzareného vykonu lze urcit sumu n;

Potom mnozstvi prerovnani kvant e lze vyjadrit jako
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N!
W= ———

dale pro ¢ < 1, tzn. N — 00, po dosazeni do definice entropie mikrokanonického
souboru

k
S=klnW = —anjlnnj—l—CZ —gzgjlngj+0/

protoze v tomto pripadé se hledd maximum, tak lze konstanty pfed sumou a za
sumou zanedbat. Takto vypoctenou funkci jde pouzit jako hodnotici funkci do
vztahu (2.6). Také je mozné pridat dalsi okrajovou podminku, pouzitou ve vypoctu,
a to je celkovy vyzareny vykon

L
Iy = Z gj
j=1

Nevyhoda tohoto algoritmu je vyssi vypocetni naroc¢nost. Dalsi nevyhoda je, Ze po
hledané funkce neni vyzadovana lokalni hladkost a vysledna funkce muze byt za-
suména nahodnymi fluktuacemi, aby celkové funkce odpovidala maximalni entropii.

2.1.5 Neuronové sité

Trochu mimo stoji jesté metoda neuronovych siti. Neuronové sité se skladaji z jedno-
duchych procesorovych jednotek (neuront), které jsou mezi sebou propojeny uréitym
zpusobem. Obvykle jsou propojeny do vrstev, kdy kazdy neuron z jedné vrstvy mé
spojeni se vSemi z vrstvy nasledujici. Kazdy neuron ma urcitou prenosovou funkei,
ktera pomoci vstupnich dat urc¢i vystup. Obecny tvar rovnice prenosu je tento

N

i=1
kde S(zx) je prenosova funkce, w; jsou vahové konstanty, x; jsou vstupni data a © je
préh interakce. Vahové konstanty w; a prah interakce © je nutné urcit postupnym
uc¢enim neuronové sité a tento proces mize byt pomérné naro¢ny. Vyhodou neuro-
novych siti, pokud se je podafi tspésné aplikovat na dany problém, vysoka rychlost
rekonstrukce. Naopak nevyhoda je neschopnost rekonstruovat funkci, pokud je jeji
tvar vyraznéji odlisny od funkci, na kterych byla neuronova sit vytrénovana.

2.2 Porovnani algoritmi

Na zaver této kapitoly zde bude uvedeno struéné shrnuti vyhod a nevyhod jednotli-
vych algoritmu. V ramci této prace byly testovany pouze pixelové metody linearnimi
regularizacemi a vazenymi linearnimi regularizacemi. Vlastnosti ostatnich algoritmu
jsou popsany pouze na zakladé jinych zdroju. Vysledné porovnani je v tabulce (2.1).
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Analytické metody

+ nizsi vypocetni naro¢nost

— predpoklad urcité kruhové/eliptické symetrie

— potfeba presné znalosti stredu

— nepocita se s kone¢nym poctem znamych hodnot
— Spatnéd implementace a-priory znalosti

Radonova transformace

— nestabilni vuéi Sumu
— Vv praxi se nepouziva

Abelova transformace

+ pro rekonstrukcei staci pouze jeden detektor

+ velmi jednoduchd metoda

+ moznost analytického vyjadieni inverzni funkce

— predpoklad dokonale osové symetrického plazmatu

Cormackova metoda

+ plazma nemusi byt presné kruhové
+ odolnost vii¢i Sumu
— aliasing

Fourier-Besselova metoda

+ vylepseni Cormackovy metody

Pixelové metody

+ pocita se s konec¢nym poctem znamych hodnot méreni
+ odolnost proti Sumu

+ snadné implementace a-priory znalosti

+ snadné zapocteni geometrie

— vyssi vypocetni naroc¢nost

Linearni regularizace

+ rekonstrukce je vyhlazena
+ snadna uprava pro shlazovani podle mag. pole
— velikost piku je vzdy podcenéna

Nelinearni regularizace

(MFI, MVDR)

+ rekonstrukce je vyhlazena

+ velikost pikt je presnéjsi

+ snadna uprava pro shlazovani podle mag. pole
— nutnost Tesit iteracné, protoze jsou nelinearni

Abelizace (4.1.1)

+ pro rekonstrukcei staci pouze jeden detektor

+ lze pouzit pro libovolny tvar silocar

+ nizka vypocetni narocnost

+ moznost vyuziti nelinearni regularizace

— predpoklad symetrie rekonstrukce podle silocar

Maximum entropie

+ odpovida minimalni entropii
— rekonstrukce je zasuména
— vysokd vypocetni narocnost

Neuronové sité

+ velmi rychld metoda
— dlouho trvajici uceni
— umi pouze interpolovat naucené tvary

Tabulka 2.1: Porovnéani riiznych algoritmt pro tomografii plazmatu
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Kapitola 3

Numerické reseni Tichonovovy
regularizace s minimem Fisherovy
informace

V této kapitole je popsan numericky princip algoritmu, ktery se pouziva v UFP AV
CR a tim je Tichonovova regularizace s minimem Fisherovy informace. Tichonovova
regularizace je obecné hledani minima funkcionalu ve tvaru

1Az — b* + [Tz (3.1)

kde T" je Tichonovova matice a Ax = b je nedostatecné urcend soustava jejiz feSeni
se hleda. Je zfejmé, Ze hledani minima tohoto funkcionalu je ekvivalentni hledani
extrému Lagrangeovy funkce (2.7), protoZe po dosazeni za x* a odstranéni konstant,
které nejsou pii hledani extrému podstatné, funkce (2.7) prejde do tvaru

- <12
= |79 - 7"+ X rgl? (3.2)
kde Tij =T,;/0; a fz = fi/o;. Za matici I'g poté 1ze dosadit libovolnou linearni regu-

larizaci z predchozi kapitoly. Misto vazeni pomoci o; lze pro vazeni vyuzit inverzni
kovarianéni matici K [2, 10] a pfedchozi vztah zapsat jako

A= (Tg— )'K(Tg— f)+ATg9)"(Tg)
Ale tento zplisob neni v aktualni verzi pouzitého algoritmu implementovan. Nyni se

pocita s tim, ze chyby jednotlivych senzort jsou nezavislé. Nalézt extrém rovnice
(3.2) je celkem jednoduché. Nejdiive se rovnice prevede do maticového zépisu

A

(Tg— )" (Tg— f)+\Tg)"(Tg)
= (¢"T" — f)(Tg - f) + A(g"TT)(Tg)
Ff=f"Tg—g"T"f+ ¢"T"Tg + A\g"T"Tyg
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nyni je mozné seCist oba linearni Cleny, protoze jejich vysledkem je cislo a plati
(ffTg)" =g"T"f.

A=fTf—20"T"f+¢q"T"Tg+ \g"T'Tg
pro nalezeni extrému poté jiz staci najit vektor g, pro které plati VzA =0

VA = =217 f + 2T Tg + 2XI''Tg = 0
z ¢ehoz se ziska soustava linedrnich rovnic pro vektor g

(TTT + XI''Tg =TT f (3.3)

Nyni je feseni zapsané ve tvaru Az = b, pokud je matice A invertibilni, tak lze feSeni
zapsat i jako + = A~'b, ale timto zplisobem se numericky nevypoc¢itava. Nalezend
matice je pro A > 0 pozitivné semidefinitni a pokud je A > 0 a matice A je regularni,
tak je matice soustavy (3.3) dokonce pozitivné definitni, coz umoznuje pouzit k vy-
poctu nékteré pokrocilejsi algoritmy. Nyni se pro feseni podle dokumentace MatLab
[18] pouziva Choleskyho faktorizace pro fidké matice. Podrobnéji je feSeni soustavy
popsano v sekci 5.8.

Aby platilo toto odvozeni, tak matice I' muze byt pouze linedrni. Problém je, zZe
matice Fisherovy informace (2.8) linedrni neni.

Ir = 09" Woyg Wi = 6i;/9i

To se da obejit tim, zZe se bude hledat Teseni iterativné. Nejdiive se najde Teseni pro
linearni regularizaci prvniho radu, coz je vlastné Ir bez vahové matice W. V dalsim
kroku se poté za I' dosadi cela matice [r. Diikaz konvergence vychazi spise z praxe,
protoze vektor g konverguje k feseni velmi rychle, ke zkonvergovani zpravidla staci
3 cykly [19]. Na druhou stranu se ¢asto stéava, ze v prvnich tfech krocich algoritmus
konverguje a ve ¢tvrtém se koren ztrati a vysledna rekonstrukce je silné poskozena,
coz bylo ovéfeno na redlnych datech (kapitola 6), proto neni vhodné pouzivat vice
nez 3-4 cykly.

Vahovou matici lze jesté vylepsit normovanim na maximum vektoru g. Potom mé
matice W v n-tém kroku tvar

(n—1)
1 _ ) _ Oy maxg[g, ]
Wij~ = 0y Wi~ = g(n—1)
J

(3.4)

Normovani mé za cil hlavné zlepsit konvergenci, protoZe geometricka matice Tj; i
vstupni data f jsou normovana, aby velikosti T, f a g byly pro rizné méreni podobné.
Na zaver vypoctu se samoziejmé vysledek odnormuje. Pokud se tedy shrne princip
nalezeni feseni, dojde se k tomu, Ze je potfeba pouzit dva vnorené cykly:
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o Vnitini cyklus bude dosazovat feSeni rovnice (3.3), do okrajové podminky
x?—1 = 0 a hledat Langrangetiv multiplikdtor ), tak aby podminka platila. Je
mozné pridat dalsi okrajové podminky. Potom by se hledalo N multiplikatori,
aby bylo splnéno N okrajovych podminek, coz lze snadno prevést na hledani
feseni RV — R zapsanim rovnic >N, (R;)? = 0, kde R; jsou okrajové pod-
minky ve tvaru f(z) = 0. OvSem dusledkem by bylo zpomaleni konvergence a
prodlouzeni rekonstrukéni doby.

« Vnéjsi cyklus poté méni vahovou matici, jak jiz bylo naznac¢eno ve vztahu (3.4).

Nezapornost a nulovost rekonstrukce

Dalsi problém, ktery zde nebyl zminén, je zapocteni nezapornosti prvki g; uvniti to-
kamaku a nulovosti mimo. Odstranéni zapornych prvki je dilezité, protoze se pocita
s tim, Ze plazma je pro mérené vinové délky dokonale prithledné. Zaporné hodnoty
tedy nemaji zadny fyzikalni smysl. Nejrychlejsi a nejjednodussi zptsob je v jednotli-
vych krocich rekonstrukce nahradit zaporné hodnoty nulami, timto se zabrani, aby
mély zaporné hodnoty vliv na velikost hodnoty 2. Potom, ale rekonstrukce v okoli
téchto opravenych hodnot nemusi byt Gplné spravna (hladkd).

Dalsi moznost by byla pridat dalsi okrajovou podminku

Zgizo

9:<0

Poté by bylo mozné pouzit zptsob vypoctu pro vice okrajovych podminek zmi-
nény vyse. Nevyhoda tohoto pristupu je nutnost pomérné rozsahlé upravy algoritmu
oproti vypoctu pouze jedné podminky, protoze je nutné pouzit Newtoniv algorit-
mus pro R, coZ by pravdépodobné vedlo ke zhorSeni konvergence a prodlouzeni
vypoctu.

V clanku [10] je zminéna dalsi moznost, kdy se upravuji zdrojova data f; tak, aby
zadné nulové hodnoty nevznikaly. Zakladnim principem je pridani dalsiho ¢lenu [ do
rovnice (3.3), ktery méni levou stranu rovnice

(TTT + \ITT)g =1+ T7f
V prvnim kroku se polozi [ = 0, v dalsich krocich se vypocitava korekce Al jako
(TTT 4+ \TTT)Ag = Al

kde Ag; = —g; pro g; < 0 a pro ostatni je nulové, pfipadné se vyberou jenom body
lokalnich minim. Vysledkem je feseni bez zapornych hodnot, ale upravuji se upravuji
zdrojova data, coz se muze negativné projevit ve zbytku rekonstrukce. Vyhodou mize
byt to, ze se neméni rekonstrukéni matice a na vypocet Ag se nemusi znovu resit
celd soustava (Choleskyho faktorizace), ale sta¢i pouzit pouze zpétny chod.

Posledni moznost, ktera byla pouzita v této praci, je metoda virtualnich senzor,
jejichz zorné pole se méni kazdy cyklus podle toho, které hodnoty jsou zaporné a
kazdy senzor ,hlida“ jeden zdporny bod, aby v ném byla nula. Presnosti (velikosti
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0?) virtudlniho senzoru lze volit silu s jakou je nezdporné feseni prosazovano. Navic
jsou zaporné hodnoty jesté v kazdém kroku nulovany, aby neovliviiovali rekonstrukei,
presné&ji hledani feSeni 2 =1 .

Velmi podobné se da vyTesit i nulovani dat mimo tokamak. Uréi se hranice tokamaku
a body mimo jsou zvoleny za zorné pole virtualnich senzort, které je nuluji. Pro
urychleni vypoctu staci volit nulové jenom body blizko hranice a mimo tokamak
body vynulovat az na zavér rekonstrukce.

3.1 Casové rozliseni (Rapid verze)

Existuje jednoducha moznost, jak velmi zrychlit vypocet vektoru g tim, ze feSeni vy-
pocte pro vétsi mnozstvi po sobé néasledujicich snimkt. Nejdfive je potfeba vyjadrit
rovnici (3.3) ve tvaru
g=Mf
Toho lze snadno dosdhnout, pokud se oznaci
U=T"T+ T B=T"E
kde FE;; = &;;/0:, potom M = U~'B'. Nyni se ale nehledd matice M pro jednu

rekonstrukei, ale pro vSechny snimky. Proto je potfeba upravit podminku (2.2)

2
1 5 & (fiT_Zé‘Vszijng>

A

r=1i=1 03

kde S je pocet ¢asovych snimki a L pocet znamych projekei f;. Projekce f; jsou navic
normované svym maximem v jednotlivych ¢asech, aby pti vypoctu nemély vétsi vahu
casy s vyssi svitivosti, na konci vypoctu jsou samoziejmé vypoctené hodnoty g;,
zpétné vynasobeny maximem f;. Potom se hleda A tak, aby byla splnéna podminka
x? = 1. Do vdhové matice W se dosadi ¢asovy primér vektoru g, a dale se postupuje
stejné jako u jednoho snimku. Jedind dalsi zavislost na namérenych datech v matici
U je prave ¢islo A a matice B nezavisi na datech. Takto ur¢end matice M ma vyhodu,
ze se v ni zpruméruje sum jednotlivych méreni a hlavné, Ze je pro vsechna méteni
stejnd a pro ziskani rekonstrukce stac¢i vynasobit M f = g. Otézka pTresnosti takovéto
rekonstrukee je diskutovana v [19] a v kapitole 6 .

Lze se alespon pokusit odhadnout, kolikrat bude tato metoda rychlejsi za predpo-
kladu, ze pocet senzorti L je mnohem mensi nez pocet pixelil, kde pocet pixell je
pro rozliseni N x N roven N2. Potom pro vypoéteni S snimkii samostatné je po-
tfeba O(SNY) operaci. Pokud se to bude pocitat pro S matic dohromady, tak se
prodlouzi doba vypoctu x?, ale to je slozitost O(N), takZe nés to nezajimé. Matice
M se pocitd jako pro jeden snimek, takZe slozitost je O(N®) a na zavér se vypocteni
feSeni g, = M f, pro vSechny snimky O(SN*?), takZe také zanedbatelné. Celkove
to znamenad, ze vypocet by mél byt priblizné S-krat rychlejsi, ale samoziejmeé je to

17de se nefesi pfimo inverzni matice, ale hled4 se feseni soustavy rovnic s vice pravymi stranami

UM =208
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pouze fadovy odhad. V praxi to vychazi priblizné S/3-krat rychlejsi. Nevyhoda této
metody je v tom, ze MatLab umi vyuzit pti vypoc¢tu matice M pouze jedno jadro
procesoru, proto se neda paralelizaci urychlit vypocet jedné hromadné rekonstrukce.
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Kapitola 4

Geometrie

Tomografie plazmatu bude v tokamaku COMPASS vyuzivat dva zdroje dat. Prvnim
zdrojem, ktery bude pouZivan, je bolometrie. U¢el bolometrie je obecné méFit vyza-
reny vykon plazmatu a diky tomografii lze ziskat navic i prostorové rozliSeni hustoty
vyzareného vykonu. Jako senzory pro bolometrii se budou pouzivat AXUV (Abso-
lute XUV) sondy, to jsou kremikové fotodiody, které zachytavaji spektrum zareni od
0,0124nm do 1100 nm (1 eV az 10 MeV) a lze je pouzit i k detekei nizkoenergetickych
elektront a ionti. Velkou vyhodou pouziti AXUV sond je nizka reakéni doba, kterd
je priblizné 0,7 ns [20], diky tomu lze ziskat vysoké casové rozliSeni.

Naopak nevyhoda AXUV sond, stejné jako vsech kiemikovych detektori, je nestej-
nomeérna citlivost na rtzné vinové délky, coz je viditelné pravé v oblasti bolometrie
(obr. 4.1), coz je komplikace pii vypo¢tu redlné vyzareného vykonu. Vétsina energie
prijimana bolometrii neni zptisobena brzdnym zarenim, ale vyzafovanim necistot
prevazné v UV spektru a na zacatek UV spektra (~10eV) maji sondy nizsi citlivost.
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Obrazek 4.1: Typicka citlivost diod 1 na zateni, elektrony a ionty, zdroj [21]

Druhym zdrojem dat pro tomografii bude SXR diagnostika, coz je diagnostika mék-
kého rentgenového zareni. Pro SXR diagnostiku se pouzivaji také AXUV sondy,
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Obrazek 4.2: Schéma diagnostiky tokamaku COMPASS, zobrazeny chordy pro SXR
diagnostiku

#1 VUI- vertical upper inner

#2 AU - angular upper

#3 AL - angular lower

#4 VLI - vertical lower inner

jenom se pred né vlozi 5,1 um tlusty beryliovy plisek, ktery filtruje zareni o nizsi
energii nez 0,5keV. Dalsi rozdil oproti bolometrii je v tom, ze fotodiody pro SXR
jsou zapojené v opa¢ném sméru nez pro bolometrii [21].

Pro tucely bolometrie a SXR diagnostiky byla v tokamaku COMPASS vymezena
sekce 6/7 kde budou obsazeny ¢tyti porty. Z duvodu malych diagnostickych portu
tokamaku COMPASS bylo potfeba vyrobit tichyty senzorti presné na miru. Porty
AU a AL (obr. 4.2) budou obsahovat dvé AXUV diody po 20 kandlech. Déle jeden
SXR detektor s 35 kanaly a nakonec VIS diagnostiku (visible plasma radiation me-
asurement), kterd je uréena pro meéreni necistot a okraju plazmatu béhem vyboje.
VIS diagnostika bude mit 37 kanala a je fesend pres optickd vlakna vyvedend ven z
detektoru. Porty VUI a VLI budou obsahovat jeden detektor bud AXUV nebo SXR,
ale mezi jednotlivymi experimenty bude mozné detektory vymeénovat. V dobé psani
této prace byl osazen pouze port v poloze 6/7 AU (angular upper viz. 4.2). Ale v
budoucnu budou osazeny vsechny ¢tyti diagnostické porty.

Detektory jsou v portu umisténé tak, aby pokryly cely poloidélni fez plazmatem.
Ale protoze cilem je ziskat co nejlepsi prostorové rozliseni, tak musi kazdy kanal
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Obrazek 4.3: Camera Obscura nebo také pinhole detector, schéma je pouze ilustra-
tivni

detektoru vidét jinou ¢ast plazmatu, proto se pred detektory umisti izka Stérbina,
kterd pomiiZe zostfit obraz na detektor, tzv. Camera Obscura (obr. 4.3). Sitka $tér-
biny pro COMPASS je 0,1 mm a délka je 2mm. V poloidalnim sméru sitka 0,1 mm
zabezpecuje dostateéné prostorové rozliseni a ostrost, naopak v toroidalnim sméru
byla zvolena délka 2mm jinak by intenzita mékkého rentgenového zareni nemusela
byt dostatecna pro detektory.

Skrz Stérbinu je obraz promitany na pole detektorti. Umisténi stérbiny bylo urceno
tak, aby byly minimalizovany piekryti zornych poli jednotlivych chord [21]. Chordy
jsou primky, podél kterych detektor pozoruje plazma. Pozorovaci tihel je pomérné
maly, takze pfestoze maji chordy urcitou rozbihavost (ve stfedu plazmatu 1-3 cm),
tak se s nimi casto jako s primkami pocita, zalezi na kolimaci svazku a velikosti
pixelt.

4.1 Geometricka matice

Jak jiz bylo zminéno v druhé kapitole, pro urceni emisivity g; je potreba vyfesit
soustavu

N
fi=>_Tg
j=1

kde f; jsou naméfend data, g; je hledand emisivita a 7;; je geometrickd matice, kterd
zahrnuje vliv j—tého pixelu na i-ty detektor. A pravé urceni matice Tj; je cilem této
kapitoly.

Za predpokladu, zZe je vykon v plazmatu vyzafovan izotropné a za predpokladu, ze
je plazma pro mérené vinové délky dokonale prihledné, pak je vykon detekovany
jednim detektorem roven

P = /Sj /]R+ Qig:)G(r, v)n(v)dVdr
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coz je soucet vyzareného vykonu G(r,v) uvnitf kuzele S;. Navic je zapotiebi za-
pocist riznou citlivost detektoru pro ruzné frekvence pomoci funkce n(v) a thel,
pod kterym vidi plazma detektor €2;(r). Diky zachovani propustnosti (étendue) tedy
souc¢inu prostorového thlu €2 a plochy A, ktera je kolméa na jeho osu, lze predchozi
integral upravit

(A

P, = 42%/&/IR+ G(s,v)n(v)dsdv

tedy od objemového integralu prejit k drahovému integralu po primce [;. Dale, pro-
toze detektor nemd stejnou citlivost pro rizné vinové délky, tak se misto n(v) se
zapocte stfedni hodnota (n(v))!. Pokud se navic zadefinuje vztah

41 P,
(AQ);

fi= (4.1)

jako svétlost chody ¢, tak 1ze prejit ke vztahu pro svétlost

kde g(r) = [g+ G(r,v)dv. Déle lze nahradit integraci po pfimce funkci, kterd je
nenulova v misté primky ;. Tady je nutné dodat, ze pokud by se nepocitalo s roz-
bihavosti chordy, tak by bylo potifeba pouzit Diracovu delta funkci (tedy distribuci)
jako ve vzorci (1.2).

Pokud se pocita s rozbihavosti, tak lze ve tfech rozmérech nahradit primku kuzelem
nebo spise ve dvou rozmérech kruhovou vyseci, ktera ma uz konecné hodnoty po celé
plose. Musi se ale zapocitat pokles vlivu g(r) se zvétsujici se vzdalenosti od $térbiny
jako 1/r, coz plyne bud ze zachovani propustnosti (A€2) nebo také z predstavy vysece
jako mnozstvi ptimek, které se rozbihaji a jednotlivych primek je vliv konstantni.
Takovato funkce, kterd zahrnuje vliv na i-ty detektor, bude oznacenda T;(z,y). Diky
tomu prejde predchozi integrdl do tvaru

fi= /Tig dzdy (4.2)

Déle je potteba ovérit, jestli je opravdu funkce T;(x,y) konstantni v urcité vzdale-
nosti nebo jestli po krajich klesa. Pokud by byla stérbina bodova, tak bude pokryti
rovnomérné. Pokud stérbina neni bodova, tak pokryti nebude rovnomérné, jak je
vidét na obrazku (4.4). Uprostied bude pokryti rovnomérné a po stranach bude li-
nearné klesat. Jednoduchym geometrickym vypocétem lze spocist, ze pomér plochy,
kde neni intenzita konstantni viic¢i celé plose je roven

B 2A
~ A+ hL/(L+D)

n

1Stfedni hodnota pfes rozdéleni G(s,v)
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kde A je sitka stérbiny, D je vzdalenost detektoru od stérbiny, A je sitka jedné foto-
diody a L je vzdélenost od detektoru do stfedu plazmatu. Pro tokamak COMPASS
a jeho detektor AL AXUV1 jsou tyto hodnoty v tabulce (4.1). Pomér n vychazi 26%,
tedy 13% na kazdé strané.

[mm]
A 0,1
RE
L | 288
D |10

Tabulka 4.1: Parametry detektoru AL AXUV1

Stérbina I
Detektor

Plazma

Obrazek 4.4: Pokryti plazmatu z jednoho kanélu (bez ohybovych jevii), poméry jsou
pouze ilustrativni

Navic u bolometrie mohou nastavat ohybové jevy. Z Rayleighova kritéria plyne, ze
rozbihavost svazku po prichodu stérbinou je

o~

| >

kde A je vlnové délka zareni a A je sitka stérbiny. Pokud se do této podminky
dosadi vlnova délka UV zéafeni 300 nm a §ifka stérbiny, potom tihel o = 3-1073 rad.
Pro porovnani thel pod jakym je ze $térbiny vidét jedna fotodioda je 13-10~3rad,
pokud je fotodioda primo naproti stérbiné. Pokud je fotodioda mimo osu, tak je
prumét sitky stérbiny mensi, takze o se zvétsi, a naopak thel pohledu je mensi,
takze pomér vyjde jesté hur. Tyto tdaje ovSsem plati pouze pro bolometrii, u mékkého
rentgenového zatreni ohyb nema zadny vliv. Dtisledkem toho nelze rozpoznat jevy v
plazmatu, které jsou mensi nez tretina sitky jedné chordy, samoziejmé té nejuzsi,
ktera vidi dany bod.

Vliv nebodové stérbiny je v algoritmu zapocitan, prestoze pro rozliseni 50 x50 px je
maximalni §itka chordy ~4 px a linedrni pokles pro COMPASS nastéva pro 10% plo-
chy na kazdé strané, proto jsou korekce na nehomogenitu chordy pro bézna rozliseni
zbytecné. Avsak pro jiné tokamaky uz mohou byt korekce podstatnéjsi.
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Obréazek 4.5: Kalibracni graf senzoru AXUV2, kde rtzné fotodiody jsou znacené
odlisnou barvou. Poloha byla méfena v laboratofi a udava vzdalenost na ptimce,
kde byl umistén bodovy zdroj svétla pro kalibraci [21], v poloze 0 mm byl zdroj
kolmo na detektor prfimo naproti Stérbiné.

V dalsim kroku je potieba rozlozit plochu, na které se vypocitava funkce g, na dis-
krétni pixely. Pixely je mozno volit libovolné, aby pokryly celou plochu a zaroven
se neprekryvaly. Lze volit napriklad tvary pixel jako soustfedné kruznice nebo vzit
pixely ve sméru magnetického pole, ale takovouto volbou se udéla velmi silny pred-
poklad na tvar plazmatu. Pokud se pixely zvoli ¢tvercové nebo obdélnikové, vsechny
stejné velikosti, tak se nedava zadny vyrazny predpoklad pro tvar plazmatu. Priklady
moznych usporadani jsou na obrazku (4.6).
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Obrézek 4.6: Priklady moznych usporddani pixelt v tokamaku

Dalsi diivod, pro¢ volit jednoduché obdélnikové pixely, je z programatorského hle-
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diska, protoze je mnohem jednodussi napriiklad prepsat matici obdélnikovych pixeli
do vektoru (matice n-n x 1) nebo vytvorit matici derivace. To jsou diavody, pro¢ se v
algoritmu pro tomografii COMPASS predpoklada s pouzitim obdélnikovych pixelt.
Plocha poloidalniho fezu tokamakem se rozdéli na pravidelnou sif nx X ny pixeli a
zafivost plazmatu v jednotlivych pixelech se oznaci jako g;;. Pro potfeby vypoctu se
sit g;; prepise do vektoru g, (k € {1,..,nx - ny}) naptiklad se vektor prerovnd, aby
k = nx - j + i. Potom lze funkci (4.2) prepsat do tvaru

fi= > / Ti(w,y)g(x,y) dzdy

kde S je plocha pixelu j. Za piedpokladu, Ze jsou pixely dost malé, l1ze tvrdit, Ze vliv
bodt jednoho pixelu na urc¢ity detektor je po celé plose pixelu konstantni, tento vliv
se oznaci T;;. To nemusi platit pro pixely velmi blizko detektoru, ale tam by se stejné
plazma nemélo vyskytovat. Za g(z,y) se potom dosadi stfedni hustota vyzareného
vykonu na ploSe pixelu, tim se dostane konecny vztah

nr.ny

fi= Z 13595
j=1

Nyni je potieba urcit geometrickou matici 7;;. Pokud by se pocitala precizné, tak
bylo nutné spocitat plochu kazdého pixelu, ktera je vidét z jednotlivych detektori
a urcit prumeérnou délku pixelu, kterou vidi detektor a zapocitat i to, ze je nemusi
vidét celd fotodioda (obr. 4.4).

Velmi jednoduchd moznost vypoctu je vytvorit primky, kterd vychazeji z jednotli-
vych detektori (chordy) a zvolit velikosti T;; jako délku chordy z detektoru 4, kterd
prochazi pixelem j. Pokud byly hodnoty svétlosti chordy f; absolutné kalibrovany
(rov. 4.1), tak potom hodnoty g¢; odpovidaji plosné hustoté vyzareného vykonu.

Dalsi véc, kterou je nutné do matice Tj; zahrnout, je rozbihavost zorného pole. Po-
kud je dobra kolimace nebo malé rozliseni rekontrukce, tak je to mozné zanedbat.
U bolometrie a méreni SXR na COMPASSu je rozbihavost vyssi a proto je vhodné
ji zapocist. Zapocteni rozbihavosti lze jednoduse udélat pomoci predstavy, ze z jed-
notlivych detektori vychazi vice virtualnich chord, které rovnomérné pokryvaji celé
zorné pole. Pokud se zvoli pocet virtualnich chord dostatecné vysoky, aby byl kazdy
pixel zahrnuty nejlépe vicekrat, tak bude pokryti zorného pole chordy rovnomérné
a velikost jednotlivych pixelt bude timérnd plose. Vysledna chorda je v grafu (4.7).

Velké mnozstvi virtudlnich chord nevlivni dobu rekonstrukce g;, protoze vSechny
virtudlni chordy jednoho detektoru se slouc¢i do jednoho fadku matice 7;;. Dalsi
vyhoda je, ze zménou hustoty virtudlnich chord lze zahrnout jevy jako nenulovou
sitku stérbiny. Naopak nevyhoda oproti pristupu, kdy se pouzije jedina primka, je
v tom, Ze matice T;; bude mit mnohem vice nenulovych prvki a to mize zpomalit
vypocet, podrobnéji je tento problém diskutovan v sekci 5.5. Na prvni pohled se sice
zda, ze pouzit jedinou chordu je moc velké zanedbani, ale protoze algoritmus hledani
minima Fisherovy informace obsahuje vyhlazovani, tak se rekonstrukce nemusi az
tak moc lisit. Obecné plati, Ze pro SXR by se mél pouzit tplny profil chordy [2].
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Obrazek 4.7: Detail jedné sloucené chordy detektoru VUI vypoctené pomoci metody
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Obrazek 4.8: Vysledna matice T;; po secteni piispévki od vSech detektort a transfor-
movani zpét do matice. Na prvnim grafu je celd matice pouzivana pro rekonstrukei,
na druhém je matice bez ofezani a na poslednim je pouze detail detektort ze dvou
portla

V algoritmu priloZzenému k této praci (pfiloha A) na vypocet geometrické matice
T;; se pro vypocet pouzivaji virtudlni chordy a hodnoty prvki matice jsou rovny
prumérné délce protnuti chordou. Pro rychly vypocet geometrické matice se pouziva
upraveny Xiaolin Wu algoritmus [22] s tim, Ze vypocet antialiasingu je pozménén,
aby velikosti hodnot v prvcich matice odpovidaly presné protnuté délce. Na zavér
se virtualni chordy slouc¢i a matice se vydéli poc¢tem virtualnich chord.

38

L AL L B B B L L LI B B B
0,304 0506070809 0304 0506 0708 09 0,304 0,506 0,7 08 0,9

0,8

0,6

0,4

0,2

0



Dalsi problém, ktery bylo nutné v bakalarské praci vyresit, jsou body mimo tokamak.
To je v pouzitém algoritmu (priloha A) fesené celkem jednoduse. Projdou se vSechny
pixely a pro kazdy pixel se projdou vsechny body na hranici. Nejdrive se spocita
vektor mezi aktualnim pixelem a prvnim bodem hranice, ten je oznaceny vecA. Dale
se ur¢i vektor vecB mezi aktualnim pixelem a dal$im bodem na hranici a udéla se
jejich vektorovy soucin vecC. Podle jeho vysledku se urci, jestli vektor lezi napravo
nebo nalevo od vecA a porovna se s vektorem nejvice nalevo a napravo. Po prichodu
vsech bodii na hranici se porovnaji vektory nejvice vlevo a vpravo, a pokud je mezi
nimi thel mensi nez 180°, potom tento pixel lezi mimo tokamak. V tom pripadé se
vynuluje bod j pro vsechny detektory. Matici pfed a po ofezani lze vidét na grafu
(4.8).

4.1.1 Kruhovy profil pixeld, tzv. ,,Abelizace*

Trochu mimo stoji jesté 1D profil (obr. 4.9). V tomto pfipadé se pocita se symetrii
emisivity plazmatu v poloidalnim sméru v jednotlivych magnetickych plochach.

Obrézek 4.9: Matice pro ,abelizaci®, pixely opisuji tvar magnetického pole

Pro tuto geometrickou matici plati vSechny véci zminéné v predchozi sekci jako zapo-
¢itani rozbihavosti chord. Vypocet této matice je jednoduchy. Staci uré¢it délky pri-
seCikil jednotlivych chord se vSemi ,mezikruzimi“, coz obecné mohou byt libovolné
vnorené konvexni tvary. Nejvétsi vyhoda této ,abelizace® je v tom, ze k rekonstrukci
staci pouze jeden senzor. Navic oproti abelizaci zminéné v sekci 1.2 ma vyhodu v
tom, ze lze vyuzit fungujici algoritmus pro minimalizaci Fisherovy informaci pouze s
drobnymi upravami. Algoritmus tvorby geometrické matice a rekonstrukce je prilo-
zeny k této praci (priloha A). Na druhou stranu se podafilo rekonstruovat emisivitu
z jednoho senzoru i pomoci matice derivace ve sméru magnetického pole, coz je
vyhodné v tom, Ze jsou na tvar plazmatu kladeny mnohem slabsi pozadavky.
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4.2 Matice derivace

4.2.1 Derivace ve smeéru

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno pro rekonstrukei emisivity g je potieba vyuzit dal-
sich informaci jako minimum Fisherovy informace nebo minimum prvni nebo druhé
derivace. Z toho divodu je potieba vytvorit matici derivace. Protoze nejsou znamy
hodnoty funkce g ve vsech bodech, ale jen v jednotlivych pixelech, potom je nutné
nahradit derivaci koneénymi diferencemi. Podrobné je toto téma popséno v [10],
ale zde je uveden jednodussi rozbor. Jako derivaci 1ze pouzit bud zpétnou diferenci
(popt. doprednou diferenci)

fz fz 1
!
nebo centralni diferenci
f'/ fz+1 fz 1
! 2Ax

Vyhodou centréalni diference je nizsi chyba derivace, ktera u centralni diference klesa
s druhou mocninou délky intervalu ($ifky pixelu) oproti tomu zpétna diference klesé
jenom s prvni mocninou. Na druhou stranu ma zpétné diference lokalnéjsi charakter
a to je zvlasté pro nizsi rozliseni podstatné. Nejjednodussi tvar matice derivace je
tedy tento

-1 1 0 0
0 -1 1 0
B= _
0 0 -1 1

Toto je ovsem tvar pouze pro derivaci ve sméru x. Pro derivaci ve sméru y nebo
pripadné pro sikmé derivace se musi kladné prvky posunout. Pokud je pocet pixela
g ve sméru x roven X potom bude mit zpétna diference ve sméru y tvar

f/ fl fl
! Ax
Poptipadé pro sikmé smeéry se odecita ¢len f;_x+i1. Druhou derivaci lze potom vy-

jadrit jako

f'” _ fi—l - 2fi + fz’+1
! Az?

Druhou derivaci lze snadno vyjadfit jako —BT B, kde B je prvni derivace, je to tedy
zaporné vzata velikost prvni derivace.
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Dalsi problém jsou prvky na okraji pixelového pole g. Na kraji se odcita posledni
pixel v j-té fadé od prvniho v j + 1 radé. To se da Tesit vynulovanim téchto problé-
movych diferenci v matici derivace, coz je korektni feseni. Nevyhoda tohoto feSeni
je, ze matice (3.3) uz nemusi byt pozitivné definitni, ale bude pouze pozitivné se-
midefinitni a nebude existovat jednoznacné feseni. S tim souvisi i to, ze MatLab
po detekci singuldrni matice pouzije misto Choleskyho faktorizace jiny algoritmus
vypoctu, ktery je mnohondsobné pomalejsi [15].

Druha moznost je ignorovat problémy tohoto tvaru matice derivace, protoze okolo
hranice tokamaku v matici pixeli je z kazdé strany alespon jeden pixel, ktery je nu-
lovany. Disledek je, ze derivace okrajovych pixeli je nulova a neni potieba okrajové
derivace Tesit.

4.2.2 Derivace podle magnetického pole

P1i tomografické rekonstrukcei 1ze vyuzit znalost tvaru magnetického pole uvnitt to-
kamaku. Ve sméru magnetickych silocar (matice B)) se emisivita méni méné, nez
ve sméru kolmém (matice B ) na silo¢ary. Pokud se tedy vytvoii tyto matice deri-
vace, tak lze vzajemnym vazenim urcit, jak moc se ktera matice podili na hladkosti
Takové vyhlazeni se nazyva anizotropni, zatimco klasické vyhlazeni ve sméru os x,y
se nazyva izotropni. Vétsinou se pomér B, /By voli 1-0,01 [2]. Nevyhoda takovéto
matice je mensi flexibilita oproti obdélnikové siti, protoze se do rekonstrukce vnasi
dalsi predpoklad, ktery nemusi byt presny nebo pravdivy. Na druhou stranu vy-
slednéd rekonstrukce muze byt mnohem pfesnéjsi. V algoritmu, ktery je prilozeny
k této bakalarské praci (priloha A), se konstruuje matice prvni derivace, ale neni
problém algoritmus upravit na generovani druhé derivace, aby vysledek odpovidal
minimaln{ difdzi (2.1.1).

Postup vypoctu matice derivace podle silocar je nasledujici. Nejdiive se ve stfedu
kazdého pixelu interpoluje smérnice magnetického pole. V dalsim kroku se smérnice
rozlozi do smérovych derivaci ve smérech {kn/4 | k € {0,..,7}}. Smérnice je vzdy
rozlozena do jedné slozky sikmé derivace (a) a jedné slozky (b) rovnobézné s jednou
s hlavnich os podle vzorct

a = sin(2a)/v/2 b = cos(2a)

kde « je relativni thel v rdmci daného oktantu a je pocitany od osy oktantu, ktera
je rovnobézna s osou x nebo y. Normovani pomoci v/2 je kvili sikmé derivaci, zde se
pro jednoduchost pocita, ze pixely jsou pfiblizné ¢tvercové. Matice kolmé derivace
k magnetickému poli se vytvori otocenim smért derivace o 90°. Na zavér se vzdy
kazdy tadek normuje, aby suma mimodiagonalnich prvkd byla 1 a na diagonale
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bylo ¢islo -1. Vyslednd matice muze rekonstruovat mnohem presnéji bez preference
kosoctvercovych tvart, kterou lze pozorovat pri aplikaci obycCejné matice derivace.
Navic byla ovéfena moznost pouziti pouze jednoho senzoru pro rekonstrukci dat.

Naopak jedna z nevyhod této metody plyne z podrobnéjsitho prozkoumani matice
derivace. Problém je v tom, Ze jednotliva ,mezikruzi“ jsou spojena pomeérné silné,
ale mezi vnitinimi kruhy je uz spojeni slabé a miize se stat, ze pri Spatné zvolené
matici derivace se algoritmu vyplati vytvorit nerealisticky duty profil (artefakt), aby
vyhovél podmince na MFI.
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Kapitola 5

Numerické simulace

Dalsi dulezita oblast tomografie plazmatu jsou numerické simulace. Numerickou si-
mulaci se mysli vygenerovani umeélého prurezu emisivity plazmatu, ktery je nasledné
rozlozen podle geometrické matice, a jsou urceny hodnoty, které vidi jednotlivé de-

tektory.
> Tiig; = fi

Toto je vhodna metoda pro studovani ruznych algoritmt, vyhodnocovani chyb, sta-
bility pri Sumu nebo naptiklad systematickych chyb v geometrii.

5.1 Porovnani algoritmi

Prvni véc, kterou je dilezité ovérit, jsou chyby vlastnich algoritmt. V této sekci
budou testovany regularizani matice pro minimum Fisherovy informace (MFI),
minimum druhé derivace (MDR) a nakonec minimum vazené druhé derivace MVDR
zminéné v sekei 2.1.3.

Prvni testovany prirez je Gaussova kfivka ve dvou rozmérech. Toto je celkem za-
kladni prurez a vSechny algoritmy ho rekonstruuji bez vétsich problému, jak je vidét
na (obr. 5.1). Emisivity byly normovény, aby suma jejich vykonu byla stejnd. Na
(obr. 5.1a) se zd4, ze rekonstrukce MFI je nesymetrickd smérem vyssi hustoté po-
kryti senzory (obr. 4.4), ale v dalsich rekonstrukcich bylo ovéteno, Ze asymetrii, ktera
preferuje kosoc¢tvercovy tvar, zpusobuje matice derivace ve sméru os z,y. Pokud se
pouzije derivace ve sméru magnetického pole (obr. 5.9), tak se asymetrie ¢dstecné
odstrani. Jinak je rekonstrukce (obr. 5.1a) bez problémt.

Rekonstrukce pomoci MDR je viditelné podcenéna uprostied plazmatu a naopak
moc velka na okraji, na druhou stranu je rekonstrukce velmi symetricka. Posledni
rekonstrukece (obr. 5.1¢) pomoci vazené druhé derivace je pomérné symetrickd a ma
nejmensi rozdil od ptvodni funkce.

Dalsi prutez emisivity (obr. 5.2) jsou dvé Gaussovy kiivky, které se od sebe odecitaji.
Vznikly duty pritez emisivity je pomérné tézké rekonstruovat a jsou na ném vidét
rizné vady pouzitych algoritmti. Na prvnim grafu se MFI podarilo urcit to, ze je
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Obrézek 5.1: Zobrazeni rekonstrukei Gaussovy kiiv
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prutez duty. Na dalsim grafu se MDR ani prakticky nepodafilo rekonstruovat stied
a vyska rekonstrukce je podcenénd. Na poslednich grafech (obr. 5.2¢) se vazené
druhé derivaci MVDR podarilo rekonstruovat stred a zaroven je rekonstrukce méné
asymetricka a také rozdil od ptvodni funkce je nejmensi.

5.2 Pouziti ruzné velikosti Sumu

Dalsi velmi diilezité vlastnost algoritmu je odolnost proti sumu. Sum v detektorech
se predpokladd do 5%, spise méné. Proto byl pro numerické simulace vytvoren v
y,hamerenych“ datech Gaussovsky Sum a pro jednoduchost je simulovany Sum ve
vsech detektorech stejné velky. V ramci testovani vlivu Sumu na rekonstrukei byl
pouzit algoritmus vazené druhé derivace. Algoritmus minima Fisherovy informace
meél podobné chovani pro rtzny sum, ale horsi rekonstrukci modelové funkce pro
nizky Sum. Jako modelovou funkci byl pouzit duty prirez emisivity testovany v
tvodu této kapitoly (obr. 5.2). U rekonstrukei s vyssi hodnotou Sumu (> 5%) je
nutné pocitat s tim, ze pro rizné ndhodné hodnoty Sumu se mize rekonstrukce
pomérné vyrazné lisit.

Na grafu (obr. 5.3) je vidét, jak se pro vyssi Sum ztraci detaily. Proto je zajimavé
porovnat, jak bude rekonstrukce kvalitni pro riizné velikosti vyhlazovani pro Sum
dat 5%. Na dalsim grafu (obr. 5.4) se rekonstrukce emisivity s 5% sumem pro 4%
vyhlazeni opravdu zhorsi a naopak pro 6% vyhlazeni se ztraci detaily rekonstrukce
a rekonstrukce vypadd jako s 10% Sumem. Zde je vidét, jak je dilezité presné urcit
velikost Sumu, jinak miuze dojit k vyraznému zhorseni rekonstrukce.

5.3 Systematicka chyba

Polohy detektorti v tokamaku nejsou znamy zcela presné, a prestoze se polohy sen-
zoru kalibruji, tak stale nemusi presné odpovidat realité naptiklad kvili teplotni
roztaznosti tokamaku. Proto je dilezité ovérit, jak moc poskodi posunuti detektoru
rekonstruovanou emisivitu. V této simulaci ma geometrickd matice, podle které je
funkce rekonstruovana, posunutou stérbinu VLI detektoru o 0,5 mm, takze odchylka
chord ve stfedu plazmatu je ptiblizné 3,5cm smérem vpravo. Na grafu (obr. 5.5)
je vidét, ze se opravdu emisivita posunula doprava a zdeformovala, aby odpovidala
posunuti chord a maximalni deformace dosahovala az 15% oproti rekonstrukeci bez
poskozeni. Na druhou stranu posun mensi nez 0,1 mm se na rekonstrukei projevil mi-
nimélné, zména tvaru emisivity byla zanedbatelnd a maximalni chyba v okoli stredu
emisivity byla ~ 2%.

Mnozstvi systematickych chyb, které lze testovat je velmi mnoho. Navic nékteré
systematické chyby se méni Casem jako ruzna citlivost detektori napiiklad kvuli
radia¢nimu poskozeni, jiné zase mohou vzniknout za urcitych podminek jako posun
detektort zpusobeny tepelnym rozpinanim tokamaku, v tomto pripadé se bud po-
¢ita, ze posun stejny a chyby se vystfeduji nebo je nutné provést kalibraci tak, aby
byly posuny kompenzovany.

45



Rozdil

Rekonstrukce

a) Model

Rozdil

Rekonstrukce

b) Model

S
=<
E
7
g
S
&

c) Model

MVDR

a) MFI, b) MDR, c)

Y

dutého prirezu

i

Obrazek 5.2: Zobrazeni rekonstruke

46



Sum 10%

Obrazek 5.3: Rekonstrukce dutého prirezu emisivity pro rizné trovné sumu. Veli-
kost $umu dat odpovida velikosti 0 oc¢ekdvaného detektory.

Pavodni Vyhlazeni 4% Vyhlazeni 5% Vyhlazeni 6%

Obrazek 5.4: Rekonstrukce dutého prifezu emisivity pro Sum detektort 5% s riznou
trovni vyhlazovani (predpokladaného Sumu)

5.4 Pocatecni podminky

V definici vahové matice W (3.4) se predpokladalo, Ze v prvnim kroku se misto 1/g;
dosadi 1. Pokud se ovsem pouzije néjaky predpoklad na tvar rekonstruované funkce,
jako napriklad Gaussova krivka nebo v ¢asové rekonstrukci predchozi snimek, tak je
mozné dosadit uz v prvnim kroku tento odhad. Tento krok by mél zlepsit konver-
genci a tedy i rychlost feseni. Zajimavy je ale pripad, kdy se rekonstruovana funkce
velmi lisi od predpokladu. Na grafu (obr. 5.6) je rekonstrukce Gaussovy kiivky a
jako predpokladany ptvodni tvar je sice Gaussova kiivka, ale se stfedem umisté-
nym v ndhodném bodé v tokamaku. Na grafu je vidét, ze rozptyl 10 rekonstrukci je
okolo 0,1% s tim, Ze maximum je vlevo od stiedu plazmatu, coz je misto, kde vidi
nejméné detektorti, takze slo predpokladat, Ze tam se problémy projevi. Navic se pti
testovani rekonstrukce ukazalo, ze pouziti riznych predpokladi vede k vyraznému
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Rekonstrukce Rekonstrukce Rozdil
bez poskozeni s posunutim senzoru

0,15

Obrazek 5.5: Zobrazeni rekonstrukce pri posunuti stérbiny o 0,5 mm v senzoru VLI
(zvyraznény), vzniklé posunuti chord o 3,5cm uprostied plazmatu je naznaceno
Sipkou

zlepseni, ale obcas i zhorseni konvergence. Pokud se za predpoklad dosadi primo
spravny vysledek, tak funkce nezkonverguje hned v prvnim kroku, protoze Gaus-
sova kfivka neodpovidda minimu Fisherovy informace. Také je zajimavé, Ze zvySenim
poctu vnéjsich cykli se odchylka témér nezménila, jediné zmizel vyrazny pik v levé
¢asti rekonstrukce. Prestoze konvergence prvnich tii cykli je pomérné rychla (kon-
vergence ve vnéjsim cyklu z praxe vychéazi lepsi nez 1/2"), naopak pro vyssi mnozstvi
iteraci zlistavaji zmény g mezi jednotlivymi vnéjsimi iteracemi témér stejné.

Prumérna Smérodatna Smeérodatna
rekontrukce odchylka 1 odchylka 2

—0,0006
0,0004 0,0004
0,0002 0,0002

0,0000

Obréazek 5.6: Rekonstrukce a smérodatna odchylka pti 3 a 5 vnéjsich cyklech MFI
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5.5 Pouziti jednoduchych chord

V kapitole 4 Geometrie bylo zminéno, ze v nékterych pripadech lze zanedbat rozbi-
havost chord. Vyhodou tohoto pristupu by méla byt vyssi rychlost vypoctu, protoze
geometrickd matice bude tidsi. Vyssi rychlost feseni jednotlivé matice se opravdu
projevila. Pro rozliseni 40x40 pixelt se snizila hustota geometrickd matice z 10% na
4,5% a prumérna doba reseni matice klesla z 0,19s na 0,14s. BohuZel tato uprava
velmi zhorsila konvergenci algoritmu, takze celkova doba rekonstrukce se prodlouzila
0 10% a pro vySsi rozliseni algoritmus nezkonvergoval vubec. Navic, aby algoritmus
zkonvergoval, tak bylo potfeba desetkrat zvysit ocekdvané chyby rekonstrukce (vy-
hlazeni) 2. Vyslednd rekonstrukce bez Sumu je v (obr. 5.7) a lze vidét, Ze i kvalita
rekonstrukce je horsi.

Rekonstrukce Rekonstrukce Rozdil
rozbihavé chordy jednoduché chordy
0,3
0,2
—0,1
—0
—-0,1

Obrézek 5.7: Rekonstrukce s pouzitim rozsitenych a jednoduchych chord

5.6 Podminka nezapornosti vyzarovani

Jedna z uziteénych informaci, které lze pri rekonstrukci pouzit je nezdpornost vy-
zatovani. Zde popsany algoritmus MFI v sobé nemé zadnou podminku, kterd by
preferovala nezaporné teseni, ale jednoduchou tpravou lze ziskat ¢astecnou prefe-
renci nezapornosti. Vahova matice mé jiz zminény tvar

(n—1)
1 _ ) _ Oy maxg[g, ]
Wij = 05 Wij - g(nq)
J

Tim, Ze se za g; < 0 zvoli mala kladna konstanta se zabrani déleni nulou a vedlejsi
efekt je silné vyhlazeni zaporné ¢asti. V nékterych pripadech ani toto nestaci, zvlaste
pri pouziti vyhlazovani pomoci druhé derivace a mensich rozliseni matice. Poté je
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nutné pouzit nékterou dalsi z metod, které byly zminény v sekci 3. Pro tento pripad
byla pouzita metoda virtualnich senzort. Kazdou vnéjsi iteraci se urci zaporné prvky
a ty jsou zvoleny za zorné pole virtualnich detektort, které je vidi nulové. Problém
je v tom, ze kdyz se zvoli zorné pole virtualnich detektori pro urc¢ité prvky, tak
se v daném kroku vynuluji, ale okolo téchto prvka se mohou objevit dalsi zaporné
prvky. V dalsim kroku je proto potfeba oznacit nové a zaroven potlacovat zaporné
z predchoziho kroku. Nésledkem toho se zhorsi konvergence ve vnéjsim cyklu a je
lepsi zvolit vice krok, alesponi 5. Vysledna rekonstrukce je na grafu (obr. 5.8), bylo
nutné pouzit pomérné umeély prurez emisivity s velmi strmym poklesem. Zaporné
hodnoty se podafilo potlac¢it na méné nez na 1% puvodni velikosti na vétsiné plochy.

Rekonstrukce Rekonstrukce Rozdil
bez virt. senzoru s virt. senzorem

i
/
/

D

Obrézek 5.8: Zaporné hodnoty rekonstrukce pri pouziti virtudlniho senzoru. Modra
barva rozdilu znaci zlepseni.

5.7 Matice derivace podle magnetického pole

V sekci 4.2.2 je zminéna moznost pouziti znalosti rozlozeni magnetického pole ke
zlepsSeni rekonstrukce. Algoritmus pro generovani matice derivace je prilozeny k praci
(priloha A). Spravnou volbou vazeni mezi matici derivace rovnobézné s magnetickym
polem Bj a matici kolmou na magnetické pole B, lze dosdhnout pomérné dobrych
vysledku viz (obr. 5.9)

Nevyhodou je predpoklad znalosti tvaru magnetického pole, které mize vnést do
rekonstrukce dalsi chyby, coz je vidét na stredu rekonstrukce (obr. 5.9), kde je stted
puvodni emisivity zdmérné mirné posunut vici magnetickému poli. Rekonstrukce
je uz shlazena presné podle pole. Vyhodou je odstranéni , kosoc¢tvercového* tvaru
preferovaného obycejnou derivaci ve sméru os a navic je takto mozné rekonstruovat
emisivitu i z pouze jednoho senzoru.

Dalsi nevyhoda je vyssi hustota bodi matice a tedy nizsi rychlost feseni. Oproti
jednoduché matici derivace se doba vypoctu primérné zdvojnasobila.
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Pivodni emisivita Rekonstrukce s Rozdil od originalu
derivaci podle B

Obrazek 5.9: Rekonstrukce dutého prufezu emisivity s 5% Sumem pri pouziti matice
derivace podle magnetického pole B) a kolmo na magnetické pole B

5.8 Optimalizace algoritmu

P1i pouziti algoritmu hledani MFTI je ¢asto potreba vytvorit vétsi mnozstvi rekon-
strukei naptiklad pro riizné statistické vyhodnoceni numerickych simulaci. V téchto
pripadech je dulezité, aby byl algoritmus co nejrychlejsi. Pivodni verze algoritmu po-
uzivala jenom nékolik optimaliza¢nich metod jako naptiklad hledani feseni pomoci
metody seCen. Jedina moznost, jak provést rekonstrukci vétsiho mnozstvi meéreni
naraz bylo vyuzit toho, zZe v rdmci jednoho méfeni se data moc neménila a pouzit
zpusob casové rekonstrukce popsany v sekci 3.1.

Jind moznost je vytvorit rekonstrukei pro kazdy casovy snimek zvlast. Z toho di-
vodu bylo potfeba vyrazné zrychlit vypocet. Plivodni algoritmus provedl v MatLabu
rekonstrukci Gaussovy krivky v rozliseni 40x40 pixelii na dvoujadrovém procesoru
1,86 GHz za 70s, pokud by se udélalo 10000 rekonstrukci, tak by vypocet trval 8
dnii.

Podle profileru MatLabu vice nez 95% doby vypoctu trva feSeni soustavy (3.3), proto
existuji pouze tri zpusoby, jak rekonstrukeci urychlit. Je mozné urychlit jednotlivé
feSeni soustavy, snizit mnozstvi iteraci, kdy se Tesi tato soustava, nebo snizit rozliseni
rekontrukce, protoze slozitost vypoctu je O(N®), podrobngji v sekci 3.1.

5.8.1 Ridké matice

Prvnim a velmi podstatnym zlepsenim bylo pouziti fidkych matic v celém algoritmu
misto plnych. Timto krokem se usettilo velké mnozstvi paméti. Pro rozliseni 40 x40
potteboval ptuvodni algoritmus 250 MB, po upgradu uz pouze jednotky MB a pro
rozliseni 100x 100 pixeld byla spotfeba paméti vétsi nez 3 GB a po upgradu 400 MB.
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Také Teseni a hlavné nasobeni fidkych matic je mnohem rychlejsi. Po pouziti fidkych
matic v MatLabu se snizila doba rekonstrukce ze 70s na 25s.

5.8.2 Hledani korene

Dalsim urychlenim je vylepseni metody secen pro hledani feseni okrajové podminky
x? = 1. V ramci hledani nejlepsi metody byly otestovany rtizné algoritmy jako
napiiklad Regula-Falsi [23]. Vyhoda Regula-Falsi je v tom, Ze nemize minout feSen{
a pritom teoretickd rychlost konvergence je podobna jako u metody sec¢en. Naopak
vyhoda metody secen je v moznosti vyuziti znalosti A z predchoziho kroku a tim

urychlit reseni.

Velmi dobfe se osvédéila kombinace ptileni intervalu pro nalezeni bodu x? —1 < 0
a Regula-Falsi v prvnim kroku, v dalsich krocich potom lze pouzit metodu secen.
Duvod, pro¢ je nutné fesit hleddni kotene takto slozité, je v tvaru zavislosti x(\).
Funkce je sice spojita, ale pouze v kladnych hodnotéch. Pro zaporné hodnoty A
nejenze nalezené feseni zdaleka neodpovida modelové funkci, ale funkce je v za-
pornych ¢islech nespojitd viz graf (obr. 5.10). Proto je dilezité zabranit, aby se
algoritmus pro hledani kotene dostal do zapornych cisel.

Druhy problém je samotny tvar funkce x (). Jak je vidét na grafu (obr. 5.11b) funkce
velmi prudce roste na okoli nuly a tvar se celkem vyrazné lisi pro rizné vychozi para-
metry jako je ocekdvana chyba, pro rizné rekonstruované funkce nebo po pridanim
virtudlnich senzori. Nejvetsi problém je v tom, ze funkce je ¢asto konkavni a pokud
se tedy nehleda teseni velmi blizko kofene, tak se metoda se¢en dostava do zapor-
nych cisel, coz se musi Tesit komplikovanymi podminkami. Druhd moznost, ktera
se osvédcila je pouzit exponencidlni substituci. Substituce zabrani prechodu do za-
pornych ¢isel a funkce okolo kofene se vyrovnd, jak je vidét na grafu (obr. 5.11a).
Nevyhodou substituce je, ze vysledna funkce okolo kofene ma tvar exponencialy a
ne piimky jako ptivodné. Reseni tohoto problému je velmi jednoduché, stacf upravit
metodu secen pro hledani kofene pomocni exponencidl misto primek. Vysledny tvar
je velmi podobny ptivodnimu algoritmu

Ai — Aic1
In(x7) —In(x7 1)

Po tomto vylepseni se zlepsi konvergence pro sSiroké spektrum funkei.

Aiv1 = A — In(x7)

Dale byly v algoritmu provedené rizné drobné vylepseni, naptiklad proménou pres-
nost hledan{ feseni |[x? — 1| < ¢, protoZe v prvnich krocich nen{ nutnd tak vysoka
presnost. Dalsi drobné vylepseni je u virtualniho senzoru, ktery ,vidi“ nulu mimo
tokamak. Tim, Ze se zorné pole omezilo jenom na nejblizsi okoli tokamaku, tak se
hustota matice 77T snizi z 35% na 12%.

Po aplikaci vSech vylepSeni se rychlost rekonstrukce zvysila ze 70s na 2-3s. Pro
10000 snimkt by pak rekonstrukce 40x40 px na bézném pocitaci trvala 11 hodin a
pri pouziti néjakého vykonnéjsiho serveru by uz doba rekonstrukce byla i prijatelna.
Samoziejmeé je mozné snizit rozliSeni rekonstrukce a protoze naroc¢nost algoritmu je
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Obrazek 5.10: Typické zavislost 2 na A pro A < 0
a) b)
le+04 6e+06
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Obrazek 5.11: Zavislost x% na A pro rtizné zvolené odchylky generovanych dat (2.5),
hledané feseni je x? = 120. Na grafech a) je po exponencidlni substituci, b) bez
substituce

O(NSY), tak urychleni mtze byt znacné.

Jednim z cili bakalarské prace bylo otestovat algoritmus v GNU Octave. Zakladni
vyhodou Octave oproti MatLabu je cena, protoze je zadarmo, jako nejvétsi problém
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Octave se ukéazala jeho nizka rychlost. Rekonstrukce 40x40 pixeli trva v Octave
95, zatimco v MatLabu pouze 2-3s. Castetné je to zptisobeno tim, ze Octave nedo-
kaze vyuzit vic nez jedno jadro procesoru pro reseni matic. Rychlost rekonstrukce
v MatLabu by Sla jesté zvysit pouzitim vice procesorti. Na druhou stranu pokud je
potfeba udélat velké mnozstvi rekonstrukei, tak neni problém spustit Octave vice-
krat.

Algoritmus byl déle pfepsan v ramci grantu do Pythonu s pouzitim GNU knihoven
Numpy, Scipy, SciKit a Matplotlib. Rekonstrukce v Pythonu trva 4s a také je po-
uzito pouze jedno jadro procesoru. Vyhodou oproti Octave je ale moznost vyuziti
paralelniho zpracovani vice snimkt nardz, proto ve vysledku je vykon podobny jako
v MatLabu.

5.8.3 Iteracni algoritmy

Dalsi moznost optimalizace je pouziti iterac¢nich algoritmu pro vypocet reseni sou-
stavy rovnic. Vyhodou by méla byt teoreticky vyssi rychlost vypoctu pro ridké ma-
tice, naopak nevyhody jsou naptiklad problémy pii vyuziti vice jader pocitace nebo
nemoznost vyuzit iteraéni vypocet pro algoritmus s ¢asovym rozliSenim, protoze
neni mozné pouzit jako pravou stranu rovnice matici, ale jen vektor.

Bohuzel fesené matice jsou velmi Spatné podminéné a iteracni algoritmy s nimi
maji velké problémy. Nejvice se osvédéila metoda PCG (preconditioned conjugate
gradients method), kde se jako preconditioner pouzil Jakobiho preconditioner [21].
Ostatni metody byly fadové pomalejsi. Ale i presto trvalo feseni jedné matice pro
rozliseni 40x40 px (tzn. matice 1600x1600) PCG metodou 0,4 s, zatimco neitera¢né
pouze 0,2s. Pro vétsi rozliseni 100x 100 px byla sice itera¢ni metoda rychlejsi (8s
oproti 20s neiteracné), ale z divodu nizsi presnosti potfebovala iteraéni metoda
obecné ke konvergenci vice nez dvojnasobek kroki, takze vysledné byla také poma-
lejsi.

5.8.4 Pocatecni podminky

Posledni moznost, jak urychlit rekonstrukci MFI, je vyuziti vhodného pocatecniho
tvaru funkce g pro urychleni konvergence. Pokud se pocita vice ¢ast naraz, tak by
bylo mozné pouzit jako vychozi tvar predchozi ¢as. Nevyhoda tohoto pristupu je
v tom, ze kdyz nezkonverguje jeden snimek, tak muze poskodit i dalsi nasledujici
snimky. Proto se vice osvédéila metoda, ve které se vyuziva toho, Ze slozitost al-
goritmu je O(NY), proto se nejdiive spocita rekontrukce s poloviénim rozliSenim,
ktera by méla byt priblizné 64 x rychlejsi, ta se potom interpoluje zpét na ptvodni
rozlisSeni a pouzije se jako vahova funkce. Timto krokem se zpravidla zkrati vnéjsi
cyklus na 1-2 iterace, tzn. lze dosahnou az trojnasobného zrychleni. V praxi se vy-
raznéjsiho zrychleni podarilo dosahnout pouze pro pripady delsich vypocti, jako
napiiklad vétsi rozliseni (>50x50 px), hromadnou rekontrukei nebo shlazovani po-
dél magnetického pole. Pro izotropni shlazovani a rozliseni 40x40 px se rekontrukce
zrychlila pouze o 25%.
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Kapitola 6

Rekonstrukce realnych dat

V dobé psani této prace byl na tokamaku COMPASS funkéni pouze port AU (obr.
4.2) a data z téchto detektori byly poskozend vyraznym sSumem. Proto nebyla k
otestovani algoritmu pouzita data z tokamaku COMPASS, ale z mensiho tokamaku
Golem, které byl zatim osazen také pouze jednim detektorem. Pro rekonstrukei bylo
nutné vytvorit geometrii pro tento tokamak. Jako vychozi iidaje pro geometrickou
matici byly pouzity hodnoty z préce [7]. Vysledna rekonstrukce je v grafu (obr. 6.1).
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Obrézek 6.1: Rekonstrukce ¢asového vyvoje profilu vystrelu 2721, levy graf je rekon-
strukce s pomoci Rapid verze (3.1), prostredni graf je obycejna rekonstrukce pomoci
MFT a v pravém grafu je rozdil.

P1i této rekonstrukci bylo ovéreno nékolik vlastnosti algoritmu. Prvni je lepsi kon-
vergenci MFT oproti vazené druhé derivaci, presto jak je vidét na nespojitostech v
prostrednim grafu, v nékterych snimcich ani MFI algoritmus nedosahnul optimalniho
feseni. Dale bylo ovéreno, ze pouziti Rapid verze neposkodi vyrazné rekonstrukei,
maximéalni chyba dosahovala 15% s tim, Ze zakladni tvar zustal zachovan.

A na zavér se podarilo ovérit, ze pri rekonstrukci 272 snimku byla rapid rekonstrukece
30-krat rychlejsi. Dale bylo zjisténo, ze pri pouziti vice nez t¥1 vnéjsich cyklta pti hle-
dani MFT dochazi k prudkému zhorSeni hladkosti rekonstrukce na okrajich zorného
pole detektor.
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Déale byla ovérena funkcénost rekontrukce emisivity SXR z tokamaku Tore Supra
(6.2). Ukézalo se, ze problém u SRX rekontrukce je velmi strmy prubéh emisivity.
Dtsledek toho je, Ze feSeni se podarilo najit pouze pomoci metody MFI, druha de-
rivace nezkonvergovala a ani metoda MFI nezkonvergovala v prvnim vnéjsim cyklu.
V druhém cyklu uz metoda MFI konvergovala bez problémii. Pii porovnani rekont-
rukce s vyhlazovani podle magnetického pole a izotropniho vyhlazovani je opét vidét
posunuti stredu.

Rekonstrukce bez Rekonstrukce s
vyhlazeni podle mag. pole vyhlazenim podle mag. pole

| T T T T | 1
2,0 2,5 3,0 2,0 2,5 3,0
R [m] R [m]

Obrazek 6.2: Rekonstrukce emisivity SXR u tokamaku Tore Supra. Graf vlevo je pri
pouziti izotropniho shlazovani a graf vpravo je pri pouziti anizotropniho shlazovani
podél magnetického pole
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Zaver

Cilem prace bylo porovnat riizné algoritmy pro tomografickou rekonstrukei a zejména
se zamérit na pixelové metody. Dalsim cilem bylo vytvorit geometrickou matici pro
tokamak COMPASS a ovérit chovani rekonstrukce pro tuto geometrickou matici
véetné ruznych systematickych chyb a Sumu v datech.

Prvni kapitola se zabyvala analytickymi metodami tomografické rekonstrukce. Ana-
lytické metody maji vyhodu nizké narocnosti na pocitacovy vykon a proto byly
casto pouzivany v minulosti. Naopak jejich hlavni nevyhoda je predpoklad presné
znalosti polohy stfedu plazmatu a kruhové symetrie. Pokud je stied jinde nez se
predpoklada, tak rekonstrukce miize byt velmi odlisnd od modelové funkce. Tento
problém u testovanych pixelovych metod nenastava. Pokud algoritmus zkonverguje,
tak tvar rekonstrukce miize byt poskozeny, ale zakladni obrysy ztstavaji.

V druhé kapitole byl popsan princip pixelovych metod. Pixelové metody jsou vy-
hodné, protoze pocitaji s konecnym poctem mérenych dat a jejich pouziti je velmi
flexibilni. Je snadné pridavat dalsi a-proiri znalosti, pouzit rizné typy vyhlazovani
a lze snadno zapocitat geometrii tokamaku. Naopak jejich nevyhodou je nédroc¢nost
na pocitacovy vykon, protoze pro rozliseni nxn pixeli je nutné vykonat ptiblizné
n% operaci, takZe pro vy3si rozliSeni roste rekonstrukéni cas velmi rychle. Celkové
srovnani vyhod a nevyhod jednotlivych algoritmi je v tabulce (2.1).

Tteti kapitola navazuje v popisu algoritmu, ktery byl pouzit k rekonstruovani funkei
v kapitole Numerické simulace. V této kapitole je stru¢né odvozeni algoritmu a popis
principu. Déle je v této kapitole popis, jak se v algoritmu zabranuje vzniku zapornych
hodnot rekonstrukce a jak upravit algoritmus, aby rekonstruovana funkce byla nulova
na hranici tokamaku. V sekci Casové rozliSeni je popsan princip rekonstrukee vice
casoveé nasledujicich snimki zaroven. Toho se da vyuzit pro zrychleni rekonstrukce.

Velmi dilezitou kapitolou je Geometrie, kde je popséan zptsob hledani geometrické
matice a matice derivace, na kterych zavisi pixelové metody. Geometrickou matici
se podarilo ispésné vytvorit pomoci algoritmu v MatLabu (A) a zapocitat do ni
rozbihavost chord. Také matici derivace a hlavné matici derivace podle magnetického
pole se podarilo vytvorit a iispésné otestovat. Posledni zajimavé vyuziti predchozich
algoritmi, je vytvoreni geometrické matice pro kruhovy profil pixelt ,, Abelizaci®.

Vsechny tyto geometrické matice a matice derivace byly otestovany v posledni ka-
pitole Numerické simulace. Nejdiive byla otestovana kvalita rekonstrukce algoritmi
s minimalnim Sumem. Zde dosahnul nejlepsich vysledkt algoritmus hleddni minima
vazené druhé derivace. Zaroven se ukazalo, ze vyhlazovani ve sméru osy x a y prefe-
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ruje kosoctvercovy profil, to se ¢astecné podarilo odstranit pouzitim derivace podle
magnetického pole. Dalsi dulezita vec, kterda se podarila ovérit, je dilezitost zna-
losti Sumu v datech. Pokud sum neodpovida vyhlazeni, tak mtze byt rekonstrukce
vyrazné poskozena. Kromé nahodné chyby jako je Sum, mize nastat i chyba syste-
maticka napriklad posun senzoru vici stérbiné. Pro posun stérbiny o 0,5 mm byla
rekonstruovana funkce velmi poskozena s chybou az 15% oproti rekonstrukei bez
posunuti, naopak pro posun mensi nez 0,1 mm byla chyba zanedbatelna. V dalsi
casti kapitoly byly prostudovany vlivy pocateénich podminek a nezdpornosti na re-
konstrukci a pouze se ovérilo, ze pocateéni podminky rekonstrukci neovlivni pouze
ji mohou zrychlit a dale se ovétilo, ze algoritmus je pomérné odolny proti zapornym
hodnotam rekonstrukce.

V posledni ¢asti kapitoly Numerické simulace jsou popsany tpravy algoritmu, kte-
rymi se podafilo zvysit rychlost rekonstrukce z 70 s na 1,5 s pro rozliseni rekonstrukce
40x40 px. Upravami se podafilo zlepsit rychlost, ale i konvergenci. Jediny problém
nastal u iteracnich metod Teseni matice, kde se projevila Spatna podminénost této
ulohy a algoritmus se oproti predpokladiim nepodarilo zrychlit.

Celkove bych tuto praci hodnotil jako ispésnou. Podarilo se dokoncit vSechny zadané
ukoly a navic se podarilo i 40x zrychlit vypocet. Déle se podarilo ovérit funkénost
matice geometrie a celého algoritmu na realnych datech z tokamaku Golem. V bu-
doucnosti je potfeba udélat korekce na pripadné systematické chyby detektort a
také urc¢it velikost ocekdvaného Sumu v jednotlivych detektorech nebo 1épe primo
korela¢ni matici. V ramci optimalizace rychlosti vypoc¢tu by bylo mozné naptiklad
implementovat Tidkou sit pixel, kdy maji jednotlivé pixely rtznou velikost podle
jejich polohy v tokamaku.
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Priloha A

Obsah CD

Na CD prilozenému k této praci se nachazejich algoritmy, které zde byly pouzity a
elektrinicka verze této prace.

bak_prace.pdf
MatLab\

Python\

geometry_toresupral

geometry_compass\
geometry_golem\
Grafy\
abelizace.m
annulus.m

generator_dat.m
geom_mat_gen.m
geom_mat_setting.m
graph_derivation.m
mat_deriv_B.m
newtonmethod.m
solve.m

start_sxr.m

start_sxr_abel.m
sxrtminfisher_gen.m

elektronicka verze této préace

slozka s pouzitym algoritmem pro MatLab
geometrie SXR tokamaku Tore Supra (pouze pfi-
bliznd)

geometrie bolometrie tokamaku COMPASS
geometrie bolometrie tokamaku Golem

pomocné slozka pro export grafii

pixelova abelizace (sekce 4.1.1)

podprogram urcujici mezikruzi v abelizaci a hra-
nici tokamaku

generator umélych dat pro zadanou geometrickou
matici

vypocet geometrické matice ze zadanych virtual-
nich chord

priprava geometrické matice, nacteni geometrie,
slouceni virtudlnich chord

skript vykreslujici tvar matice derivace

tvorba matice derivace podle magnetického pole
pomocny skript pro hledani kotene vnifniho cyklu
podprogram pro reseni soustavy

(TTT+ ABTB)g=Tf

zadani pro rekontrukci, spojuje vSechny podpro-
gramy

upravené zadani pro abelizaci

hlavni algoritmus pro hledani MFI

slozka s pouzitym algoritmem pro Python, obsah
podobny jako verze pro MatLab
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