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Uvod

Sirenie elektromagnetickych vin zavisi na konkrétnom prostredi. Z beznej skusenosti
vieme, ze svetlo sa moze pri prechode latkou lamat a mat odlisné chovanie ako vo vakuu,
v ktorom sa §iri rovnomerne priamociaro. Tento rozdiel popisuje index lomu viny. Zmena
indexu lomu sa dé vyuzit v zobrazovacich technikach, napr. v §lirovej fotografii, pomocou
ktorej zobrazujeme gradienty koncentracie skiimanej latky.

Slirova metéda sa vyuziva aj na skimanie fyziky plazmy. Plazma ako systém castic
charakteristicky kolektivnym chovanim a existenciou volnych nosi¢ov naboja méze pre-
nasat Siroké spektrum vlneni roznych frekvencii. Vo vSeobecnosti predpokladame, Zze
elektromagnetické viny vysokych frekvencif interaguju s elektronmi, ktoré maji oproti
ionom malt hmotnost. Tazké iony nestihaji vysoké frekvencie sledovat. Zaroven pred-
pokladame, ze povodné magnetické pole v plazme chod viny neovplyviuje, podobne ako
tepelny pohyb castic. Preto sa pri experimentalnom pozorovani vysokofrekvenénych de-
jov predpokladé, Ze plazma je chladné prostredie bez magnetického pola, ktoré je tvorené
elektronmi na nehybnom iénovom pozadi. Vynimkou nie je ani spominané slirova metoda.
Na zéklade uhlu odklonu svetelného lu¢a od poévodného smeru pri prechode plazmou
vieme urcit koncentraciu elektronov, ktorej zmena ohyb luca sposobila.

Spravnostou vyssie uvedeného pristupu ku skiimaniu vysokofrekvenénych vin sa za-
oberé prave tato praca, ktora sa venuje tvaru tenzora permitivity pri vysokych frekven-
ciach. Permitivita je veli¢ina, ktora vyjadruje zavislost elektrickej intenzity a elektrickej
indukcie. V jednoduchosti povedané, permitivita popisuje elektrické vlastnosti materiélu.
Préaca poskytuje odvodenia tenzora pri zohladneni vysSie uvedenych faktorov, magne-
tického pola, i6nov a tlaku. Motivaciou k tymto teoretickym odvodeniam je prave zhod-
notenie korektného experimentéalneho pristupu k danej problematike.

Element sprostredkujiici prepojenie medzi nasim teoretickym a experimentélnym pris-
tupom bude primerane zvoleny pocitacovy softvér. Rapidny rozvoj pocitacovej techniky
v poslednych desatrociach vyrazne ovplyvnil vedecki komunitu. Poméaha overit teoriu,
simulovat experimenty, a ¢astokrat ich aj suplovat. V naSom pripade pojde o zobrazenie
prechodu svetelného lica plazmatickym prostredim pomocou grafickej metody Ray Trac-
ing. Po odvodenti fyzikdlnych rovnic tak mézeme za pouzitia vhodnej numerickej metédy
sledovat zmeny drahy svetla vzhladom ku réznym fyzikalnym veli¢inam.

Pomocou relativne jednoduchého programu budeme schopni potvrdit alebo vyvratit
tedriu pouzivana pri experimentoch s plazmou, v ktorych sa na diagnostiku vyuzivaju
elektromagnetické viny vysokych frekvencii.



Kapitola 1
Zaklady fyziky plazmy

Tato praca je orientovand na skumanie Cinitelov, ktoré ovplyviuju vysledny predpis
permitivity pre plazmatické prostredie. V zéavislosti na tom sa moézu vlny Sirit plazmou
roznym sposobom.

Preto bude na zaciatok dobré nacrtnit chovanie plazmy ako skupenstva. Predtym
vsak este uvedieme zakladné pojmy z teérie vinenia, ktoré neskor aplikujeme na popis
fyziky plazmy.

1.1 Zakladné pojmy z teérie vinenia, linearna teoéria

1.1.1 Vlnenie a jeho charakteristiky

Vlnenie ako jav si kazdy z nas vie uritym sposobom predstavit. V beZnom Zivote sa
nam vybavi hlavne v spojeni s kvapalinami. Ci uz sa nam pri buchnuti do stola rozhybe
hladina napoja v pohari alebo pozorujeme obrovské viny pri birke na mori, stale ide
o ten isty jav. Ak sa s niekym rozpravame, vnimame jeho re¢ ako zvuk. Ten nie je
ni¢ iné ako pozdlzne sa &iriaca sa vlna, ktort sme schopny nasimi uSami vnimat. Ak
za¢neme hovorit, rozkmitame molekuly vzduchu, ktoré rozkmitaju dalsie molekuly a tie
rozkmitaju dalsie. Zvuk sa §iri rychlostou, ktort nazyvame rychlost zvuku.

Na tomto priklade si mézeme predstavit, ¢o vlastne vlnenie fyzikalne predstavuje. Ide
o Sirenie ur¢itého rozruchu veli¢iny priestorom v ¢ase. To popisujeme vinovou funkciou
Y(t,x), zavislej na priestorovych suradniciach x = (x,y,z) a ¢ase t, ¢i uz ide o tlak,
hustotu, elektrické alebo magnetické pole. Vlnova funkcia je véicsinou komplexnd, a to
kvoli zjednoduseniu vypoctov. AvSak fyzikalny vyznam mé iba redlna ¢ast funkcie.

Uvazujme reélnu funkciu A(¢, x), ktort nazveme amplitida a reédlnu funkciu ¢(t, x),
ktora nazveme fdza. Funkciu (¢, x) modzeme zapisat nasledujicim sposobom:

W(t,x) = Alt, x)ei‘P(t’x), (1.1)

kde e je Eulerovo ¢islo ako zaklad exponencialnej funkcie a i je imagindrna jednotka.
Vlnenie delime podla roznych aspektov, napr. podla smeru Sirenia, typu Sirenia, tvaru
jeho vinoplochy, na linearne a nelinearne a podobne.

Uhlovd frekvencia je zmena fazy vlnenia podla ¢asu, znac¢ime w:

_ 9
w=—"5 (1.2)



V pripade konstantnej uhlovej frekvencie mézeme pisat w = 27 /T, kde T je peridda.
Vinovy vektor k je zmena fazy vinenia podla priestorovych premennych:

k = V. (1.3)

VInovy vektor mieri v smere §irenia vin. V pripade konstantného vlnového vektoru
mozeme hodnotu jeho velkosti zapisat ako k = 27/), kde A je vlnovd dizka, vzdialenost
medzi opakujicou sa periédou.

Vztah medzi w a k sa nazyva disperznd reldcia a je charakteristicky pre urcity typ
vlnenia. Zavislost w na k moéze mat v niektorych prikladoch explicitny tvar, vSeobecne
v8ak uvazujeme s implicitnym tvarom ¢(w, k) = 0.

Rovinnd monochromatickd vina je typ vlnenia, kde amplituda A(x,t) = A je konstantna
funkcia vzhladom ku x a ¢ a faza je linedrna funkcia priestorovych siradnic a casu.
Vlnova funkcia tejto viny méa Specificky tvar:

Y(t,x) = Aellkex=wb) (1.4)

7 rovinnych vin s amplitadami A(w, k) mdZeme poskladat vinu vieobecnejgieho tvaru
bt x) = / A(w(k), k)ellex—«008) g3} (1.5)

Fdzovd riyjchlost vy je rychlost presunu roviny konstantnej faze. Volme k = (k,0,0).
Vezmime rovnicu plochy konstantnej faze p(z,t) = C' a nasledne na fiu aplikujme dife-
rencial:

kr —wt = C, (1.6)
kdx — wdt = 0, (1.7)
dr w
_dr _w 1.
V=T (1.8)

Pri v8eobecnej volbe vektoru k plati pre velkost a vektor fazovej rychlosti:

w

vf = Ev (19>
wk w
VIS EE T s (1.10)

To znamena, 7ze fazova rychlost mé identicky smer ako vlnovy vektor k.

Grupovd ryjchlost v, je rychlost presunu vinového balika, vIn podobnych frekvencii a vl-
novych vektorov. Plati pre nu:

0w

= = (1.11)

Ug

Index lomu N je veli¢ina, ktora sa vztahuje Specialne ku elektromagnetickym vlnam.
V ramci navaznosti na predoslé pojmy ju vSak spomenieme uz teraz. Index lomu je teda
definovany vztahom:

N=—, (1.12)



kde ¢ je rychlost svetla. Je to bezrozmerna veli¢ina, ktoré opisuje, ako sa elektromagne-
tické vlnenie $iri v danom prostredi. Vo vakuu plati v; = c a index lomu je jedna. Ak je
fazova rychlost viny mensia ako rychlost svetla, index lomu je vacsi ako jedna. Pre bezné
prostredia sa berie ako konstanta a je mozné ju dohl'adat vo fyzikalnych tabulkach (napr.
pre vodu je podla tabuliek [2] index lomu pre svetlo s vlnovou dlzkou A = 760,82 nm
rovny N = 1,329 a fazova rychlost ma teda podla vztahu (1.12) hodnotu vy = 0, 752¢)*.
Vseobecne sa vSak index lomu mo6ze menit v zavislosti na polohe.
Pre index lomu st doélezité dva limitné pripady. Prvym z nich je

N — oo, (1.13)
kedy ide o rezonancie. Pri rezonanciach plati
vy — 0 (1.14)

a vlna je latkou na prislusnej frekvencii absorbovana. Druhym zaujimavym limitnym
pripadom je cut-off, kedy plati
N =0 (1.15)

vf — 00, (1.16)

a ide o tzv. medzni frekvenciu. Za touto frekvenciou sa uz vlna nesiri.

Poznatky o vlastnostiach vlnenia obsahuje i u¢ebnica [1], z ktorej sme v predchadzajui-
com texte Cerpali. Vratme sa eSte ku vztahu (1.5). Spominali sme, Ze predstavuje predpis
pre vieobecni vinu, ktoré je zloZena z rovinnych vin. Tento zapis v sebe skryva vyhodu,
ktora mé velky prakticky vyznam. S rovinnymi vlnami sa totiz velmi jednoducho pracuje.
Ak vezmeme napr. derivaciu podla ¢asu ¢i priestorovych stradnic funkcie (1.4). Na prvy
pohlad vidime, Ze jej tvar nam moze pomoct riesit rovnice, kde by sa vieobecné rieSenie
dalo najst tazko, ak vobec.

Matematické priradenie (1.5) zodpoveda Fourierovej transformacii. Rychly prehlad
k Fourierovej transformacii je mozné néajst na konci tejto prace v kapitole Matematicky
dodatok. Teraz sa sustredime na konkrétnu fyzikalnu aplikaciu a na spdsob, ako riesit
diferencialne rovnice, o ktorych predpokladédme, Ze ich riesenia maju tvar vlnovej funkcie.

1.1.2 Linearna tedria

Linearne vlnenie je mozné popisat linearnymi rovnicami a rieSenie sa dé spravidla ziskat
postupnou eliminaciou premennych. Niektoré premenné sa pokusime zo stustavy vylucit
a znizit tak ich pocet. Vysledné rovnica bude jedna rovnica pre jednu neznamu a bude
nejakym druhom vlnovej rovnice. VSeobecne ide o ststavu parcidlnych diferencialnych
rovnic a rieSenie nemusi byt jednoduché. Budeme ho hladat tak, ze do sustavy dosadime
jednu konkrétnu rovinni vinu a budeme sktimat chovanie siistavy pre tato vinu. Neskor
mézeme Gplné riesenie pomocou rovinnych vin zlozit. Ako sme uZ vy3sie spominali, pre
derivaciu vlnovej funkcie (1.4) podla Casovej i priestorovej premennej platia Specidlne
vztahy. Specifické st tym, Ze pomocou nich moézeme parcialne derivacie nahradit alge-
braickymi vyrazmi [1]. Derivujme rovinna vlnu (1.4) podla ¢asu. Dostavame:

Ip(t,x) .
5 = —iw(t, x). (1.17)

Tndex lomu nemusi byt len vi&si ako jedna, veobecne moze byt i mensi. Fazova rychlost totiz nepopisuje rychlost
girenia informécie, je to iba rychlost pohybu faze, a preto moze byt vSeobecne vicsia ako rychlost svetla.




Opét je mozné vidiet analdgiu s Fourierovou transforméciou vo Vete 1 v Matematickom
dodatku. Vyjadrenie (1.17) je analogické (5.67), ak polozime 1) = f a —w = &.

Takto si mozeme zjednodusit pocitanie inak podstatne zlozitejsich rovnic. V nasle-
dujucich riadkoch je uvedenych par uzitoénych vyrazov, ktoré sa daju v diferencialnych
rovniciach linearizovat [1].

% — —iw, (1.18)
aii — ik, (1.19)
V — —ik. (1.20)

1.1.3 Nelinearna teéria

Riesenie rovnic pre nelinearne vlnenie je komplikované a v podstate neexistuje ziaden
vSeobecny postup. Mézeme vyuzit linearnu aproximéaciu, ktora je vhodna hlavne pre viny
malych amplitad. Tie chapeme ako poruchy zndmeho riesenia. Postup je taky, ze najprv
najdeme rieSenie bez pritomnosti vin, & uz ide o konstantné rieSenie, alebo rieSenie,
ktoré mé zlozitejsi predpis zavisiaci na siradniciach polohy. Nasledne budeme chapat
vlnu ako poruchu nam znéameho rieSenia. Predpokladame, Ze poruchy si radovo velmi
malé, a preto budeme mocniny, ktoré su vyssie ako prva mocnina zanedbavat. Stustavu
rovnic, ktord popisuje naSe rieSenie budeme riesit tak, ze do nej dosadime sucet nam
znameho rieSenia, ku ktorému pripoc¢itame spominanti mald poruchu. Tym sa nam podar-
ilo povodnu stistavu rovnic upravit na stustavu linearnych rovnic. S takymto vysledkom
mozeme nasledne narabat rovnako ako v predoslej podkapitole. Nelinearna ako i linedrna
teoria je dobre rozpisana v literatiure [1], z ktorej sme v tomto texte Cerpali.

1.2 Plazma ako skupenstvo

Plazmu definujeme ako kvazineutralny subor ¢astic s voInymi nosi¢émi naboja, spravidla
elektronmi a iéonmi roznej nasobnosti, ktora vykazuje kolektivne chovanie. Kolektivnym
chovanim rozumieme to, Ze plazma sama generuje elektromagnetické polia a zaroven
na elektromagnetické polia reaguje. Nabité castice pri svojom pohybe moézu vytvarat
lokalne koncentréacie pozitivneho resp. negativneho naboja, ktoré vedu ku vzniku elek-
trickych poli. Kvazineutralita je takd vlastnost, Ze plazma ako celok pdsobi na véicsie
vzdialenosti neutralne. Lokalne Castice interaguji, posobia na seba navzijom, reaguji
na elektromagnetické pole vytvorené plazmovou tekutinou ako i na vonkajsie posobe-
nia sil, no pocet kladne a zaporne nabitych castic je v kazdom makroskopickom objeme
rovnaky [3].

1.3 Fyzika plazmy a teéria elektromagnetizmu

Ako bolo spomenuté v predoslej podkapitole, plazma je schopna reagovat na elektromag-
netické polia. Pre popis takychto poli pouzivame Maxwellove rovnice, ktoré st zakladom
tedrie elektromagnetizmu. Predpokladajme, Zze plazma je ststava castic vo vakuu. Pre
elektromagnetické pole potom platia vztahy [4]:



v-E="L (1.21)
€0
V-B=0, (1.22)
0B
E=—- 1.2
V x 5 (1.23)
1 OE
— B=j —. 1.24
Mov - Jre ot (1.24)
Pre hmotné prostredie plati [5]:
V-D =p, (1.25)
V-B=0, (1.26)
0B
E=—- 1.27
V x TR (1.27)
oD
H=j+—. 1.2
V X i+ T (1.28)

Vektorovu velicinu E nazyvame elektricka intenzita, velicinu B magnetickd indukcia, p
oznacuje nabojovu hustotu a j pradova hustotu volného naboja. Viazany néaboj a prad
vznikaju polarizaciou a magnetiziciou prostredia a tie zahriujeme do rovnic pomocou
magneticke] intenzity H a elektrickej indukcie D pomocou € a pu, permitivity a perme-
ability. Specialne sa oznacuje permitivita resp. permeabilita vakua g resp. po. V plazme
nesu viazany naboj castice, z ktorych je plazma zlozena, teda elektrony a iony.

Teraz odvodime vztah medzi elektrickou intenzitou a indukciou, ktory je mozny néjst
napr. vo vysokoSkolskych skriptach [4]. Polarizacia P je veli¢ina zloZzena zo vsetkych
momentov elektrickych dipolov. Tak vznikd viazany naboj s nabojovou hustotou p,:

py=—V-P. (1.29)

Uvazujme Maxwellovu rovnicu pre vakuum (1.21). Pre hmotné prostredie musime néabo-
jovi hustotu rozlozit na hustotu voIného a viazaného naboja:

1
€o
Dosadme vyraz (1.29) do (1.30). Dostavame:

V-E=—(p+py) (1.30)

V-D =y, (1.31)

kde D je definovana ako:
D =¢E+ P(E). (1.32)

Polarizacia P moze byt vSeobecne funkciou elektrickej intenzity E. Zapisme, ako vyzeré
k-t4 zlozku vektoru D:



K-tu zlozku P mozeme zapisat ako

P,
Py(E) = G_E]ZEZ = EOXkI- (1.34)

Nésledne dostédvame kone¢ny predpis pre elektricki indukciu D:

Dy = eo(0p1 + xr) Bl = e By, (1.35)

D= ¢E. (1.36)

Velic¢ina ? sa nazyva elektricka susceptibilita, 2 sa nazyva permitivita a obe vSeobecne
naberaju tvar tenzoru.
Medzi magnetickou indukciou a intenzitou plati obdobny vztah

B = ;H. (1.37)

Permeabilita podobne ako permitivita moze v8eobecne naberat tvar tenzoru.

1.3.1 Plazmové oscilacie bez pritomnosti magnetického pol'a

Uvazujme elektrické pole E a magnetické pole zvolme B = 0. Takéto pole rozkmita
tekutinu plazmy zlozenu z elektréonovej a iénovej tekutiny na dvoch charakteristickych
frekvenciach. Zaroven sposobi vznik globéalneho elektrického pola. Predpokladajme zaned-
banie tepelného pohybu ¢astic. Pre pridova hustotu ¢astic s nabojom g pohybujtcich sa
rychlostou u plati vztah:

j=qnu. (1.38)

Symbol n oznacuje ich pocet na objemovi jednotku. Uvazujme Maxwellovu rovnicu
(1.24). Po dosadeni danej pridovej hustoty (1.38) a B = 0 dostavame rovnicu v tvare:

OE gnu,
— =— ) 1.39
ot o ( )
Pre castice zaroven plati pohybové rovnica:
0
mnoa 1 mn(u-V)u = gnE. (1.40)

ot

Symbolom m sme oznadili hmotnost castice. V dalsom kroku vyuZijeme znalosti z linearnej
a nelinearnej teorie z predoslych podkapitol. PouZijeme zname rieSenie rovnic (1.39)
a (1.40)

E=0, n=ny u=0. (1.41)

Elektrické a rychlostné pole sme polozili rovné nulovému vektoru a koncentréacia castic je
rovné vyrazu ng, ktory moze predstavovat konstantu alebo funkciu suradnic. K rieSeniu
(1.41) pripoc¢itame mald poruchu:

E=0E, n=dn+ny, u=odu. (1.42)

Po dosadeni (1.42) do rovnic (1.39) a (1.40) a po prevedeni Fourierovej transformécie
(1.18) sa rovnice (1.39) a (1.40) redukuju na tvary:



~ iwol — 4108 (1.43)
€o

— iwmndu = gniE. (1.44)
Vyjadrime z druhej z rovnic (1.44) poruchu pre elektrické pole:

5B — MmO (1.45)
w

Tu dosadime do (1.43). Dostavame vyjadrenie pre frekvenciu w

2
o g

W
P meg]

(1.46)
ktorti nazveme plazmovd frekvencia. Je to vlastnd oscilacna frekvencia Castic sposobend
pritomnostou elektrického pola. Specidlne pre plazmovu frekvenciu elektronov resp. ibnov
plati:

,  €'ng
_ e 1.47
= (1.47)
resp.
ZQ 2 ;
W =20 (1.48)
mi&o

Znakom e sme oznacili elementarny naboj n. resp. n; predstavuje koncentraciu elektronov
resp. ibnov na objemov jednotku a m, resp. m; patri oznac¢eniu hmotnosti elektronu resp.
i6nu. Znakom Z sa oznacuje stupen ionizacie. Pri odvodeni sme vyuzili poznatky z [1].

1.3.2 Plazmové oscilacie bez pritomnosti elektrického pol'a

Tentokrat budeme sktiimat pohyb jednotlivych ¢astic pri posobeni magnetického pola
B a elektrické pole zvolime E = 0. Pri postupe budeme vychadzat z literatary |[5].
Takyto pohyb nazyvame Larmorova rotdcia a ¢astica sa pri hom pohybuje po skrutkovici.
Pohybovéa rovnica ¢astice ma tvar:

mnaa—ltl +mn(u-V)u = qu x B. (1.49)

Ak magnetické pole zvolime v smere osi z a jeho velkost bude rovna B a u,, u, resp. u,
budu predstavovat jednotlivé zlozky vektoru u. Uvazujme poruchu magnetického pola
a poruchu rychlosti ¢astic v tvare:

AT qBu,, (1.50)
d
m% = —qBu,, (1.51)
du,
m st = 0. (1.52)



Po aplikacii derivacie na rovnice (1.50) a (1.51) a ich vzédjomnym porovnanim nadobudaju
rovnice tvar zodpovedajici chovaniu harmonického oscilatora, ktory osciluje okolo svojej
rovnovaznej polohy:

du, B\?
dft + (%) —) (1.53)
d?u, ¢B\’

Frekvencia takého oscilatora je vzdy kladné alebo nulova. V tomto konkrétnom pripade
ju nazyvame cyklotronovd frekvencia. Ak je uvazované castica elektron, oznacujeme ju
Wee, V pripade i6nov je to we:

eB

o= 2 1.55

Wee = - (1.55)
ZeB

we = 25 (1.56)
my



Kapitola 2

Vplyv roznych ¢initelov na
vysokofrekvencny tenzor permitivity
pre elektromagnetické viny v plazme

Ako sme spominali vyssie, vztah medzi elektrickou indukciou D a elektrickou intenzitou
E vyjadrujeme pomocou permitivity g, resp. relativnej permitivity ?r:

D = ¢E = £45,E. (2.1)

Pre vakuum plati Specidlny vztah:

€ = €p. (2.2)

go je podla [6] konStanta nasledujtcej hodnoty:

£0=8,85-10"2C*-N~'.m™2 (2.3)

Z toho vyplyva, ze relativna permitivita je vo vakuu rovné jednej, alebo ak chceme,
jednotkovému tenzoru. V latkovom prostredi je 2 uréend elektrickymi vlastnostami ma-
terialu. Vacsinou nie je konstantou a naberd zlozitejsi predpis. To plati i v pripade
anizotropného prostredia, ktoré predstavuje napr. plazma v pritomnosti magnetického
pola. V takom prostredi fyzikalne vlastnosti zavisia od smeru a permitivitu v iom urcu-
jeme pomocou tenzoru. Ako predpis pre tenzor odvodit, si rozoberieme v nasledujicich
podkapitolach.

2.1 Chladna plazma bez zraZzok a magnetického pola so zaned-
banim vplyvu iénov a tepelného pohybu elektrénov

V tejto ¢asti zanedbéme i6ny, a jediné castice, s ktorymi budeme uvazovat budu elektrény.
Elektromagnetické viny maji vo v8eobecnosti vysoké hodnoty frekvencie, preto ich iony
nestihaju sledovat. Budeme postupovat tak, ze sa z pohybovej rovnice pokusime odvodit
poruchu rychlostného pola v zavislosti na poruche elektrického pola. Ako sme spominali
v prvej kapitole, polarizacia vo vSeobecnosti zavisi na elektrickej intenzite. Vyjadrime
najprv jej poruchu v zavislosti na poruche rychlosti:

€0
W

0. (2.4)

oP = —en, 0x, = —i
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Vyraz 6x, oznacuje poruchu polohového vektora elektronov, mali zmenu v ramci priesto-
rovych saradnic. Prva rovnost v (2.4) je vlastne definicia polarizacie ako takej. Litera-
tara [4] nam hovori, Ze vektor elektrickej polarizéacie je hustota dip6lového momentu.
Dipélovy moment elektréonu je rovny si¢inu jeho naboja a vektoru polohy, teda porucha
dip6élového momentu je rovné sucinu naboja a poruchy polohového vektoru. Polarizaciu
ako hustotu dip6lového momentu uz ziskame iba vynasobenim dipélového momentu kon-
centriciou elektronov. Teraz potrebujeme vyjadrit zavislost poruchy rychlostného vek-
toru na poruche elektrickej intenzity. Ako uvidime neskor, posluzi nam to k odvodeniu
permitivity. Zapisme pohybovu rovnicu pre elektrony:

du,
mene—;:f = —en.E (2.5)
resp.
Ju,
MeTe + Mmene(Ue - V)u, = —en E. (2.6)

[6ny, magnetické pole ¢i tlak tentokrat zanedbame. K ich vplyvu sa dostaneme v d'alsich
podkapitolach.
Najprv ur¢ime jedno riesenie, pre ktoré rovnica plati:

u=0, E=0, n.=n (2.7)

ep”

Jedna sa o riesenie pokojové, kedy su elektrické a rychlostné pole nulové, a plazma
mé koncentraciu n, . Pri tomto kroku je potrebné podotknit dolezity fakt. Zvolena
koncentréacia elektronov n. = n, , ktora sme zvolili za rieSenie, nemusi byt vSeobecne
konstantou, ako sme to uz naznacili pri odvodzovani plazmovej frekvencie. V réznych
konfigurdcidch moze naberat rozny tvar v zévislosti na polohe n.(x) = n, (x). V texte
budeme dalej pouzivat oznacenie n., NO v momente, ked ju budeme brat ako funkciu,
na to upozornime.
Pokra¢ujme v rieseni rovnice (2.6). Za premenné dosadime linearizované rieSenia:

U =ou,, E=0E, n.=dn.+n,. (2.8)
Dostavame
MeN,, a(g::e) = —en, OE. (2.9)

Ako vidime, druhy ¢len v rovnici (2.6) na lavej strane nam vypadol. Dévod je ten, Ze sa
v nom vyskytla druh&d mocnina poruchy rychlostného vektoru. Ako sme pri vysvetleni
nelinearnej tedrie v prvej kapitole spominali, takyto ¢len bude malého radu v porovnani
s ostatnymi ¢lenmi, a preto ho zanedbavame. Na rovnicu (2.9) aplikujeme Fourierovu
transformaciu (1.18):

e

fu, = —i—OE. (2.10)

WMe

Vyjadrenie (2.10) predstavuje zavislost, ktori sme hladali a moézeme ju teda dosadit
do vztahu pre polarizaciu (2.4):

e*n,
5P = — o5, (2.11)

w?2me
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Pomocou tohto vyjadrenia zas ziskame predpis pre elektricki indukciu:

e’n, w2,
oD = 505E + oP = 805E — L0E = o 1— P OE. (212)

w2me w?

Tym, Ze sme vytkli permitivitu vakua, dostali sme do vyrazu pre indukciu plazmovu
frekvenciu.! Kedze plati
0D = gy, 0E, (2.13)

pre relativnu permitivitu automaticky dostavame
2

w
g =1— wp;. (2.14)

Vidime, Ze relativna permitivita (2.14) zavisi iba na plazmovej frekvencii elektronov
a frekvencii prechadzajicej viny, nevykazuje anizotropiu, a nie je potrebné ju pisat
v tvare tenzoru. AvS8ak vSeobecne mdze byt funkciou suradnic. Ako sme totiz spomi-
nali, koncentracia elektronov, na ktorej je plazmova frekvencia elektronov zavisla, moze
byt na polohovom vektore zavisla.

2.2 Chladna plazma bez zrazok a magnetického pola so zaned-
banim tepelného pohybu castic

V tejto podkapitole zohladnime vplyv i6nov. Permitivita nebude nadalej vykazovat ani-
zotropiu, no jej predpis sa zmeni. Pre iéony plati samostatna pohybova rovnica v tvare
(9ui

minig + mini(ui . V)ui = ZeniE, (215)
kde sme predpokladali viacnéasobnu ionizéaciu. Elektrény a iény teda budu tvorit v naSom
predpoklade dve samostatné tekutiny. K polarizéacii uz teda nebude prispievat iba tok
elektronov, ale i i6nov, ktorych polohovy vektor ozna¢ime dx; a vektor rychlostného pola
(5ui:

en Zen

0 fu, + i—2 . (2.16)
w w

0P = —en, 0x. + Zen, 0x; = —i

Opiét sa teda dostavame pre obdobni tlohu, a to vyjadrit poruchu du; z pohybovej
rovnice (2.15). Za¢neme ur¢enim znameho rieSenia:

u; = 0, E = 0, ny=n,, (217)
ig
a pokracovat budeme linearizaciou:
u; = (51117 E = 5E, ny = (5ni + nio. (218)

Dosadenim (2.18) do rovnice (2.15) a aplikovanim Fourierovej transformécie (1.18) na vyraz
s parcialnou derivaciou rychlostného pola iénov podla ¢asu dostaneme vyjadrenie

Ze
su; = i——6E. (2.19)
miw
2
1 Ako druhii mocninu plazmove;j frekvencie elektrénov sme oznadili vyraz w2, = < "0 &im moe vznikat nezrovnalost

pe gogme
s definiciou (1.47). Vyraz N, Je konkrétnym pripadom koncentracie elektréonov, ne = ne,, a dalej v praci sa stretneme
s plazmovou frekvenciou iba v tomto zmysle, preto budeme odteraz pod druhou mocninou elektrénovej plazmovej frekven-
ezneo

i ief vy 2
cie rozumiet vyraz wj, = come "
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Po dosadeni vztahu (2.10) pre rychlostné pole elektronov a vztahu (2.19) pre rychlostné
pole i6nov do vztahu pre polarizaciu (2.16) zistujeme, Ze plati:

e“n, Z%e n,
oP = — OE — LOE, (2.20)

a teda pre elektricku indukciu uz I'ahko vyjadrime:

e*n, 226271i W2e W2i
0D = gp0E + 6P = ¢¢0E — O 6E — SE=¢9(1— -2 — -2 )0E. (2.21)
w?2me w?m; w? w2

Vsimnime si, ze vztah pre indukciu uz nezévisi iba na uhlovej frekvencii prechadzajice;j
vlny a plazmovej frekvencii elektréonov, ale i na plazmovej frekvencii i6nov?, vlastnej
oscilacnej frekvencii tychto ¢astic. Opét vieme, Ze plati 0D = gpe,.0E a teda permitivita
naberé tvar

CL)Q WQ-
_ pe p1
&=1--2 % (2.22)

Vidime zmenu oproti vyrazu (2.14). Zapocitanim iénov sme zistili zaujimavy fakt. Vyraz
zahrnujaci plazmovi frekvenciu ionov, ktory sme do predpisu relativnej permitivity
zahrnuli, je analogicky tomu s plazmovou frekvenciou elektrénov. Relativna permitivita
je teda aditivna ku svojim zlozkdm v zmysle

er=1-)_ el (2.23)

Teoretické vyjadrenie ndm na prvy pohl'ad hovori, Ze elektrony a iény prispievaju k zmene
permitivity rovnako. V praxi to vSak tplne neplati. Skiisime si to na¢rtnit na konkrétnych
hodnotéach.

Vezmime si ten najjednoduchsi pripad iénu, a to samotny protén. Pokojova energia
elektronu je (podla zdroja [7]) rovna 0,511 MeV a protéonu 938 MeV. To znamena, ze
protén je priblizne 1836-krat tazsi ako elektron. Ked si pripomenieme, ako vyzeraju
druhé mocniny plazmovych frekvencii elektrénov a iénov,

9 eQneo ) ZzeQnio
Woe = a why = ———, (2.24)
MeEo mi&g

vidime, Ze tam vystupuje hmotnost jednotlivych castic v menovateli. To nas vedie k
uvahe, Ze pre tazsie i6ny bude velkost plazmovej frekvencie mensia ako pre l'ahsie elek-
trony. Hodnoty plazmovych frekvencii je mozné vypocitat samostatne zistenim pris-
lusnych konstant a parametrov plazmy (my budeme predpokladat stupen ionizacie plazmy
Z = 1), alebo si mozeme pomdct nejakym online programom. Na strankach The Uni-
versity of Warwick (8] je mozné najst Plasma calculator, t.j. ,plazmovia kalkulacku®,
ktora je schopné pocitat rozne parametre pre plazmu. Pokial zvolime, Ze chceme pocitat
parametre pre tokamak a zaddme hustotu elektrénov rovnt n, = 10 m=3 (podla [9)]),
dostaneme pre plazmovu frekvenciu elektronov a protéonov hodnoty (zaokrihlene)

2.2

Z%e n,

2Podobne ako pri plazmovej frekvencii elektrénov sme plazmovi frekvenciu i6nov oznaéili ako vyraz wgi = Eomvxo ,
i

&im moze vznikat nezrovnalost s definiciou (1.48). Vyraz My, je konkrétnym pripadom koncentracie elektrénov, ne = N5 @

dalej v praci sa stretneme s plazmovou frekvenciou iba v tomto zmysle, preto budeme odteraz pod plazmovou frekvenciou

2n

rozumiet vyraz w?. = fo
¥ pi T egme
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Wpe = 1,810 71 a Wpp = 4,2-107 571, (2.25)

a teda pre ich druhtt mocninu priblizne plati

wie=3,2-10%s72 a  w,=18-10"s" (2.26)

Druh& mocnina plazmovej frekvencie i6nov vystupuje vo vyraze (2.22) o tri rady mensia
nez plazmové frekvencia elektronov. To je aj dovod, preco sa obvykle vo vypoctoch re-
lativnej permitivity vplyv ionov zanedbava, t.j. wpi << Wpe.

K vplyvu i6nov a jeho dokladnejSiemu rozboru sa este dostaneme. Najprv vSak zistime,
ako sa nam zmeni teoreticky predpis permitivy, ak budeme brat do uvahy dalsie vplyvy,
a to magnetické pole a tepelny pohyb castic.

2.3 Chladna plazma bez zrazok so zanedbanim vplyvu iénov pod
vplyvom magnetického pola

Budeme sledovat chovanie chladnej plazmy (zanedbavame tepelné javy) pri vysokych
frekvenciach a podsobeni magnetického pola. Iony povazujeme za nepohyblivé, podobne
ako v sekcii 2.1. Plazma je zloZend iba z jednej tekutiny, s jednou pohybovou rovnicou,
a to tekutiny elektronovej. Polozime teda m; — +o0o. Co nezanedbame, bude vplyv
pocdiato¢ného magnetického pola v plazme. Ozna¢me ho By. Prave magnetické pole je
pri¢inou anizotropie, a spdsobuje, ze permitivita naberéa tvar tenzoru. Odvodime si, ako
taky tenzor vyzerd. Odvodenie je mozné néjst i v ucebnici plazmy |[1|, z ktorej sme
¢erpali. Vezmime teda pohybovi rovnicu pre elektrony:
ou,

MeNe - + mene(We - V)ue = —en E — enou, x B. (2.27)
Na pravej strane sme okrem elektrickej intenzity zahrnuli aj magnetické pole. Rovnicu
budeme riesit pre malé zmeny veli¢in n., ue, E, ako sme to robili aj predtym. Samozrejme
musime e§te zahrnut poruchu magnetického pola. Zname rieSenie bude vyzerat nasle-

dovne:
u=0, E=0, B=By n.=n,. (2.28)

Zaujimavé je, ze aj ked sme vyjadrili pocet elektronov na jednotku objemu n, = n,
a pri celkovom odvodeni tenzoru ju budeme potrebovat, pri rieSeni rovnice (2.27) nie
je jej vyjadrenie nutné. Vsimnime si, Zze koncentracia sa v pohybovej rovnici vyskytuje
vo v8etkych ¢lenoch. Preto ju m6zeme vynechat a v podstate pracujeme s rovnicou pre

jeden elektron 3
ou,
mea—li + me(ue - V)u, = —cE — eu, x B. (2.29)

Ak teda rychlostné pole elektréonov, elektricka intenzita, magnetické pole a koncentracia
elektronov prekonaju mala poruchu, bude to vyzerat nasledovne:

u =o0u, E=0E, B=B;+dB, n.=n, +one. (2.30)

Dosadenim (2.30) do rovnice (2.27) a prevedenim Fourierovej transformacie ziskame vy-
jadrenie poruchy rychlosti elektréonov:

€ SE—i-S

MW MW

fu, = —i Su. x By. (2.31)

3Rovnako tomu bolo i v predoglych odvodeniach v sekciach 2.1 a 2.2.
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Vsimnime si, Ze vo vyraze (2.31) vystupuje iba magnetické pole By a porucha magne-
tického pola 0B nam z pohybovej rovnice vypadla. Pokial by sme do (2.31) dosadili
By = 0, presli by sme na vyjadrenie rychlostného pola elektrénov v tvare (2.10). Zna-
mené to, ze ak v plazme nebolo pociato¢né nenulové magnetické pole By, relativna
permitivita si zachovava tvar (2.14), ako by tam ziadne magnetické pole nefigurovalo.
Porucha magnetického pola vyvolané elektromagnetickou vinou tvar permitivity neov-
plyvni. Predpis pre permitivitu pre elektromagnetickd vinu a pre vlnu, kde je hybnou
silou iba pole elektrické, je totozny.

Upravami rovnice (2.31) vyjadrime vztah medzi poruchou elektrickej intenzity JE
a poruchou rychlostného pola elektrénov du.. ZapiSme teda, ako vyzerd k-ta zlozka
poruchy rychlostného pola

€ 6B, —i-S

MW MW

e, = —1 Bom€rim0te, (2.32)

a prehodme ¢leny s rychlostnou zlozkou na jednu stranu a ¢len s elektrickou zlozkou na

druhi stranu:
e e

Bom€xim) = —1

5uel ((5kl + 1
meWw mew

0E}.

Teraz mozeme vyjadrit elegantnejsi tvar zavislosti poruchy rychlostného pola na elek-
trickej intenzite pomocou matice M:

M- du, = —i

SE, (2.33)

MW
kde pre kl-tu zlozku M plati

e
My = o +1i

Bﬂmeklm- (234)
€
Predtym, ako zapiSeme tvar matice, si ju eSte zjednodusime tym, ze zvolime B, =
(0,0, By). Magnetické pole bude teda konstatné a bude mierit v smere osi 2.* Matica
M naberé tvar:
L iz 0
M= —i®= 1 0 |]. (2.35)
0 1

V matici sa ndm objavila cyklotronova frekvencia elektronov, ktorej predpis sme odvodili
v prvej kapitole.

Maticu M sice mame, vo vyraze (2.33) ju v8ak potrebujeme eSte previest na druha
stranu, aby sme ziskali explicitné vyjadrenie poruchy rychlosti:

ou, = —i

M. $E. (2.36)
Mew

Teraz musime vypoéitat inverzna maticu M ! k matici M.. Vypocet je samozrejme mozné
previest ru¢ne, my sme pre rychlejsi vysledok pouzili program Mathematica 10. Vyslo
nam:

) 1 —i%= 0
M= — | i 1 o . (2.37)
=2 \o0o o0 1-%

4Magnetické pole moéze byt vieobecne funkciou polohového vektora, podobne ako koncentracia Gastic. V tejto chvili
nam ale predpoklad konstantného pola stac¢i. V momente, ked bude pole zavisiet na priestorovych stradniciach na to
upozornime.



Pomocou predoglych rovnic mézeme vyjadrit vztah pre elektrickt indukciu D a pre tenzor
permitivity 2. Pri odvodeni opat zacneme s klasickym vztahom zévislosti elektrickej
indukcie D na elektrickej intenzite E a polarizacii P. Nésledne dosadime do rovnice
vzorec pre poruchu rychlosti elektronov (2.36):

2

en en
6D = £odE + 0P = £o6E — en, 0%, = £¢0E — i—25u, = ¢o0E — —2M ' .§E. (2.38)
0 w Mew?
Dostavame tak vztah pre tenzor permitivity
2
w
g =go(1— wijfl), (2.39)
resp. relativnej permitivity
2
pud Whe n -1

Narozdiel od (2.14) sa vo vyraze (2.40) vyskytuje eSte matica (2.37), zahffiajica mag-
netické pole a sposobujica to, ze permitivita bude v tvare tenzoru. Tenzor permitivity
sa zvycajne zapisuje ako
S —iD 0
=i s o |, (2.41)
0 0 P

kde koeficienty S, P a D nazyvame Stixove koeficienty. Plati pre ne:

(2.42)

Stixove koeficienty st pomenované podla fyzika T. H. Stixa, ktory ich vo svojej knihe
o plazme Waves in plasma [10] definoval. Medzi Stixove koeficienty patri i vyraz

X = RL/S, (2.43)

uvedeny v [1], kde
w? 1
R=1--"2
w2 1 — Yee’

2
L—1_ e 1
w21+%

Platnost (2.41) si moézeme v ur¢itom zmysle overit. Ked totiz polozime magnetické pole
limitne rovné nule, tenzor musi prejst na vyraz (2.14). Ak By — 0, automaticky i wee — 0.

Pre Stixove koeficienty v takom pripade (2.42) plati
2
w
S =1— -2 (2.44)

)
w2

D=0,
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2

p=1- 2
w2’
2
. , . w. « . . , . , .
Na diagonéle tenzoru teda ostal vyraz 1 — —%, ¢leny mimo diagonaly st nulové. Permi-

tivita sa v takom pripade uz nemusi pisat v tvare tenzoru a prechadza na tvar ktory sme
ocakavali, teda

2
Wre

g =1-— i
' wz

2.4 Chladna plazma bez zrazok so zanedbanim tepelného po-
hybu ¢astic pod vplyvom magnetického pola

Uvazujme totoznt pohybovi rovnicu (2.27) pre elektrony v chladnej plazme ako v pre-
doslej podkapitole. Tentoraz ale predpokladajme, Ze iony maju redlnu hmotnost podobne
ako v 2.2 a opét pripustme, ze by mohli byt ionizované viacnasobne. ZapiSme pre nich
analogicku pohybovu rovnicu:

8ui

minia + mini(ui . V)ui = Z€’I’L1E + Zeniui x B. (245)

Oproti (2.15) sme pridali magnetické pole, ktoré bude na pohyb iénov tiez vplyvat, kedze
podobne ako elektrony st i i6ny nabité ¢astice. Pre iény budeme ako znédme rieSenie volit
sadu

u; = 0, E= 0, B = BQ, n; = nio, (246)

a do rovnice (2.45) budeme teda dosadzovat
u; — 5111, E= 5E, B = BO + (SB, n; = nio -+ 67’Li. (247)
Po dosadeni a vykonani Fourierovej transformécie ziskame poruchu rychlosti iénov:

Z 7
Su; = i256F +i-25

miw miw

5ui X Bo. (248)

Sériou uprav vyjadrime vztah medzi malou poruchou elektrickej intenzity JE a malou
poruchou rychlostného pola i6nov du;. Pre k-ta zlozku du; pisme:

Ze . Je

5ul~k =1 (5Ek + BOmeklméuil, (249)
Z Z
(5uil (5kl —1 € BOmEklm) =1 € 5Ek
miw miw
V dalsom kroku ozna¢me
. Ze
Ny = 0p1 — i——Bomé€pim (2.50)
ako kl-ta zlozku matice N:
I =izt 0
N = 1“’70 1 0 1. (2.51)
0 1
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Vztah medzi poruchou rychlosti iénov a elektrickou intenzitou mozeme teraz pisat v tvare

Ze

N - du; = i—0E. (2.52)

miw

Oznatme symbolom N™! maticu inverznt ku matici N:

) 1 i 0
Nl =—— [ -i%= 1 0 | (2.53)
W 0 0 1-%

w2

Z (2.52) Dostavame vyjadrenie pre poruchu rychlosti iénov:

A
5ui:i ¢

N~'.JE. (2.54)

miw
Tenzor permitivity odvodime uz tradi¢nym postupom. Nezabudneme na to, Ze k polar-
izacii prispievaju elektrony aj iony:

en Zen,
0D = ggdE + 0P = £o0E — en, 0%, + Zen;gox; = godE — i 0 du, + 1 Cou;. (2.55)
w w
Za poruchy du, a du; dosadime (2.36) a (2.54):
. enc . Zenc wlze —1 wgl —1
0D = gydE —i—>0u, +1 Cow; =go(l — M — =N )IE, (2.56)
w w w? w?
Tenzor relativnej permitivity naberéa tvar
w? w2,
g, =01- wl;eM*l - w-@N*). (2.57)
Vyuzijeme zéapis pomocou Stixovych koeficientov (2.41)
w? w2,
) 2
S=1- = = (2.58)
-2 1-3%
Ld2 W2~
D—_ Wee wpze & _p21
= w 1 wgze w 1 L:)% ’
2 2
p=1- 2
N w2 w?’

MézZeme si vimnut podobny jav, aky sme zistili pri odvodeni (2.23). Stixove koeficienty
st aditivne ku svojim komponentom S a P v zmysle

Tento fakt zmienuje i T. H. Stix v jeho, uz vyssie spominanej knihe [10]. Nezrovnalost
v aditivite v8ak nastava pri koeficiente D. Zlozky koeficientu sa rovnaji az na znamienko.
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Nastava to kvoli tomu, ze cyklotronova frekvenciu berieme vzdy ako kladnt a naboj
castice ¢ uvadzame v absolitnej hodnote. Naboj elektronu g, je ale zaporny, ndboj ibnov
¢; kladny. Koeficient D v skuto¢nosti tiez vykazuje aditivitu, ale musime ho zapisat

v tvare
W)
D= By w2

2
mpw “el
l=e,i ! 1_w_c2

aby sme mohli byt skuto¢ne korektni.

Ak vypocitame z (2.58) limitu wy, — 0 a zanedbame tym posobenie i6nov, prejdeme
na tvar Stixovych koeficientov pre chladni plazmu so zanedbanim vplyvu iénov (2.42).
Ak zas zanedbame magnetické pole a budeme uvazovat s By — 0 resp. wee — 0, prejdeme
podla oc¢akavani vo vyraz

2 2

Ck)pe wpi

67’ - ]- - 2 - _27
w w

odvodeny v 2.2, ktory anizotropiu nevykazuje. Stixove koeficienty maji v takom pripade
tvar

w2 W
_ pe pi
§=1-5 L (2.59)
D=0
a 2 2
p=1- e
w?  w?’

2.5 Tepelny pohyb elektrénov so zanedbanim vplyvu iénov
v bezzrazkovej plazme bez vplyvu magnetického pola

Doteraz sme sa zaoberali chladnou plazmou a neuvazovali so ziadnou stavovou rovni-
cou a tepelnymi pohybmi ¢astic. Teplota v plazme bola limitne rovna nule. Tento stav je
samozrejme aproximaciou. Plazma sa vyskytuje v roznych teplotnych skalach, v knihe [1]
moZeme najst, Ze vodikova plazma ma v polarnej Ziare teplotu priblizne 10* K, v hmlov-
inach 10* K, v slne¢nej koréne 10 K a v experimentélnych zariadeniach ako st tokamaky
a pince sa teplota pohybuje okolo 10% K.

V nasledujicom texte zohladnime tepelny pohyb elektronov, no zanedbame vplyv
iondév a posobiace magnetické pole. Pociatocné magnetické pole v plazme sme teda
polozili rovné nule. Elektromagnetickd vina sice po prechode plazmou sposobuje poruchu
magnetického pola, no ta sa (ako sme to spomenuli v 2.3) vo vztahu pre permitivitu
neprejavi , a preto nemusime do pohybovej rovnice magnetické pole zahinat. Permitivita
je rovnaka pre elektromagneticki vinu a pre vinu, kde je hybnou silou iba elektrické pole.

Tepelny pohyb elektronov moézeme do pohybovej rovnice zahrnut ako gradient tlaku

elektronov Vp,:

ou,
menea—l; + Mene(Ue - V), = —eneE — Vpe. (2.60)

Predpokladajme, Ze pre elektrony plati polytropné stavova rovnica [1]:

Pe = Cen;/e‘ (261)
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C. je konStanta, a . je polytropny koeficient, pre ktory plati [5]:

42
=St 2 (2.62)

Se

kde s, zna¢i pocet stupniov volnosti elektronov. Podl'a u¢ebnice zaoberajtucou sa fyzikou
plazmy [5]| plati rovnica (2.61) vtedy, ak je tepelna vodivost v plazme malé. Pre popis
vacsiny javov je ale toto priblizenie postacujtice.

Z rovnice (2.61) vyjadrime mala poruchu tlaku:

0pe = Ceyenle 1 on,. (2.63)
Konstantu C, vyjadrime z pévodnej rovnice (2.61):
Co = peng '°, (2.64)

a dosadime do (2.63):

0pe = Ceyen® 1one = peny *yenle ton, = %&5%- (2.65)
ne
Pre elektrony zaroven plati stavova rovnica [1]
Pe = kBTene~ (266)

Symbol T, oznacuje termodynamicku teplotu a kg Boltzmannovu konstantu [11]:
kg =1,38-107%J - K, (2.67)

Stavovi rovnicu (2.66) dosadime do (2.65). Dostavame vztah pre poruchu tlakového ¢lenu
elektronov

O0Pe = Yok e0Ne. (2.68)
Vztah (2.68) je mozné zapisat v tvare uvedenom v literature [1]:
6Pe = C2MeON,. (2.69)
Symbolom ¢, sme oznacili zvukovi rychlost elektronov:

ek Te
Co = 4| 0B (2.70)

Me

Toto znacenie je pre elektrony iba formalizmom a podla [1] sa nejedna o skutoény zvuk,
ktory mozeme Tudskym uchom zachytit. Pustime sa do tpravy pohybovej rovnice (2.60).
Dosadime do nej sadu vyrazov

u =0, E=0E n.=n_+0ne pe=pe+ e, (2.71)
v ktorych sme ku znamemu rieSeniu
u.=0, E=0, n.=n_, pe=Dpe, (2.72)

pripocitali poruchové ¢leny a aplikujeme Fourierovu transforméciu. Dostéavame:

— iwmen, ou, = —en, 0E — iopck. (2.73)
Clen dp, dosadime z (2.69):

— iwmen, ou, = —en, 0E — ic2meonck. (2.74)
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V rovnici sa nam tentokrat vyskytuje poruchovy ¢len dn., ktory ndm v predoslych odvo-
deniach tenzoru z rovnice vypadol. Znamena to, Zze v plazme sa pri tepelnom pohybe
meni koncentrécia elektrénov. V takom pripade je nutné pouzit rovnicu kontinuity [1]
on )
— +div(neu,) = 0, (2.75)
ot
z ktorej sa da po aplikéicii poruchovej teorie a Fourierovej transformacie ziskat porucha

koncentracie elektrénov n

2K - du,. 2.76
k- bu (2.76)

One =

Ziskané dn, dosadime do (2.74) a vyjadrime poruchu rychlostného pola elektronov

2
© B+

(]
MW w?
e

o, = —i (k- due k. (2.77)

Sériou uprav dospejeme ku vyjadreniu poruchy rychlosti elektréonov du,:

e

2
5uek = —i (SEk + Z)%kkkl(;uel? (278)

MeW

2 e

Ce .
5uel((5kl — Ek’kkl) = —lmew(SEk,
M- du, = —i OE, (2.79)
MW
fu, = —i—M™' . §E, (2.80)
MeWw
kde pre kl-ta zlozku M plati

2

Ce
Mkl = 5kl — Ek‘kk’l (281)

Obmedzime sa na pripad, kedy vlnovy vektor k = (k,,0,0) bude mat iba x-ovi zlozku.
Matica M a matica k nej inverzna M~ naberaju tvar

1— k2% 0 0
M = 0 10 (2.82)
0 01
a
L 00
1 1-k2 5%
M = 0 “ 1 0 (283)
0 01
Pre indukciu rovnakym sposobom pri (2.38) dostaneme tvar
w? .
6D = £o(1 — —¥ M )IE, (2.84)
no namiesto tvaru matice (2.37) pouzijeme predpis (2.83), ktory po dosadeni do
pug wge -1
€, =1— MY, (2.85)

w2
urcuje, ako vyzera tenzor relativnej permitivity pre vysokofrekvencény elektromagneticky
komplex vIn v bezzrazkovej plazme, zlozenej z elektronovej tekutiny s termodynamickou
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teplotou 7, na nehybnom pozadi tvorenom i6nami, bez vplyvu poc¢iatoéného magnetick-
ého pola. Tenzor sa uz neda zapisat v tvare (2.41). Problém nastava s koeficientom S,
kedZe kazdy z prvkov na diagonale ma iny charakter. Pre analogiu s predoslymi odvo-
deniami si tenzor napiSeme ako

Spe —iD 0
&=1ib 8, 0 |, (2.86)
o 0 P
kde
1
Spe =1 — : 2.87
wg 1 N ]{,’%c—% ( )
2
Syy =1-—2,
D=0
a 2
w
— pe
P=1-—%

Ak prevedieme limitu 7, — 0 resp. ¢, — 0, Stixove koeficienty v tvare (2.87) musia prejst
na tvar zodpovedajuci chladnej plazme (2.44), ¢o skuto¢ne nastava. Podotykame, Ze oba
koeficienty S,, a S, prechddzaji v koeficient S. Zaroven treba poznamenat, Ze prvok
Syy je rovny prvku P a tenzor je mozné pisat i v tvare

Sy —iD 0
=i P o |. (2.88)
0o 0 P

2.6 Tepelny pohyb elektronov a ibnov v bezzrazkovej plazme bez
vplyvu magnetického pola

Nakoniec prejdeme k rieSeniu, ktoré pripista pohyb a tlak elektronov a idénov. Vyraz
pre poruchu rychlosti elektronov (2.80), kde (2.83) sme uz nasli, mame odvodeny. Zostéava,
nam najst analdgiu pre druhy typ ¢astic, a to iony. V predoslom texte sme zistili, ze tlak
elektronov spodsobuje zmeny ich koncentracie. Rovnako tomu bude i v pripade iénov,
a preto vo vypoctoch zahrnieme rovnicu kontinuity [1]

oni | .
((; + div(nu;) = 0. (2.89)
Do pohybovej rovnici pre iony pridame gradient tlaku iéonov Vp;:
aui
minig + mini(ui : V)ui = ZeniE — Vpi. (290)

Budeme pocitat s pokojovym rieSenim v tvare
u; = 0, E= 0, ny = nio Pi = Dip (291)
ktory sa pripoc¢itanim porich jednotlivych veli¢in zmeni na

w;=0u, E=0E, n;= n,, + oni  pi = pig + Opi. (2.92)
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Nasledujuci postup bude taky, ze vyjadrime malt zmenu poc¢tu iénov z rovnice kontinuity
(2.89) pomocou Fourierovej transformacie:

57’Li = %k : 5111. (293)
w

Poruchu tlaku i6nov (2.94) s rychlostou zvuku ¢; sme odvodili rovnakymi tpravami ako
poruchu tlaku elektronov (2.69):

6p; = cEmion;. (2.94)
Pre ¢; plati
ikp T
¢ = ) LB (2.95)
my
kde 49
n= (2.96)

je polytropny koeficient i6bnov so stupnom volnosti s; a 7} je ich termodynamické teplota
[5]. Dosadenim (2.93) do (2.94) a nésledne (2.94) do (2.90) ziskame vztah

0E + — (k - 6u; k. (2.97)

6111 =1 5
miw w

Uvazovali sme s poruchovym rieSenim (2.92) a pouzili sme Fourierovu transforméciu.
Sériou uprav vyjadrime poruchu rychlosti iénov:

Z 2
Suiy = =3 By, + kghidus, (2.98)
miw w
2 . Ze
5uil(5kl — _2kkkl) =1 5Ek,
w miw
Z
N . ou; = i~ GE, (2.99)
mew
Z
su; =125 N1 6E, (2.100)
MW
kde pre kl-ta zlozku N plati
2
G
Nkl = (5kl — Fkkkl (2101)

Zostaneme pri obmedzeni na pripad, kedy ma vlnovy vektor k = (k,,0,0) iba z-ova
zlozku. Matica N a matica k nej inverzna N~ naberaju tvar

1—k2% 0 0
N = 0 10 (2.102)
0 01
a
L, 00
-1 1-k2 s
N = 0" 1 0 (2.103)
0 01
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Vyraz pre indukciu nabera tvar (2.56), kde matica N~! bude po novom naberat tvar
(2.103) a matica M~* tvar (2.83). Podobne ako v predoslom pripade 2.5 tenzor bude
potrebné zapisat v tvare

. Sie —1D 0
Er = 1D Syy 0 )
0 0o P
kde tentokrat plati
w? 1 w2, 1
ngg — 1 _ P2e 5 _ I;l —_— , (2104)
wr \1—k255 Wi\l - k25
L Whe W
Sy =1 w? w2’
D =0,
a 2 2
p=1- 2 %
N w2 w?

Ak z odvodenych koeficientov vypocitame limity 7; — 0 a T, — 0, resp. ¢; — 0 a ¢, — 0,
Stixove koeficienty prejda na tvar (2.59), pricom koeficient P zostava nezmeneny.

Rovnako ako v pripade chladnej plazmy (2.59), Stixove koeficienty vykazuju aditivitu
vzhladom ku svojim zlozkdm, elektronom a i6nom:

w? 1

24
l=e,i km w?
2
w
pl
Syy =1 — —
l=e,i
D =
a 2
w
—1_ _pl
P=1 e

l=e,i

Zaroven nastala rovnost koeficientov Sy, a P a tenzor je podobne ako v pripade elek-
tronovej tekutiny mozné zapisat v tvare (2.88).

2.7 Vplyv magnetického pola na vysokofrekven¢ny tenzor per-
mitivity

To, ako magnetické pole vplyva na vysokofrekveény tenzor permitivity, sme si uz odvodili
v sekciach 2.3 a 2.4. Uvazovali sme iba s poc¢iatoénym konStantnym magnetickym polom
posobiacim v jednom smere. Magnetické pole vSsak mdze mat vSseobecne nenulové vsetky
tri zlozky, a zaroven mozu byt tieto zlozky zavislé na priestorovych sturadniciach ¢i ¢ase.

Preto sa v nasledujucich riadkoch pokiisime odvodit predpis pre tenzor, kde uvazujeme
s polom By(x) = (Bo,(x), Bo,(x), Bo.(x)) = Bob(x) = By(b,(x), by(x),b.(x)), kde By
je konstanta a b,(x), b,(x) a b.(x) st vSeobecne nenulové zlozky. Predpokladame, ze
zlozky magnetického pola su funkcie polohového vektoru, no pre jednoduchost budeme
nadalej pouzivat znacenie By = (By,, Boy, Bo,) = Bob = By(bs,by,b.). Pri hladani
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tenzoru permitivity nemusime zac¢inat vyjadrenim pohybovej rovnice ¢astic. Vyuzijeme
odvodenie v ¢asti 2.3. Podotykame, Zze opat zanedbavame vplyv i6nov a tepelny pohyb
¢astic. V spominanej ¢asti sme odvodili poruchu rychlostného pola elektronov (2.31):

€ SE—i-S

MW MW

ou, = —i ou, X Byg.

Upravami vyjadrime vztah medzi poruchou elektrickej intenzity 0E a poruchou rychlosti
du,. ZapiSme teda, ako vyzera k-ta zlozka poruchy rychlostného pola

€SB, —i—

MeW MW

OUe, = —1 Bobm€xim0ue, (2.106)
a prehodme ¢leny s rychlostnou zlozkou na jednu stranu a ¢len s elektrickou zlozkou na

druhu stranu:
e e

(5u€l((5kl —|—1 Bobmﬁklm) =—i 5Ek
MW MW
M - du, = —i—E, (2.107)
MW
kde pre kl-ta zlozku M plati
Mkl = (5kl —|—i € BOmeklm' (2108)
Oznacme symbolom wy vyraz
B
wo = 0. (2.109)
me

Nech b reprezentuje velkost vektoru b = (b,,b,,b.), a teda plati
2 32 12, 32
b = b, + b, + 1. (2.110)
Matica M v pripade vektoru By = By(b,, by, b.) prechadza na tvar
1 i=p, =,

M= | —i%p, 1 iy, | (2.111)

1= (L%Obz)Q —10: — (%)2 bzby i}y — (%)2 ba b
-1
M= () | 90T ()" beby L= (20,)" b — () b |, (2112)
—i%0b, — (42)%bob. 1200 — (42)7 bybs 1— (20.)°

ktort sme oznacili M ™! a dosadili do

ie

fu, = ———M ™. §E, (2.113)

MeW

dostavame vyjadrenie pre poruchu rychlosti elektrénov, a nasledne pre elektricka induk-
ciu:

e’n,

0D = £y0E + 0P = £y0E — en.dx, = cg0E + —du, = ¢dE —

M~1.0E. (2.114
w Mew? ( )

en
)
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Nakoniec sme ziskali vyjadrenie permitivity

2

= Wpe r—1
g = 80(1 — FM ), (2115)

a pre tenzor relativnej permitivity teda plati

2
w
s e
&r=1--"

M, (2.116)
w
kde M~ je v tvare (2.112). Relativnu permitivitu uz nie je mozné zapisat v tvare (2.41)
pomocou Stixovych koeficientov. VSetky zlozky tenzoru maju nenulovi hodnotu.

Ak polozime zlozky b, a b, rovné nule a za vektor b zvolime jednotkovy vektor v
smere z, matica M ™! v tvare (2.112) v predpise (2.116) prejde na tvar (2.37).
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Kapitola 3

Odvodenie disperznej relacie pre
elektromagneticky komplex
vln v plazme

Pri odvodeni disperznej relacie vyjdeme zo sady dvoch Maxwellovych rovnic:

0B
= —rot E (3.1)
? oD

Ako sme spominali v prvej kapitole, Maxwellove rovnice vo vakuu a v materidloch sa
lisia. Neuvazujeme totiz iba s volnymi priadmi, ktoré vznikaji pohybom volného naboja
a posuvnym priudom sposobenym ¢asovou zmenou elektrického pola, ale i s pradmi mag-
netiza¢nymi a polarizacnymi zahrnutych vo velicinach H a D.

Pri vysokofrekven¢nych dejoch v plazme budeme uvazovat s dvoma prudmi, a to
posuvnym a polarizaénym pridom. Budeme predpokladat, Ze permeabilita plazmy je
rovna permeabilite vikua. Preto do rovnice (3.2) dosddzame pre magnetické pole vztah
B = poH, no pre elektricki indukciu budeme pocitat so vztahom, kde relativna perme-
abilita bude v tvare tenzoru D = 50§E. Sustava rovnic, ktori budeme upravovat bude
mat teda tvar

0B
: OF
rot B = /,Logoé—;a. (34)

Po aplikacii linearizacie a Fourierovej transformécie rovnice naberaju tvar:
1
0B = —k x 0E, (3.5)
w

W
k x 6B = —ggéE. (3.6)

Vsimnime si, Ze v rovnici (3.6) vystupuje rychlost svetla vo vakuu c. Tt sme do rovnice
dosadili vdaka platnosti vztahu

= (3.7)



spajajuceho rychlost svetla vo vakuu s permitivitou a permeabilitou vo vakuu. Z rovnice
(3.5) vidime, ako vyzera porucha magnetického pola, ktora moézeme dosadit do (3.6):

2

k x (k x 0E) = —‘:—23513. (3.8)

Vyraz na lavej strane si moZzeme rozpisat po zlozkach a upravit. Pre m-tu zlozku vyrazu
k x (k x 6E) dostaneme:

(k X (k X 0E)).;n = €mnokn(k X 0E), = €rnnokn€orskr Es = (3.9)

- 6omneorskr'Ians - 6mr5nskrknEs - 5m55nrkrknEs - km(ks(SEs) - ]f72~5Em,

a teda plati

k x (k x 0E) = k(k - 6E) — k*SE, (3.10)

kde k predstavuje velkost vinového vektora k. Vztah je vlastne reprezenticiou zname;j
vety s neformélnym privlastkom BAC-CAB, ktoru je mozné dohladat napr. v skriptach
[13].

Vztah (3.10) dosadime do (3.8):

— PK*E + (k- 6E)k + w?E,6E = 0. (3.11)
Rovnicu (3.11) prepiSeme do elegantnejsieho tvaru
(K + w?&,)0E = 0, (3.12)
kde K je matica v tvare
—(k2 + k2) kg, kyk.
K=¢ k., — (k2 + k?) k.k, : (3.13)
kak: N )

Ak chceme, aby ststava (3.12) mala pre JE nenulové riesenie, musime polozit podmienku
det(K + w?s,) = 0. (3.14)

V matici K méame teda zahrnuté zlozky vlnového vektoru a vo vyraze w?é, uhlovi
frekvenciu. Samotny tenzor permitivity dosadime podla toho, ¢i uvazujeme vplyv mag-
netického pola, vplyv iénov ¢ tepelny pohyb castic.

Odvodili sme v8eobecnt relaciu (3.14). Na prvy pohlad je jasné, Ze jej predpis je kom-
plikovany a rozbor rieSenia nie je uplne trividlny. Zlozitost matice K sa odvija od toho,
¢i ma alebo nemé vinovy vektor k nulové zlozky a zlozitost tenzoru od toho, ¢i zaned-
bavame alebo nezanedbédvame konkrétne vplyvy v plazme, ako sme sa mohli presvedcit
i v celej predoslej kapitole.

Pri elektromagnetickych vinach su dolezité este dva vztahy uvedené v literature [1],

§B 1 k (3.15)
§B L 6E. (3.16)
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Prvy z nich ziskame, ak na Maxwellovu rovnicu
divB =0 (3.17)

aplikujeme Fourierovu transforméaciu a dosadime poruchovy ¢len 0B resp. pri nenulovom
magnetickom poli Bg stucet By + dB:

ik - 6B =0, (3.18)

a teda k-0B = 0. Vztah (3.16) potom plynie z rovnice (3.6). Porucha magnetického pola
0B v elektromagnetickej vine je teda vzdy na vinovy vektor k a na poruchu elektrického
pola dE kolmé.

V nasledujicom texte sa stustredime na niektoré z konkrétnych pripadov disperznych
relacii. Dopodrobna sa budeme zaoberat vlnami Siriacimi sa kolmo na konstatné mag-
netické pole, no najprv sa pozrieme na tvary relacii pre viny Siriace sa plazmou bez mag-
netického pola a na vlny &iriace sa pozdlzne ku magnetickému polu v plazme.

3.1 Disperzna relacia pre vlny Siriace sa chladnou plazmou bez
magnetického pola a zrazok na nehybnom i6énovom pozadi

Predpokladajme, Ze vlnovy vektor k = (ks,0,0) patri vlne Siriacej sa iba v jednom smere
pozdlz osi x. V takom pripade nabera matica (3.13) tvar

0 0 0
K= 0 k2 0 . (3.19)
0 0 —k2

Nenulové zlozky matice (3.19) je mozné najst iba na jej diagonéale. Ak chceme najst
disperznt relaciu pre vlnu Siriacu sa pozdlz x bezzrazkovou plazmou, v ktorej predpok-
laddme nulové magnetické pole, Ziaden vplyv i6nov a zaroven nulova teplotu, musime
do disperznej relacie

det(K + w?s,) =0

dosadit upraveny tvar K (3.19) a tenzor permitivity (2.41) so Stixovymi koeficientami
v tvare (2.44):

w® — wl, 0 0
det 0 w? — wl, — k2 0 = 0. (3.20)
0 0 w? —wi, — k2

Matica ma iba tri riadky a tri stipce, preto determinant mozeme riesit jednoducho Sarru-
sovym pravidlom (popisanym napr. v [12]). Dostavame

(W? = w2 ) (w? — wi, — Pk2)? = 0. (3.21)

Vynulovanim prvej zatvorky v (3.21), Zze druh& mocnina frekvencie prechadzajucej viny
moze naberat tvar
2 2
W™ = Whe- (3.22)

Tym sme zistili prvé mozné rieSenie disperznej relacie. Plazmova frekvencia sa rovna
vlastnej oscila¢nej frekvencii elektréonov, plazmovej frekvencii. V pripade, Ze je druha
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zétvorka v (3.21) rovné nule, vztah medzi uhlovou frekvenciou viny a velkostou vlnového
vektoru k£ = k, mozeme zapisat ako

w? = wf)e + k2. (3.23)

Podl'a knihy [1] sa takyto typ vlny nazyva riadna vina, po anglicky Ordinary wave, odkial
pochédza jej oznacenie O.

3.2 Disperzna relacia pre vlny Siriace sa chladnou plazmou bez
zrazok na nehybnom iénovom pozadi pozdlZzne ku konstant-
nému magnetickému polu v plazme

Predpokladajme, Ze mame vinovy vektor k = (0,0,k,) viny siriacej sa iba v jednom

smere pozdlz osi z, v rovnakom smere, v akom posobi konstantné magnetické pole By =

(0,0, By). Do disperznej relacie

det(K + w?&,) =0

je potrebné dosadit dosadit upraveny tvar K

—k2 0 0
K= 0 -k 0 (3.24)
0 0 0

a tenzor permitivity (2.41) so Stixovymi koeficientami v tvare (2.42):

2

. w.
w? — w? L — k2 jWee “pe 0
p 1,Lc2e w 17w7c2e
w 2 w
. w. N
det —jee “pe w? — w2 —L — k2 0 = 0. (3.25)
w 1 Wee p 1_“’ce
0 0 wo—w

pe

Po vypocitani determinantu zistujeme, ze pre disperznu relaciu plati

2
2
1 1 w w
2 2 21.2 2 2 21.2 2 2 ce pe
we—w —c’k we—w —c“k we—w? ) — =0.
( pel_w_ge z pel_wge z ( pe) w ]_—wge
w? w? w?

(3.26)
Existuju dve rieSenia rovnice (3.26) pre druht mocninu velkosti vlnového vektora k = k,,
ktoré nasiel program Mathematica 10. Prvé z rieSeni je rovné

1 2
[ (w2 w—p) (3.27)

c2 1 Wee Jw
a druhé )
1 w
BP=lw——2 ). 2
c? (w 1-— wce/w> (3:28)
Podl'a knihy [1] sa jedna o Tavotoc¢iva vinu L (z anglického Left) vlnu s indexom lomu
27.2 2 /2
2 c°k wpe/w
Ni w? 1+ Wee/w (3.29)
a o pravotoCivu vlnu R (z anglického Right) vinu s indexom lomu
2.2 2 /2
, 7k Whe/W
S e e :
N w? 1 — Wee/w (3:30)
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Ide o Tavotocivo a pravotoc¢ivo polarizovani kruhovi vinu. Pravotodivost a lavotocivost
ur¢ujeme podla vektoru elektrického pola pri pohlade v smere magnetického pola. Re-
zonancna frekvencia Np — oo nastava iba pre R vlnu pri frekvencii w = we. L vlna
rezonancii nepodliecha. Medzna frekvencia lavotoc¢ivej viny, teda frekvencia pre ktoru
plati N7 — 0, podlieha predpisu

1

wL:>—§(w%——,/wé—%4w&>. (3.31)
1 2 2

wp =g (wce + /w3 + 4wpe> . (3.32)

Pred odmocninou sme vo vyrazoch (3.31) a (3.32) pouzili znamienko plus, aby bola
frekvencia vzdy kladna, rovnako ako v ucebnici [1].

Na zéaver eSte poznamename, ze ak budeme riesit rovnicu (3.26) vzhladom k uhlovej
frekvencii prechédzajtcej viny, dostaneme este jedno riesenie nezéavislé na vlnovom vek-
tore, a to w? = W;Q)e- Jednéa sa o oscilacie na plazmovej frekvencii elektréonov.

Pre Ny — 0 zas plati

3.3 Disperzna relacia pre vlny Siriace sa chladnou plazmou bez
zrazok na nehybnom iénovom pozadi kolmo na konStantné
magnetické pole v plazme

Predpokladajme, ze vlnovy vektor k = (k,,0,0) viny Siriacej sa iba v jednom smere
pozdlz osi z je kolmy na konstantné magnetické pole By = (0,0, By) posobiace v smere
osi z. Do disperznej relacie

det(K + w?&,) =0

je potrebné dosadit dosadit upraveny tvar K (3.19) a tenzor permitivity (2.41) so Stixovymi
koeficientami v tvare (2.42):

2 2 1 3 Wee wpe
W — W= 1= —Po
pe 1_w% W _wee 0
2 w w
. w, J—
det e Yee 22 L 22 0 = 0. (3.33)

Y-t 1-2

2 2 21.2

0 0 W —wy, — k;

Po vypocitani determinantu zistujeme, ze pre disperznu relaciu plati

2
2
1 1 w w
2 2 2 2 2,9 2 2 2,9 ce pe
W —w W —w —c‘k W —w? —c‘ks) — = 0.
( Pey Wi pey Wi T ( pe ””) Wl Y
w? w? w?

(3.34)
Riesenie rovnice pre druhtit mocninu velkosti vektoru k& = k, nam vypocital program
Mathematica 10. Prvé z rieSeni je rovné

k= —(w? —w?), (3.35)
a pre uhlovua frekvenciu viny teda plati
w? = wge + 2K
S tymto vztahom sme sa uz stretli pri odvodeni disperznej relécie viny bez vplyvu po-

¢iato¢ného magnetického pola a nazvali ho riadna vlna (3.23). Znamena to, Ze vlna sa

31



siri plazmou kolmo na pole By, akoby neexistovalo, resp. by bolo rovné nule By = 0.
Druha mocnina indexu lomu riadnej viny je rovna

21.2 2
, Ck Whe
./\/E) - 7 - ]_ - wp2 . (336)

Porucha elektrického pola dE kmita rovnobezne s vonkajsim magnetickym polom By
a kolmo na poruchu magnetického pola 0B. Ak je w < wpe, vlna sa prostredim nesiri,
index lomu je komplexny. V pripade w = wy. je index lomu rovny nule. Pre w > wpe
nabera hodnoty medzi nulou a jednickou. Pre w — oo je index lomu rovny jednej, ¢o
zodpoveda indexu lomu vakua, teda vlna sa $iri plazmou rovnako ako by sa Sirila vakuom.
Index lomu je zaroven vzdy konec¢ny a pri riadnej viny nikdy nedochadza k rezonanciam
ako to popisuje i literatura [1].

S indexom lomu riadnej viny sme sa stretli uz aj pri odvodeni tenzoru permitivity
(2.41). Druh& mocnina indexu lomu riadnej viny A3 je rovna Stixovmu koeficientu P.
Pristipme k druhému vysledku rovnice (3.34). Ten ma tvar

. wt — ww? — 2wl + wﬁe. (3.37)

2002 — 2002 — 202
cw? — ctwg, — Cwp,

Vynésobme rovnicu (3.37) druhou mocninou rychlosti svetla ¢ a podelme druhou moc-
ninou uhlovej frekvencie prechiddzajicej viny w?. Dostaneme vyraz pre index lomu viny

4
21.2 2 42 2 “pe 2 2,2
Ny = OB W TR BTy e W (3.38)
X w? w? — w2 —w? w? w2 — w2 — w2’ '
ce pe ce pe

ktora nazyvame mimoriadna vina, po anglicky Ezxtraordinary wave, a ktora budem znacit
symbolom X [1]. Vyraz (3.38) eSte upravime do tvaru

2,2 2
Whe W™ — Wpe

w2 w?_w2‘

T =1- (3.39)
Symbolom wy, sme oznacili druhtt mocninu hornej hybridnej rezonancie definovant pred-
pisom

Wh = Whe + Wo- (3.40)
Ak Nx — oo, plati prave w = wy, teda uhlova frekvencia je rovna hornej hybridnej re-
zonancii. Podla [1] pri tejto frekvencii vina nepostupuje, a ide iba o oscilacie elektronov
na hornej hybridnej frekvencii vyvolané elektromagnetickou vlnou. Namiesto klasickych
plazmovych oscilécii na frekvencii wy,. je frekvencia tychto oscilacii vacsia, pretoze k po-
sobeniu elektrickej sily sa pridava este magnetické pole. Castice totiz vykonévaju Lar-
morovu rotéciu okolo Byg.

Index lomu mimoriadnej vilny ide limitne k nule N'x — 0, ak plati

1 /
1 /2 2
W =5 (wce + /w2 + 4wpe> . (3.42)

S tymito frekvenciami sme sa uz stretli pri disperznych relaciach pre lavotocivia a pravo-
to¢ivi vlnu Siriacimi sa pozdlZzne ku magnetickému polu s velkostou By a nazvali sme

alebo
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ich prava a Tavd medzna frekvencia. Medzi indexom lomu mimoriadnej viny a indexami
lomu Tavotocivej a pravotocivej viny totiz plati podla [1] vztah
_ 2NENE

NE+NE
Druh& mocnina indexu lomu mimoriadnej viny Nz je rovna Stixovmu koeficientu X,
ktorého definiciu sme uviedli v predoslej kapitole.

N3 (3.43)

Mimoriadna vlna sa §iri v intervale (wr,wpg) U (wg,00) [1]. Index lomu mimoriad-
nej viny (3.39) je narozdiel od indexu lomu riadnej viny (3.36) zavisly na cyklotronove;
frekvencii elektronovej wee, a je teda ovplyvneny pritomnostou magnetického pola By.

Ukazeme si eSte, ako vyzeraju disperzné relacie riadnej a mimoriadnej viny v pripade,
ze vlnovy vektor ma tvar k = (k,, k,,0), kde predpokladame nenulovost zloziek k, a k.
Tvar disperznych relacii sme opéat zistili tak, ze sme do

det(K + w?&,) =0

dosadili tenzor permitivity (2.41) so Stixovymi koeficientami v tvare (2.42), no namiesto
matice K v tvare (3.19), tentokrat matica K (3.13) nabrala predpis

—k2 kyk, 0
K=c| khk, -k 0 : (3.44)
0 0  —(kZ+k)

Riesenie sme ziskali opat pomocou programu Mathematica 10. Pre riadnu vinu plati
2 2 212
w” = wy, + k7, (3.45)
a pre mimoriadnu vlnu plati

4 2,2 2,2 4
W — Wilge — 2W Wy, + Whe

k* = (3.46)

2002 — 2002 — 2052
Cw? — fwg, — Cwy,

¢o st uplne identické vyrazy, aké sme odvodili predtym, akurat pre druhii mocninu
velkosti vinového vektora k plati

2 2 2
k2= k2 4 k2. (3.47)

Okrem z-ovej zlozky vektoru k sme teda museli pocitat este s nenulovou y-ovou zlozkou.
Vektor k je stale kolmy na poc¢iatocné magnetické pole By.

V predoslej kapitole sme sa mimo iného zaoberali aj tym, ako tekutina zlozena z i6nov
a tepelny pohyb ¢astic ovplyviuje tvar tenzoru permitivity. V dalsom texte néas bude
zaujimat, ako ovplyviuju $irenie vin plazmou préve tieto javy.

3.4 Disperzna relacia pre vlny Siriace sa chladnou plazmou zloZenej
z elektronovej a idnovej tekutiny bez zriaZzok kolmo na kons-
tantné magnetické pole

Pri odvodeni disperznej relacie, v ktorej zohladiujeme elektrony aj iony, budeme pos-
tupovat analogicky ako v predoslom texte. Predpokladajme teda opét, ze vinovy vektor
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k = (k;,0,0) vlny &iriacej sa iba v jednom smere pozdlz osi z je kolmy na konstantné
magnetické pole By = (0,0, By) pdsobiace v smere osi z. Do disperznej relacie

det(K + w?e,) =0

je potrebné dosadit tvar matice K (3.19), a tenzor permitivity (2.41) budeme namiesto
Stixovych koeficientov v tvare (2.42) pocitat s koeficientami (2.58). V takom pripade
disperzni relaciu odvodzujeme z podmienky

2 2

. w. . . W,
wz—wge L, —wgi L jeee —BS _ j¥ai_ PL 0
1-% — i Y- S Pt
2 w w
det wee _Whe wei _Ypi 2 2 1 2 1 27.2

EE T TS T W W — Wi — C kZ 0
B i B i 2 2 2 _ 272
0 0 w* — wp, — wp; — 7k
(3.48)

1 1 1 1
(wQ_ws’el_w_&_wg’il_w_fi> . <WQ_w§el_Laa_w§il_wfi _CQk;i). (349)

0.)2 (_,_;2

2 2 2
2 2 2 2,9 Wee  Wpe Wei Wi _
(W =Wl —wi = kD) — 5 — — =] =0.
P P Wl— % wq]_ Y%
w? -

Pri rieSeni rovnice pre druhti mocninu velkosti vektoru k = k, nam opéat pomohol pro-
gram Mathematica 10. Prvé z rieSeni je rovné

1
= g(uﬂ —wl, — w?) (3.50)
resp.
w? = Wi, + wl + Ak (3.51)

K disperznej relacii pre riadnu vinu (3.23) sa nam pridal este ¢len wgi. Pozrieme sa na
to, ako sa oproti (3.36) zmenil index lomu:

212 2 2

s kT Wpe T Wh;
Pre index lomu stéle plati, Ze je kone¢ny pre vSetky velkosti uhlovej frekvencie w, no
medzné frekvencia, pri ktorej plati Ny — 0, je narozdiel od wge rovna wf)e + wgi. K dis-

perznej relacii pre riadnu vinu prispieva vplyv iénov prostrednictvom plazmovej frekven-
cie i6nov.

Pristiapme k druhému rieSeniu rovnice (3.49) pre velkost vinového vektoru k, ktoré méa
znacne komplikovanejsi tvar

6

1 wb— (wciwge — wcewgi)Q —whW? + W% + 2(%2,e + wgi))

24 2,2 2 ()2 2Y _ 1 2(2 2 2 2
W +wciwpe+wce(wci +wpi) w (wce+wci+wpe+wpi)

k* =

+ (3.53)

2 2,2 2 2\2 2 2 2
1 w (2wciwpe + (wpe + wpi) + Wee (wci + pri))

2,4 2,2 2 (2 2 — ,2(0)2 2 2 23"
Wt + wciwpe + Wee (wci + wpi) w (wce + Wei + wpe + wpi)
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Ak vynésobime rovnicu (3.53) druhou mocninou rychlosti svetla ¢ a podelime druhou
mocninou uhlovej frekvencie prechadzajicej viny w? dostaneme vyraz pre index lomu
mimoriadnej viny

1 wl— (wdwge — wcewgi)Q — whW? + Wi + 2(%2Je + wf)i))

N3 = 5 + (3.54)

T 24 2 2 (1,2 2 — 2(,2 2 2 2
W w* + wciwpe + Wee (wci + wpi) W (wce + Wei + wpe + wpi)

2 2,2 2 2\2 2 2 2
1 w <2wciwpe + (wpe + wpi) + Wee (wci + 2wpi))

92 A 2,2 2 (1,2 2 _ 2()2 2 2 2\°
W w +wciwpe+wce(wci+wpi) W (wce+wci+wpe+wpi)

Oproti vyrazu (3.39) je vyraz pre index lomu znacne zlozitejsi, no ak polozime wy; — 0
a we — 0, skutoéne ziskame verziu (3.39), kde zanedbavame vplyv ionov.
Ststredime sa na limitné pripady rezonancii Ny — oo a medznej frekvencie Ny — 0.
Pripad Ny — oo ziskame, ak poloZzime vyraz v menovateli (3.54)
w? + wziw?)e + wl (Wi + Wﬁi) — Wi (w2, + Wi + Wﬁe + Wﬁi) — 0. (3.55)
V programe Mathematica 10 sme zistili, Ze podmienka (3.55) plati pre w = wj, splhajice
vztah

2 wiQL B w(?e 2 2 2
Wpe t =53 (wp, — wg — wp;) = 0. (3.56)
Wei Wh

Podmienku sme vyriegili vzhladom ku wﬁe a zapisali ju v implicitnom tvare, nakolko
explicitny tvar pre w? bol prili§ zlozity. Aplikdciou limit wy — 0 a weg — 0 na (3.56)
dostavame podla ocakavani vztah pre horna hybridnt rezonanciu (3.40). Existencia ionov
a ich pohyb v elektrickom a magnetickom poli teda ovplyviuje tvar hornej hybridne;j
rezonancie.

Ostava nam este presetrit pripad Ny — 0. Podmienku sme opit kvoli elegantnosti
rieSenia vyrie§ili vzhladom ku wge. Spominana limita plati pre dve pripady frekvencie
W=wr aw=Wwg spfﬁajﬁce

s (wr+wee) (W] — wrwe — wgi)

=0 3.57

oo Wei — WL (3:57)
) ( )(w? 2)
WR — Wee) (W + WRWe — W3

W2+ Lt bl _ . (3.58)

—Wei — WR
Frekvencie sme si pracovne oznacili ako w; a wg, v analogii s Tavou a pravou medz-
nou frekvenciou (3.31) a (3.32), no ¢ sa skutocne jedna o medzné frekvencie lavotocive;
a pravotocivej vlny za pdsobenia oboch plazmovych tekutin, elektronovej a ibnovej, a ¢i sa
zachovava vztah (3.43) sa presved¢ime odvodenim disperznej relécie pre tieto viny.

Nech teda pre vlnovy vektor plati k = (0,0, k,). Do disperznej relécie
det(K + w?e,) =0

dosadzujeme maticu (3.24) a tenzor permitivity (2.41) so Stixovymi koeficientami v tvare
(2.58). Podmienka nabera tvar

1 1 1 1
2 2 2 272 2 2 2 272
we—w — W= -kl |w—w — Wi —c‘k |-
( el _eE iy wr O Py el R T
w

UJ2 wz
(3.59)
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2 2 2
2 2 2 Wee wpe Wei wpi -0
: ((.U - wpe - wpi) - w2 o2 — U

Existuju dve rieSenia pre druhtt mocninu velkosti vinového vektora k = k., ktoré nasiel
program Mathematica 10. Prvé z rieseni je rovné
W? + W (Wee — Wei) F Wi, — Weew?s — W(Weeei + Wio + W)

k2 = pe pi__ 3.60
w(w + wee) (W — Wei) ’ ( )

a druhé

k2 — w3 + w2<_wce + wCi) B wciwge + wcewgi _ w(wCGWCi i wf)e * wgi) . (361)
w(w — wce)(w —+ Wci)

Odpovedajice indexy lomu zapiSeme ako

3 2 2 2 2 2
s kW H W (Wee — Wai) T Weilpe — WeeWpi — W(Weeei + Wie + Wp;)

- — 3.62
L w? wW(w + wee) (W — Wei) ( )
a
212 w3 4 W (—Wee + Wei) — wcine + wcewzi — W(WeeWei + w26 + in
/\/}23 _¢ _ ( ) p p ( p P)' (3.63)
w? w(w — wee) (W + wei)

Upravou zlomku (3.62) mozeme dospiet ku vztahu

w2y
2 w?
P=1-) T (3.64)
l=e,i my
a upravou zlomku (3.63) ku vztahu
w2,
2 _ w?
NR_1_21+M' (3.65)
l=e,i my

Dostali sme teda disperzné relécie pre lavoto¢ivii a pravotociva vinu a zaroven sme zistili,
Ze pre komponenty v plazme zahrnuté v indexe lomu L a R viny plati aditivita. Zo zapisu
(3.64) a (3.65) uz je jasne vidiet, ze ak polozime limity wye — 0 a wp; — 0, dostaneme
tvary indexov lomu pre L a R vinu (3.29) a (3.30), v ktorych sme plazmu aproximovali
elektronovou tekutinou a s iénovou tekutinou sme neuvazovali.

Zaujimavy je pripad limity N7 — oo. V predoslom texte sme spominali, Ze ak Nz —
00, rezonancné frekvencia pre elektrony nastava pre we. Tato platnost sa zachovava
i v pripade Ng — oo pre index lomu R viny Ny v tvare (3.65). Ak je index lomu L
viny Ny v tvare (3.29), rezonanénd frekvencia pre L vinu neexistuje, no pre tvar (3.64)
to uz neplati. Rezonancna frekvencia moéze nastat pre w = wg. VIna je absorbované
na frekvencii Larmorovho pohybu iénov.

Tento fakt je celkom zrejmy, ked si uvedomime, Ze pri Larmorovom pohybe sa elek-
trony a i6ny pohybuju opaénym smerom. Pri R vlne mdzeme sice elektrony povazovat
za ,pravotocivé”, no idny sa otacaji presne opacnym smerom a mozeme ich naopak oz-
nacit za ,Javotocivé”. Pokial sa teda vektor elektrického pola staca opacne, neZ rotuju
elektrony, rezonancna frekvencia pre L vlnu moze stale nastat, a to prave ak mé vlna
frekvenciu cyklotronovej frekvencie i6nov we;, frekvenciu Larmorovho pohybu i6nov.

Vratme sa ale k rieeniam, ktoré vychadzaja pre N — 0 a N — 0. Tie skutocne
prechadzaju na medzné frekvencie v tvare (3.57) a (3.58), ktoré sme zistili pre X vlnu.
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Pokial dosadime vztah (3.54) pre X vlnu podliehajicu vplyvu elektronovej i i6novej
tekutiny, a vztahy pre L a R vlnu, (3.64) a (3.65), do

2NENE
NZ LN
ktory platil pre X vIinu podliehajticu iba vplyvu elektréonovej tekutiny, zistime, ze sku-
tocne plati.

Na zaver este dodame, zZe pokial sme vyriesili (3.59) vzhladom ku frekvencii w, dostali
sme rieSenie nezavislé na vlnovom vektore k v tvare

w? = Wi, + w. (3.66)

Nx =

Ku rieseniu w? = w2 sa prldal ¢len w . Ak by sme polizili limitne wgi — 0, dostali by

sme podla oéakévam w? = w?,.
Tym sme skompletizovali analégiu medzi odvodeniami v castiach 3.3 a 3.4.

3.5 Disperzna relacia pre vlny Siriace sa plazmou s tepelnym
pohybom elektréonov bez zrazok a magnetického pola

V nasledujtcich odstavcov zistime, ako je zahrnuty tlakovy ¢len do disperznej relécie
elektromagnetického komplexu. Za¢neme v8ak najprv tym, Ze disperzni relédciu odvodime
pre viny Siriace sa bez magnetického pola B. Polozime teda v Maxwellovej rovnici

oD
tH= .
ro TR (3.67)
B = 0 resp. H = 0 a dostaneme
oD ~0E
B — e = =0. (3.68)

Aplikéciou Fourierovej transformacie (1.18) na predosli rovnicu a dosadenim poruchového
¢lenu E = 0E ziskame rovnost .
— iwepe, 0E = 0. (3.69)
Musi teda platit
£.0E = 0. (3.70)

Aby mala rovnica (3.70) nenulové rieSenie, sta¢i, ak polozime determinant tenzoru permi-
tivity (2.86) so Stixovymi koeficientami v tvare (2.87), ktory sme odvodili v 2.5, a zahrnuli
sme v nom tlakovy ¢len, rovny nule:

2 2
1
det &, = Pee - ) (1-Ze) (3.71)
21— k2o w?

Tenzor je zavisly na uhlovej frekvencii w a vlnovom vektore viny k, ziskali sme teda dis-
perznu relaciu. Vzhladom na jednoduchost vzorca (3.71) je mozné Tahko zistit zavislosti
frekvencie w na vlnovom vektore k, ktoré podmienku nulovosti splhaji. Prva z nich

W = Wpe, (3.72)

<1 - ng)z —0 (3.73)
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a je rovna plazmovej frekvencii elektréonov.

w? 1
-2 — ] =0. 74
< w21_k2£) 0 (3.74)

w?2

7, rovnosti

zas ziskame vztah
w? = w2, + .k’ (3.75)

Relacia (3.75) podla literattry [1] zodpoveda plazmovej vine. V pripade w2, >> c.°k*
prechadza na plazmové oscilacie w = wpe. Ak naopak plati w?, << c¢.*k?, dostavame
linearnu zavislost frekvencie prechadzajicej viny w na velkosti jej vinového vektora k,

w = ¢k, (3.76)

kde smernicou je rychlost zvuku elektronov c,.

Predpokladajme teraz, ze pracujeme s elektromagnetickymi vlnami a porucha magne-
tického pola nebude pri prechode viny plazmou nulova. Budeme postupovat obvyklym
sposobom v tejto kapitole a disperznu relaciu zistime z podmienky

det(K + w?e,) = 0,

do ktorej je potrebné dosadit tvar matice K (3.19), a v tenzore permitivity (2.86) budeme
pocitat so Stixovymi koeficientami v tvare (2.87). Dostaneme

w? — wge L 0 0
1-k2 e}
det 0 w® —wl, — k2 0 =0, (3.77)
0 0 w® — w2, — k2
resp.
1
<w2 — wgem> (CL)2 — wf)e — C2k2)2 = 0 (378)

Podotykame, ze stéle poc¢itame s vlnovym vektorom v tvare k = (k,,0,0), s velkostou
k., = k. Anulovanim prvej zatvorky v (3.78) dostaneme disperznu relaciu plazmovej viny
(3.75), a anulovanim druhej disperzna relaciu riadnej viny (3.23).

Spomenme si, Ze podmienku (3.77) sme ziskali vdaka tomu, Ze nutne musela platit
rovnica.

w? — wge 1_k2% 0 0
0 Y w2, — k2 0 OE = 0. (3.79)
0 0 w? — wge — 2k3

Ak do uvedenej rovnice dosadime predpis pre plazmovi vlnu, zistime Ze nenulova je x-ové
zlozka poruchy elektrickej intenzity. Vlna sa teda &iri pozdlzne ku elektrickému polu.

Pri dosadeni disperznej relacie (3.23) pre riadnu vinu do (3.79) naopak musi platit,
ze x-ova zlozka poruchy intenzity je nulova. Vlna sa siri kolmo na elektrické pole.

Plazmou sa teda moze 8irit vina plazmova v smere elektrického pola alebo elektro-
magneticka riadna vlna v smere kolmom na elektrické pole.
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3.6 Disperzna relacia pre viny Siriace sa bezzrazkovou plazmou
so zanedbanim vplyvu i6nov a tepelného pohybu elektrénov
v rovine magnetického pola

V tejto Casti rozoberieme, ako sa $iri elektromagnetickd vlna v rovine (z,y), v ktorej
posobi aj magnetické pole v plazme.

Predpokladajme, ze vlnovy vektor ma tvar k = (k,, k,,0) a pre magnetické pole plati
By = By(by, by, 0). Do disperznej relacie

det(K + w?,) =0

je potrebné dosadit dosadit upraveny tvar K (3.44) a permitivitu (2.116) s maticou M ™"
v tvare (2.112), kde sme polozili b, = 0:

2
1-b2 20 w2 bobow? w2, b
212 2 2 2 wbyw : yWo
—PRZ b w2 T Gk, 4 e b —iftee buto,
“1-p228 1-b220 1-b220
" w? w
2 2 _p2%0 2
Wpe bzbyw 1-by LW —
det Czk‘wky + wp; z 0y w% —CQng 4 w? _wge y;,; i o;:e bewo o, =0.
1-622% 1-622% 1-622%
2 2
Lw by, wo cWhe bpw 2(1.2 2 2 1
j-pe —ux0 —j—pe _Dsto A2+ k) +w?—w 5
w w w w T Yy pe w
1-b2—-§ 1-b2—-% 1-b2—%

(3.80)

Na vypocet determinantu sme pouzili softvér Mathematica 10. Nasledne sme ho vyuzili
i na vypocet disperznej relacie. Program vsak nebol schopny vypocitat disperznu relaciu
vzhladom ku w a rieSenia ku k, a k, boli prili§ komplikované. Najvhodnejsie bolo riesit
rovnicu (3.80) vzhladom ku rychlosti svetla ¢. Vysledkom boli dve disperzné relacie,
ktoré zapiseme v implicitnom tvare. Tvar relacii sme za pouzitia spominaného programu
upravili na ¢o najjednoduchsi tvar. Prvé z nich splha vztah

& — (w(2k2w® — 202k2w wy — 202 k2w W) — Ak2w’w +2b bykykywwiw? +
+ b2k2ww0w + 2b2k2ww0w + 2k2ww ot k‘2 (2w* — 2w?(P2wi + b2 o+ 2w2 o)t
(252 + bowg + 2wl,)) — wow? (—4b3b kokw?wl + bik,w’wd + b2(62k4w Wi+
4k2k2(w —w?,) +4k4(w —w2)?) 202 k2 (22 (WP —w?, ) 24k (2w! +22w4 +w? (3biwi—4w?d,)))—
— Abybykoky (—2k2 (w? — wlo)? + K2 (— 2w —2%4 + W (Blwg + 4w2))) )/
/(2(k2 + K2) (2b5by ki k wng + k2(w* + Dlwiw?, — w?(b2wg + blws + w?))+
+ k2(w + waOw —w (biwg + bng + wge))))) =0 (3.81)

a druha

& — ((w(2 k2w5 - 2b2kz2w Wi — 262k2w W — 4/{;2w3w2 + 2b,by ke kyww w}%e—k
+ bzkzww w2 + 2b2k2ww w2, + 2k2ww .+ k2 (2w* — 2w (BAwg + biwg + 2whe)+
(2b2 + biwg + 2w2,)) + wow? (—4b3b kakiw® wg + by kyw’wh + b2(b2k4w Wi+
4k:2k2(w w o) +4l€4(w w o) )+2b2k2(2k2(a} w o) +k:2(2w —1—22w4 +w (3b§ 0—4wpe)))—
—4b$bykzzky(—2k;§( — w2 )? + k2(—2w —22w4 + W (Blwg + 4w )2/
J(2(k2 + k:Z)(bebyk:xk:yw w2 + k2 (w* + bgwow — W (bPwi + bzwg + wge))—F
+ k:j(w + blwjwi, — W (Diwg + bowh 4+ w2.))))) = 0. (3.82)
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Obe riesenia sme dosadili spiatne do rovnice

w,

S

2 2
g 1-0; Wpe bmby"-’g

27,2 2 2
—ccki 4w —w w c*kypk, + -1
Y e b2 TV Wt e w2
- p p
2 babyw? 15244
w. w - -2 LW —
Akyky, + 2=y -2 + w? — w2, — j<pe bawo, 0E =0,
YT q_p2eg Pey p22g Y 1_p22l
) 2 R w2 w?
.Wi.  bywo cWhe bpw 2(1.2 2 2 2 1
jZpe Jy®o —ize 2o 70(]@ +k)+w —w =
w w w w z Yy pe w
1-52 % 1-52 24 1-522%4
(3.83)

z ktorej sme podmienku (3.80) odvodili. Program Mathematica 10 nasiel rieSenia pre obe
rovnice (3.81) a (3.82). Nech 0E = (0E,,0E,, 0E,), potom rieSenia naberaju tvar 0E, =
fOE,) adE, = f(6E,), ktoré tu pre svoju komplikovanost nebudeme uvéadzat. Pri volbe
0E, sme teda schopni dopocitat zlozky 0E, a 0E,.
Ak sme polozili limitu
wo — 0,

dostali sme v oboch pripadoch (3.81) a (3.82) vztah pre riadnu vlnu, ktoré sa 8iri plazmou
bez magnetického pola, resp. s magnetickym polom zanedbatelnej velkosti

w? =wl 4+ (k2 +ED). (3.84)
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Kapitola 4

Grafické znazornenie Stixovych
koeficientov

V predoslom texte sme dostali rozne predpisy pre tenzor permitivity, podla toho, ¢ sme
uvazovali s magnetickym polom, i6nmi ¢i tlakom. Nasledne sme ziskali i disperzné relacie
a nasli prepojenie medzi Stixovymi koeficientami a indexami lomu $iriacich sa vin. Teraz
sa pozrieme na to, ako vyzera priebeh Stixovych koefientov ako funkcie pomeru frekvencie
prechédzajucej elektromagnetickej viny a plazmovej frekvencie elektronov w/wpe. Bude
nas zaujimat, ¢i sa ich priebeh zmeni s prihliadnutim na rézne vplyvy.

Porovnanie urobime aj so Stixovymi koeficientami pre vikuum. KedZze vo vdkuu je
permitivita € = ¢y konstantou, relativna permitivita ma hodnotu jednotkového tenzoru.
Ak sa pozrieme na tvar tenzoru (2.41) je nam hned jasné, ze musi platit

S=P=X=1 (4.1)

D =0.

Koeficient X sa sice v tenzore nenachadza, no jeho hodnotu sme mohli zistit, ak sme
vo vzorci (3.38) polozili wpe — 0 & wee — 0. Zaroven uz vieme, ze X reprezentuje druhi
mocninu indexu lomu mimoriadnej viny M. Vlna, ktora sa $iri plazmou ako mimoriadna
vlna, sa musi po prechode do vékua sirit ako klasicka elektromagneticka vina vo vakuu
s indexom lomu ANy = 1, ¢o potvrdzuje hodnotu koeficientu X vo vakuu. Rovnako to
plati aj pre koeficient P, ktory reprezentuje druhti mocninu indexu lomu riadnej viny.

Pre lepsiu predstavu pouZijeme pri grafickom zobrazeni priblizné velkosti veli¢in zod-
povedajice zariadeniu s nazvom 6-piné. Podla knihy [14] je 6-piné¢ generovany pomo-
cou rychlo narastujiceho azimutélneho pridu v jednozavitovom vonkajSom vodici, ktory
je omotany okolo trubice s plazmou. Prud vytvara axidlne magnetické pole By, ktoré
stlaca a ohrieva plazmu. Podla dokumentu [15] toto magnetické pole naindukuje prud
Jp. Jednoducht principialnu schému je mozné néjst na obrazku Obr. 4.1.

Podla [15] sa pole By velmi rychlo meni. Nas v8ak bude zaujimat iba to, ¢i pritomnost
nenulového konstantného magnetického pola nejak ovplyvni zavislost koeficientov S, P,
D a X na pomere frekvencie vlny a plazmovej frekvencie elektronov. Preto vyslovime
predpoklad, ze pocas prechodu elektromagnetickej viny bola zmena velkosti magnetick-
¢ho pola zanedbatelna.

Vezmeme dve velkosti magnetického pola, aby sme mohli zaroven posudit, ¢i sa
priebeh meni v zéavislosti na velkosti pola. Maximélna hodnota velkosti magnetického
pola, ktort mézeme na 6-pinéi dosiahnut, je podla [15] priblizne By = 20 T. Cyk-
lotronova frekvencia elektronov by mala teda po dosadeni do vzorca (1.55) velkost

Wee = WE™ =3,50- 10" 571, (4.2)

ce
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Obr. 4.1: Schéma 6-pincu. Magnetické pole By ma smer osi z, pradova hustota méa nenulovi iba zlozku
Jjp. Nékres obrazku bol inpirovany literaturou [16].

V experimente v 60-tych rokoch minulého storoc¢ia s 8-metrovym pinc¢om, popisanom
v ¢lanku [17], dosiahli maximalne hodnoty magnetického pola poporadi 1,9;2,15a 2,5 T.
My vezmeme najnizsiu hodnotu By = 1,9 T, ktord je priblizne o rad mensia nez
v8eobecne maximalna dosiahnutelna hodnota By = 20 T. Cyklotronova frekvencia elek-

tréonov nabera hodnotu .
Wee = WI™ = 3,34 - 10" 571, (4.3)

V spominanom ¢lanku [17] dosiahli experimentatori pri 6-pinci velkost elektronovej kon-
centricie v rozmedzi 2 +5-10' m™3. Vezmime hodnotu n, = 2-10' m™3 a vypod&itajme
plazmovi frekvenciu elektronov podla vzorca (1.47). Ziskame

Wpe = 7,98 - 102 57, (4.4)

Kedze budeme brat Stixove koeficienty ako funkciu w/wy., a v Stixovych koeficientoch sa
vyskytuje cyklotronova frekvencia vzdy vo vyraze we/w, z predoslych udajov je potrebné
zistit hodnotu pomeru wee/wpe. Potom moézeme vyraz wee/w zapisat ako

Wee 1

— (4.5)

W
pe Wpe

a Wee/wpe dosadit ako konstantu. Ak dosadime do (4.5) vyrazy (4.2) a (4.4) dostaneme
1

a ak dosadime vyrazy (4.3) a (4.4) dostaneme
1
0,04— (4.7)

S vybranymi tdajmi mézeme graficky znazornit priebeh S, P, D a X v chladnej bez-
zrazkovej plazme bez vplyvu i6nov ¢i tlaku Castic a bez pritomnosti magnetického pola

v tvare )

S—Pp=X=1_ 2k (4.8)

w2

D=0,
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aj v pritomnosti vonkajsieho magnetického pola v tvare

2
2 e
1 w 5
_ pe _ ce w2
=1k D=— . (4.9)
w 1 Zce w 1 __ Fce
w? w2
2 2 1— Whe
P=1--2 X=1--2 w?
CL)2 ’ w 1 w?e _ wpe
w? w?

Zaujima néas vSak eSte vplyv i6novej tekutiny.

Plazmovt frekvenciu i6nov sme zistili dosadenim Z = 1 do vzorca (1.48) (pred-
pokladame plne ionizovani vodikovi plazmu), a pre jednoduchost sme predpokladali
kvazineutralitu n. ~ n;. V takom pripade sa plazmova frekvencia elektronov odlisuje
od plazmovej frekvencie i6nov iba hmotnostnymi ¢lenmi m; a m.. Ako sme uz spominali,
priblizne plati m; = 1836 m.. My sledujeme zéavislost na w/wye, a plazmova frekvencia
ionov je v Stixovych koeficientoch vzdy pritomna v ¢lene wy;/w. Ten upravime na

i i 1 1 1
D o (4.10)
w Wpe - 1836 o

a budeme ho tymto spdésobom dosadzat do Stixovych koeficientov pre bezzrézkovi chladnu
plazmu bez vonkajsieho magnetického pola v tvare

Wpe _ Wpi
D =0,

a s nenulovym vonkajsim magnetickym polom v tvare

wgc wgi
_ w? wZ
=1 (4.12)
1— 02 1-— w—czl
UJ2 w2i
D o Wee wp; Wei _I;
- w2 o w2
Wl %e wq]_ %
2 w2
2 2
P=1— -k _ “pi
w?  w?
2 2 \/2
X 2NENG
- )
Z+NE
kde
Wt Wt
2—1— g — Np=1- E il
L 1 aB’ L 14 @B’
l=e,i my l=e,i my
Podobne budeme do (4.12) dosadzat upraveny tvar vyrazu
Wei _ Wei I weiwe I 1 we 1 (4.13)
- w T w7 1Qap W :
w Wpe 5o Wee Wpe 7, 1836 wpe e

kde 2= je vysSie vypocitana konStanta.
pe
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Avsak z grafov, ktoré sme vykreslili, a je ich mozné néjst na dalsic strankach prace,
sme zistili, Ze priebeh S, P, D a X (4.11) sa pri plazmovej frekvencii s hodnotou (4.4)
neodlisuje od tvaru (4.8).

Rovnako sa aj zavislost Stixovych koeficientov v tvare (4.12) na w/wp pre plazmova
frekvenciu s velkostou (4.4) a pre hodnotu cyklotronovej frekvencie elektronov (4.3), ako
aj pre (4.2), neodlisuje od tvaru (4.9). Preto na vSetkych nasledujicich grafoch budu
zobrazené iba predpisy (4.8) a (4.9) a budeme predpokladat, ze aproximacia wp — 0
a we — 0 je vhodné a opodstatnena.

Grafy budeme kreslit na skale w/wye € (0; 1,5) pre S, P, D, X € (-3, 3).

Prvy zo Stixovych koeficientov, ktorého zéavislost na w/wye sme graficky znazornili bol
koeficient S a jeho priebeh je mozné najst na obrazku Obr. 4.2. Vyznam jednotlivych
funkcii je vysvetleny pod obrazkom.

Pri wee = wii™ = 0,04 wye sa Stixov koeficient S za¢ina spréavat rovnako, ako keby
v plazme povodne ziadne magnetické pole nebolo, a platilo by w.. = 0. Avsak v pripade,
ze priblizne plati wee = wie™ = 0,44 wpe, a cyklotronova frekvencia s plazmovou st v rov-
nakom rade, koeficient sa na danej skale chova odlisne. V oboch pripadoch ma koeficient
S ma rastici charakter smerom od minus nekone¢na a so zvia¢Sovanim pomeru w/wpe sa
ich hodnota blizi ku S = 1, ¢o je hodnota prisluchajica vakuu a na grafe je znazornené
modrou farbou. No ak sa hodnota cyklotrénovej frekvencie priblizuje k hodnote plaz-
movej frekvencie, rast k § = 1 mé pomalsi priebeh nez pre plazmu bez magnetického
pola.

S T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
L 1 1
L I 1
. ' mazx
L : : Wee
2+ 1 1
F 1 1
L ] 1
L 1 1 3
Lo : VAKUUM
1 [ 1
L X |
L . .
L 1 1 /
L 1 1
O 1 1
L I 1
1 1
1 1
1
L |
-1+ 1 1
8 1 1
1 1
'omin :
L : Wee :
2r 1 1
[ 1 1
1 1
1 1
L 1 1
_3 1 | I I 1 I I I 1 | I I I I I I L L L 1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

14 w/wpe

Obr. 4.2: Stizov koeficient S. Cervenou farbou je znazorneny koeficient S v tvare (4.9) pre wee/wpe =
wmax [y = 0,44. Zelenou farbou je znézorneny koeficient S v tvare (4.9) pre wee/wpe = WA /wpe =
0,04, a koeficient S v tvare (4.8) resp. koeficient S v tvare (4.9) pre wee = 0. Modrou farbou je znazornena

platnost vztahu S = 1 vo vakuu.

44



Druhy zo Stixovych koeficientov, ktorého zavislost na w/wy. sme vykreslili, bol koeficient
P. Jeho priebeh je mozné najst na obrazku Obr. 4.3. Vyznam jednotlivych funkcif je opat
vysvetleny pod obrazkom.

V tomto pripade plati, Ze pre wee = W2 = 0, 44wpe, Wee = W = 0, 04wpe 8 Wee = 0 je
Stixov koeficient P v tvare (4.8) resp. v tvare (4.9) stale rovnaky, pretoze koeficient P nie
je magnetickym polom ovplyvneny. Koeficient P, ktory je rovny druhej mocnine indexu
lomu riadnej vlny, méa rastici charakter smerom od minus nekonecna a so zvacSovanim
pomeru w/wpe sa jeho hodnota blizi ku P = 1, ¢o je hodnota prislichajica vakuu,
podobne ako tomu bolo pri koeficiente S.

ol E Ewgré,ax
1: E E VAKUUM
r I 1
= I
- i
o[ 1wt :
- :
L 1
-3 [ IS B I B |
0.0 0.2 04 1.2 14 W /wpe

Obr. 4.3: Stizov koeficient P. Zelenou farbou je znazorneny koeficient P v tvare (4.9) pre wee/wpe =
Wi fioe = 0,04, Wee/wWpe = WB /wpe = 0,44 a wee = 0 resp. koeficient P v tvare (4.8). Modrou farbou

je znézornena platnost vztahu S =1 vo vakuu.
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Priebeh dalsieho zo Stixovych koeficientov ako funkcie w/wpe, a to D, je mozné néjst
na obrazku Obr. 4.4. Vyznam jednotlivych funkcii je opat vysvetleny pod obrazkom.
Pri wee = W™ = 0, 04 wpe nastava podobny jav ako pri koeficiente S. Stixov koeficient
D sa zacina spravat rovnako, ako keby v plazme povodne zZiadne magnetické pole nebolo,
a platilo by wee = 0. V pripade, Ze plati wee = wie®™ = 0,44 wpe, priebeh koeficientu sa
vdaka vplyvu magnetického pola pozmeni.

V oboch pripadoch ma koeficient D mé rasttici charakter smerom od minus nekonecna,
podobne ako koeficienty S a P na predoslych strankach. No so zva¢Sovanim pomeru w/wpe
sa ich hodnota blizi ku D = 0, narozdiel od jednicky, ako tomu bolo v pripade predoslych
koeficientov. Je to prave preto, ze hodnota D = 0 prislicha koeficientu D vo vakuu. Ak sa
hodnota cyklotronovej frekvencie priblizuje k hodnote plazmovej frekvencie, rast D ako
funkcie w/wpe z minus nekoneéna méa pomalsi priebeh nez pre plazmu bez magnetického

pola.

D T B T ¥ T |' T T ' T T T
L :
I |
ot min !
) i : wce :
o :
L I max
L ' Wee
1 :
L |
ks | |
L | -
o | VAKUUM
0 ' ' -
|
o I
3 I QN )
1L 7/
-] |
[ ,N\\9 :
L &)
[ I
2+ : Ny 1
F ]
: QJ// 1 S
Y I 3
_3 [ L . 1 .‘ N . [ L N 1 L 1 N . L | L L ' 1 L
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12

' 1.4@/'%)6

Obr. 4.4: Stizov koeficient D. Cervenou farbou je znazorneny koeficient D v tvare (4.9) pre wee/wpe =
WX [y = 0,44. Zelenou farbou je znazorneny koeficient D v tvare (4.9) pre wee/wpe = Wi Jwpe =
0,04, a koeficient D v tvare (4.8) resp. koeficient D v tvare (4.9) pre wee = 0. OranZovou farbou je

znazorneny vztah D = 0 platiaci vo vakuu.

max
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Na obrazku Obr. 4.5 je mozné najst chovanie koeficientu X ako funkcie w/wpe. Pre
tento koeficient sme na obrézku vyznacili i hodnotu hornej hybridnej rezonancie w;, =

V wge + wge pre wce/w = wff;in/w =0,04
W™ A Whe A W (4.14)

Doteraz sme vsetky hodnoty frekvencii a ich pomerov zaokrihlovali na dve platné de-
satinné miesta. Pri tejto aproximaécii plati, Ze plazmova frekvencia je rovna hornej hybrid-
nej rezonancii, pretoze cyklotronova frekvencia je prilis nizka na to, aby svojou velkostou

prispievala. Pre we/w = wh®*/w = 0,44 plati

wp™ =1,09 w. (4.15)

Koeficient X mozeme ako druhitit mocninu indexu lomu mimoriadnej viny zapisat v tvare
(3.39). Odtial vidime, Ze prave pre hodnotu w = wy, nastéava v koeficiente nespojitost.
To sa prejavilo i na na grafickom zobrazeni. Pre X v tvare (4.9) pre w®™ /w,, = 0,04 a]
pre wn® /w,e = 0,44 rastie priebeh funkcie z minus nekone¢na do plus nekoneéna od w
rovné nule aZ k prislusnym hornym hybridnym rezonanciam w@™ a w2 Pre w vidSie
ako prislusné horné hybridné rezonancie koeficienty rasti z minus nekonec¢na a s rasttiicou
frekvenciou vlny w sa blizia az k hodnote X = 1 typickej pre vakuum.

Koeficient X v tvare (4.8) sa skoro na celom intervale w/w,. € (0; 1,5) prakticky
sprava ako koeficient v tvare (4.9) pre w2 /w,. = 0,04. Podobne sa v tomto ohlade
chovali i koeficienty S a D. AvSak pri X nastéva maly rozdiel v blizkosti hodnoty w = wye,
kedze v tvare (4.8) horna hybridna rezonancia nevystupuje. Z tohto dévodu je funkcia

spojita na celom prislusnom intervale a rastie limitne z minus nekonec¢na az po X = 1.

X T —T — —T T T T
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L 1
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.
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-1F I
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min
L Wee
oL
L 1
1
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L
1 1 n n 1 n n n 1 1
3 0.0 02 04

14 C;J/;«Upe

Obr. 4.5: Stizov koeficient X . Cervenou farbou je znazorneny koeficient X v tvare (4.9) pre wee [Wpe =
WA [ = 0,44. Zelenou farbou je znazorneny koeficient X v tvare (4.9) pre wee/wpe = W™ fwpe =
0,04, a koeficient X v tvare (4.8) resp. koeficient X v tvare (4.9) pre w.. = 0. OranZovou farbou je
znazornené chovanie koeficientu X v tvare (4.8) resp. koeficient X v tvare (4.9) pre wee = 0 v okoli

hodnoty w = wpe. Modrou farbou je znazornena platnost vztahu X =1 vo vakuu.
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Na obrézku Obr. 4.6 sme zobrazili priebeh vSetkych koeficientov S, P, D a X v tvare (4.9)
na intervale w/wpe € (0, 1,5) pre wee = 0, 44wpe. Pre Sirenie riadnej viny je dolezita iba
oblast w > wpe. Mimo fu sa riadna vlna plazmou §irit nemoéze. Pre Sirenie mimoriadne;j
viny su zas dolezité oblasti (wy,wpy) a (wg, o) , kde sa mimoriadna vlna moze Sirit.

Koeficienty sme na Obr. 4.7 vykreslili na intervale w/w,. € (0, 10), aby sme mohli
lepsie smerovat ich spravanie smerom ku w/wpe — 00. S rasttcou frekvenciou viny sa
koeficienty limitne vyrazne blizia k ich hodnote vo vakuu (4.1). Vyznamené zmeny hodnoét
koeficientov sa vyskytuju hlavne na oblasti w € (0, wy,), kde sa ich priebeh zna¢ne odliguje
od priebehu vo vakuu.

3_| | L ——
 —x
L _g N
2r — £
i 3
s
o
_1:_
_2:_
_3-| 1 1 1 | 1 1 1 (I 1 | 1 1
0.0 0.2 04 14 w/wpe

Obr. 4.6: Stizove koeficienty S, P, D a X v tvare (4.9). Grafy st vykreslené pre wee = 0, 44wpe.

S
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Obr. 4.7: Stizove koeficienty S, P, D a X v tvare (4.9). Grafy st vykreslené pre wee = 0, 44wpe.
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Kapitola 5

Grafické zobrazenie prechodu
svetelného laca plazmovou
nehomogenitou

5.1 Hamiltonov princip

Doteraz sme sa zaoberali tym, ako sa elektromagneticka vina sprava v urcitom prostredi
a odvodili sme si zavislosti medzi veli¢inami, ktoré tieto vztahy urcuja. Za tym, preco sa
Sirenie deje prave tymto sposobom, stoja hlbsie fyzikalne principy.

Vyznamny americky fyzik a popularizator vedy Richard P. Feynman kedysi poukazal
na to, ze ak sa chce plavéik dostat ¢o najrychlejsie k topiacemu sa ¢loveku cez plaz do
vody, mal by uvazovat sposobom, akym ,uvazuje’ svetlo [18]. Tento nadneseny, no velmi
trefny priklad, ma skuto¢ne svoje opodstatnenie a nardza na Fermatov princip, ktory
podla [19] zneje:

Zo wvsetkych moznich drah, ktorymi sa dd dostat z jedného bodu do druhého, si svetlo
vyberd taku, ktord mozZe prejst za co najkratsi cas.

V jednoduchosti povedané, Fermatov princip pouzivame na zistenie drahy svetelnej viny
tym sposobom, Ze po¢itame extrém z dlzky drahy £ = ¢7, kde T je doba, za ktora
svetlo drahu £ urazilo [18]. Na podobnej podstate stoji Hamiltonov princip.

Hamiltonov princip je zndmy predovsetkym z mechaniky, a jeho znenie sem zapiSeme
tak, ako je to uvedené vo vysokoskolskych skriptéch [20]:

Predpokladajme, Ze existuje funkcia casu t, zovseobecnenich suradnic q,...,qn a ich
prvych derivdacii podla casu qi, ..., {m

L(taqla"'7Qmaq1a'-'>Qm>7 (51)

takd, Ze zo vsetkych moznych zdvislosti qi(t) = fx(t) sa v prirode realizuje td, pre ktoru
md integrdl
t2
S(tbt?) :/ L(ta(_ha"'7QW7q17""qm)dt (52)
t1

extrém (vdacsinou minimum). Funkciu L(t,qi, ..., Gm, G1, ---, @) nazyvame Lagrangeova
funkcia a integral S(ti1,ts), integrdl akcie.

49



Integral akcie sa da zaroven napisat v tvare uvedenom v literature [21]

S(ty ) = /: (p - ‘il—’t‘ ~(q. p)) dar, (5.3)

kde p;, pre j € 1, ..., m st zovSeobecnené hybnosti a H je Hamiltonova funkcia, tzv. hamil-
tonidn. Minimalizovanim akcie S s vyuZitim matematickej teérie ohladom varia¢ného
poctu je mozné odvodit Hamiltonove rovnice, ktoré pouzivame na popis ¢asového vyvoja
systému. Odvodenie je mozné najst napr. v skriptach Teoretickej fyziky [21]. My uvedieme
ich kone¢ny tvar:

dg OH

E — %7 (5.4)
dp __OH

dt  oq

Premenné (q,p) = (q1, -, @m, P1, ---, Pm) SU premenné na fazovom priestore.

V dalsom texte budem hladat vyznam jednotlivych veli¢in L, S, p, ¢ a H v pripade
Siriacej sa elektromagnetickej viny.

Vezmeme fazu viny (1.4) v tvare

o(x,t) =k -x — wt, (5.5)
pre ktorej diferencial plati
dp
dp =Vp- -dx+ Edt =k dx — wdt. (5.6)

Vyvoj fazy viny od t; po t, sa da nasledne napisat v integralnom tvare

St ty) = /: (k - i—’; —w(x, k)) dr. (5.7)

Integraly (5.3) a (5.7) st zhodné, ak polozime
S=g, H

w (5.8)

q; = Ty, pj = kj, (5.9)
kde z; a k; st jednotlivé zlozky vektorov x a k. Hamilton ako prvy vyslovil myslienku
zépisu faze ako integralu nejakej funkcie pozdlz jednodimenzionalnej trajektorie, ktoré
v tomto ponimani predstavuje 1a¢. Svetelny 1a¢ je kolmy na skuto¢né vinoplochy a jeho
smer je smer Sirenia energetického toku, ako je to spomenuté i v literatire [22]. Intuitivne
si ho predstavujeme ako tzku svetelnt vinu, no v skutoc¢nosti je to vzdy iba aproximacia
skuto¢ného svetla.

Vdaka odvodeniu rovnice (5.7) a poukdzaniu na analégiu s rovnicou (5.3), mozeme
Hamiltonove rovnice pre svetelny la¢ (5.4) napisat v tvare

dx Ow

T K (5.10)
dk _ o

dt  ox
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Ako sme sa v predoslych kapitolach presvedcili, mnohokrat je problematické ziskat dis-
perznu relaciu v tvare explicitnej funkcie w(x, k). Predpokladajme teda, Zze disperznu
relaciu je mozné pisat v implicitnom tvare

H(x,k) =0, (5.11)

kde H(x, k) je funkcia zavisla na polohovom vektore x a vilnovom vektore k. Dalej budeme
predpokladat, ze polohovy vektor x(7) a vlnovy vektor k(7) st hladké funkcie nejakého
parametru 7. Pre rovnicu (5.11) teda plati

H(x(1),k(r)) =0. (5.12)
Derivujme (5.12) podla parametru 7:

OHdx OHdk

- — = 5.13
ox dr | Ok dr (5:13)
Ak zvolime parameter 7 tak, aby platilo
dx O0H
=t 14
dr 0k’ (5.14)
dostaneme z rovnice (5.13) podmienku
dk oH
—=——. 5.15
dr ox (5.15)
Dostavame tak novi sadu Hamiltonovych rovnic analogicku s (5.10) [18]:
dx 0H
== 1
dr 0k’ (5.16)
dk  OH
dr — ox’
Medzi rovnicami (5.10) a (5.16) platia vztahy:
OH 0HO d dx dt
2 (5.17)

Ok dwok dr  dtdr
OH  Q9HOw dk  dkdt

ox  Owox dr dtdr’

odkial uz moézeme vidiet vztah medzi parametrom ¢, ktory sme oznadili ako fyzikalny
¢as a parametrom 7:

OH  dt

ow  dr’
Konkrétny fyzikdlny vyznam parametru 7 je teda urceny volbou hamiltonidnu (5.11).
Krivka (x(t),k(t)) je identické s krivkou (x(7), k(7)), jedné sa v8ak o odlisné parametriza-
cie, ako o tom pojednava aj ¢lanok [23].

(5.18)
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5.2 Ray Tracing

V predoslom texte sme odvodili pohybové rovnice pre svetelny lac. Zistili sme, Ze jedina
vec, ktoru prakticky potrebujeme zistit, aby sme tieto rovnice mohli konkretizovat pre
urc¢ité prostredie, je disperzna relacia. V tejto praci sa nam zaroven podarilo odvodit
viaceré predpisy tenzoru permitivity a nésledne disperznych relacii pre vlny Siriace sa
roznou formou plazmovej tekutiny.

Spojenim tychto faktov sme ziskali moznost zistit presnt trajektoériu luca. V redlnom
svete pri diagnostike plazmy vécsinou sledujeme iba miesto dopadu svetla, ale nevieme,
ako vyzeral priebeh jeho trajektorie (tento fakt sa vyuziva napr. pri Slirovej metode,
ktora v texte spomenieme neskor), preto modzeme absenciu tejto vedomosti vynahradit
teoretickym sktimanim.

Zaroven si ale musime uvedomit, Ze disperzné relacie vo vSeobecnosti naberaju zlozité
predpisy. Aby sme zistili z rovnic (5.16) trajektoriu luca, potrebujeme hamiltonian derivo-
vat podla polohového vektoru x a vlnového vektoru k a nasledne ststavu diferencialnych
rovnic pocitat.

To, ako rovnice pocitat a nasledne ich rieSenie graficky znazornit, nam popisuje tech-
nika s ndzvom Ray Tracing. Ray Tracing je podla [24] metoda na vykreslenie (vo vieobec-
nosti) trojdimenzionalnej grafiky s velmi komplexnymi interakciami svetla. Pokuisa sa
simulovat trajektoriu, ktort svetlo urazi v urc¢itom prostredi. Vo vSeobecnosti by sa dalo
povedat, ze Ray Tracing sa snaZi ¢o najpresnejsie zobrazit chovanie svetla a zohladnuje
javy ako lom a odraz svetla.

Naraza vsak pritom na problém, pretoze ako sme uz spominali v predoslom texte,
¢ je iba krivka a urcéita aproximécia toho, ako sa svetlo redlne 8iri. Ak si predstavime
obyc¢ajny jednoduchy zdroj svetla, ako je napr. ziarovka ¢i baterka, je nam jasné, ze lucov
je cely zvézok a sledovat kazdy jeden zvlast je prakticky nemozné. To je dovod, preco sa
v Ray Tracingu vyuzivaju algoritmy, ktoré zohladnuju to, Ze sa svetlo 8iri v zhlukoch.

My sa vSak tomuto problému vyhneme a budeme sledovat iba jeden lu¢. Dévodom
je predpoklad, Ze svetelna vlna, ktoré sa plazmou §iri, je kolimovany, teda nerozbichavy
zvazok, ktorého luce sa $iria v jednom smere. Zdroj takého svetla méze byt napr. laser.
Ten je podla [25] kvantovy generator a zosilova¢ koherentného (vnitorne usporiadaného,
sfazovaného) optického zariadenia, ktoré vynika extrémnou monochromatickostou (teda
vietky fotony maja rovnaku frekvenciu), nizkou rozbiehavostou zvizku a vysokou husto-
tou prenasenej energie. Ak sa vSetky luce Siria jednym smerom, staci zviazok aproximovat
iba jednym lu¢om a sledovat jeho trajektoriu.

Ukazeme si teraz, ako Ray Tracing na dand problematiku aplikovat. Pre jednoduchost
sa obmedzime na to, ze 1u¢ sa moze §irit v dvoch smeroch x a y, ¢o implikuje Styri strad-
nice z, y, k; a k, na fazovom priestore.

Prvym krokom bude najst disperznu relaciu, podla ktorej sa svetelny luc¢ siri, a pri-
radit jej status hamiltonianu. Druhym krokom bude zistit tvary rovnic (5.16), ktoré vy-
pocitame jednoducho aplikovanim prislusnych derivacii na hamiltonian. DalSou tlohou
bude urcit sposob, ako rovnice riesit. Na rieSenie stustavy diferencialnych rovnic existuji
numerické metody.

Asi najznéamejSou numerickou metdédou na rieSenie stustavy n obycajnych diferenciél-
nych rovnic prvého radu v tvare

dy;(7)
dx

kde funkcie f; pre ¢ € n na pravej strane st zndme funkcie, je metéda Runge-Kutta.
Metoda Runge-Kutta prvého radu je omnoho znamejsia pod nazvom Eulerova metdda.

:fi(Tayl7y27-'-7yn)7 (519)
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Velkost chyby FEulerovej metdody je timerna (A7)? kde A7 je krok metody. Zapiseme,
ako vyzera y; v 7, + A1 pomocou Taylorovho rozvoja [26]:

Yi(Te + AT) = yi( T, y1(Th) 5 - Un (7)) + AT%(Tk,yl(Tk)a s Yn(Th)) + O(AT)?. (5.20)

V nasom pripade, vzhladom ku Hamiltonovym rovniciam (5.16), budt rovnice (5.20)
naberat tvar

ali (7o, (k) Y(Tk) s b (Th), Ky (T3)) + O(AT)?, (5.21)

(e + AT) = x(78)

0N e e(m), y(m) (). Ky (7)) + O(AT, (5.22)

0
y(1e + AT) = y(7) + AT@ky

ko(mh + AT) = ky(m1) — AT%—ZI(Tk, 2(1x), y(7h), ke (71), by (1)) + O(AT)?, (5.23)

OH
ky(mi + A7) = ky(T8) — ATa—y(Tk, z(1x), Y(7), k(1) by (12)) + O(AT)?. (5.24)
Presnost tejto metody je ale vo vacsine pripadov nedostatocna. Existuji vSak i metody
vyssich radov, najcastejsie sa pouziva metoda Runge-Kutta 4. radu [27]. Oznacme:

d
b= 22 (s 1 (70); sy (70). (5.25)
T
Zadefinujeme dalSie tri vyrazy pre zlepSenie presnosti metody:

dy; 1 1
ly = e (T + = AT y1(mx) + = AT Iy ey Yn(Th) + §AT ), (5.26)

dy; 1
I3 = T (Tk + AT y1(me) + AT loy ooy Yn (Th) + §AT o), (5.27)

dy;

Iy = T (11 + AT, y1(73) + AT - U3, ooy Y (1) + AT - 13). (5.28)

Potom moézeme namiesto vyrazu (5.20) y;(7) pre i € n pouzit:

1
Yi(Te + AT) = yi( T, y1(Th) 5 s Un(T0)) + EAT(h + 20y 4 2l3 + 1g) + O(AT)°. (5.29)

Metoda vyssieho radu ma vyhodu v tom, Ze jej chyba je mensia, pretoze je imerna vyssej
mocnine kroku A7.

Dalsou moznostou je pouzit niektort z metdd s adaptabilnym krokom. Tieto metddy
st najlepsim kompromisom medzi vysokou presnostou a minimalizovanim pocitacového
vykonu. Velkost kroku je kontrolovana pocas vypoc¢tu a moze byt automaticky pozme-
nend v zaujme presnosti kone¢ného vysledku. Pri metdédach s adaptabilnym krokom st
parelelne pocitané a vzajomne porovnavané dve rieSenia roznych radov. Tymto spésobom
sa zisti, ¢ je presnost rieSenia v akceptovatelnej tolerancii. Odhad chyby sa porovna
s maximalnou moznou akceptovatelnou velkostou chyby. Ak je vicsi nez akceptovatelna

53



hodnota, vypocet opakujeme s mensou hodnotou kroku. Naopak, ak je presnost este
vys8ia, nez je vyzadované, velkost kroku moéze byt zvicSena, aby sa zniZzil vypocetny
vykon.

Jednou z metod s adaptabilnym krokom je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda, ktora
porovnava riesenie metoédy Runge-Kutta stvrtého radu s metédou Runge-Kutta pia-
teho radu. Este presnejsou je Dormand-Princeova metoda, ktoré tiez porovnava rieSe-
nie Stvrtého a piateho radu, ale vyznacuje sa vySSou presnostou nez Runge-Kutta-
Fehlbergova metéda. Vypocet rieSenia pre Dormand-Princeovu metédu je mozné néjst
napr. v dokumente [28].

Z predchadzajucich odstavcov vyplyva, zZe riesenie polohového vektoru x = (z,y) a vl-
nového vektoru k = (k,, k) moézeme hladat pomocou iteracii, ktoré sme schopni napisat
v nejakom programovacom jazyku. Vystupom bude zoznam pozicii (z,y) a (ks ky).
Pozicie (z,y) modzeme uz jednoducho zobrazit v l'ubovolnom programe, ktory umoznuje
kreslenie grafov, a spojit v jednu krivku. Krivka bude aproximéciou svetelného lica.

Urdili sme si v8eobecny navod, ako dant problematiku riesit. V nasledujicom texte tieto
poznatky zuzitkujeme a ukdzeme si konkrétnu aplikaciu. Predtym si v8ak povieme péar
slov o 8lirovej metode.

5.3 Princip Slirovej metody

Optické zobrazovacie metody su zaloZzené na tom, Ze zmena hustoty rychlo pridiaceho
skiimaného plynu sivisi so zmenou indexu lomu plynu. Svetelné lice, ktoré prechadzaju
miestom nehomogénneho rozlozenia hustoty st odchylené od povodnej trajektorie a do-
chadza k ich fazovému posunu.

Najjednoduchsou metodou je tieriovd metdda. Luce zo svetelného zdroja prechadzaju
jednou alebo dvoma SoSovkami (zélezi na tom, ¢i sa pouziva paralelny alebo rozbiehavy
zvazok lucov, a tiez ¢ sa ako zdroj svetla pouziva laser alebo iny zdroj svetla). Pokial
nie je druha derivacia indexu lomu prostredia konStantna, na tienidle buda viditelné
nepravidelné plochy s réznymi odtienmi a kazdy la¢ sa bude lamat pod inym uhlom.
Ak je derivacia nulova, a teda gradient indexu lomu je konStanta, uhol lomu je rovnaky
pre vSetky lace prechadzajice danou oblastou. Informacie o tienovej metdde sme ¢erpali
z prace [29].

Pre nas bude momentalne dolezita slirova metoda, ktora sa pouziva i pri diagnos-
tikach plazmy. Slovo schliere pochadza z nemé¢iny a znamenda Smuha. V tomto konkrét-
nom vyzname oznacuje lokdlnu nehomogenitu v transparentnej latke, v ktorej sa svetlo
lame nepravidelne. Metodu prvykrat pouzil v 17. st. R. Hook, ked pozoroval teplotné
gradienty vo vzduchu spodsobené svieckou. Neskor v 19. storoc¢i ju pouzival Foucalt na
pozorovanie optickych nehomogenit v skle [30]. Rozdiel od tiefiovej metody je v tom, Ze
po prechode svetla nehomogenitou sa nasledne filtruju lice Siriace sa vybranym smerom
pomocou 8lirovej clony s britom [29]. Tato metoda je citlivd na prva derivaciu indexu
lomu. Spravidla sa 14¢ $iri plazmou ako riadna vlna, ktord sme uz v tejto préaci spominali.
Odvodili sme i vztah pre druhtt mocninu indexu lomu riadnej viny v tvare

2 2
wie(x n, (x)e

N(x)=1- pei ) :I—L)Q (5.30)
w MeE W

Koncentrécia elektrénov n, = n, (x) nemusi byt vSeobecne konstantou, ako sme uz

naznacili i v predoslom texte. Pri prechode nehomogenitou moze zavisiet na suradniciach
polohy. Prie¢ny gradient koncentrécie plazmy potom sposobi zmenu indexu lomu a odklon
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lica od povodného smeru. Brit zacloni neodklonené lice a na tienidle sa zobrazia len
luce ovplyvnené plazmou. Na slirovej fotografii nevidime plazmu, ale vidime oblasti, kde
je gradient indexu lomu a teda i koncentracie nenulovy. Znamena to, Ze vidime hranice
Struktir, ktoré sa v plazme nachadzaju [1].

Nech je teda lac svetla vyslany v smere osi x. V dosledku zmeny % sa lame pod uh-
lom a.
Pre tento uhol plati vztah:
10N
a = — —duz. 5.31
Ny (5.31)

Odvodenie predoslého vztahu sa da najst napr. v literattrach [30] a [31]. Z hodnoty uhlu
a sa da odhadnit priemerné elektronova koncentracia.

Principidlna schéma Sslirovej metédy je znézornend na obrazku Obr. 5.1, ktorého
nékres bol ingpirovany literatturou [32]. Samotna zlozitost aparatiry uz zavisi na konkrét-
nom experimente.

I

brit | Ls film

laser

Ly Lo

Obr. 5.1: Schéma Slirovej metddy. Na obrazku je znazorneny laser, Sosovky Ly, Lo a L3, oblast plazmy
s kruhovym prierezom, brit a film.

5.4 Zobrazenie prechodu liica plazmovou nehomogenitou

V nasledujucej ¢asti prace aplikujeme vsetky vyssie uvedené poznatky na to, aby sme
zobrazili prechod svetla anizotropnym nehomogénnym prostredim. Budeme volit jeden
¢, ktorého zdroj je laser. Ak bude koncentracia zavisla na priestorovych sturadniciach,
budeme ocakavat odklon od pévodného smeru, presne tak, ako sa to o¢akava pri vyssie
spominanej Slirovej metode.

Zvolime plazmova nehomogenitu v tvare valca s polomerom R. Budeme predpokladat,
7e mé pozdlz osi z konstantné vlastnosti, a preto budeme zobrazovat iba prierez pinéu.
Laserovy luc¢ bude pusteny v smere osi z. Uhol, ktory budeme sledovat, bude uhol odklonu
od poévodného sirenia «. Principidlna schéma je zobrazena na Obr. 5.3.

Pred tym, nez sa la¢ dotkne plazmy, jeho vilnovy vektor k = (k,, k) bude mat nulova
zlozku k,. Predpokladame, Ze v okoli zariadenia sa svetlo $iri ako vo vakuu, a x-ovej
zlozke vlnového vektoru priradime hodnotu

ky =

W
C

(5.32)
Ked sa la¢ dotkne plazmy, frekvencia viny sa v zavislosti na vinovom vektore bude menit

podla predpisanej disperznej relacie. Budeme predpokladat, Ze poc¢iatoéné magnetické
pole v plazme By = (0,0, By) je konstantné a smeruje pozdlz osi z. Laserové svetlo sa
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Obr. 5.2: Principidlne zobrazenie ohybu luca pod uhlom « v désledku zmeny indexu lomu a jeho dopad
na Sosovku L.

siri kolmo na spominané pole. V tretej kapitole sme odvodili, Ze sa takto mozu sirit dva
typy vin, vlny riadna a mimoriadna. Disperzné relacie oboch vIn zapiSeme v implicitnom
tvare a oznac¢ime ich ako hamiltoniany. Pre riadnu vinu to bude

H=Hy=w—uw(x) -k =0, (5.33)
a pre hamiltonian mimoriadnej viny bude platit

H = Hy = (W — w2 (x))(w® — wl(x) — °k?) — wl(w? — k%) = 0, (5.34)

ce

kde
2 2 2
k* =k, + k. (5.35)

Na vypoé¢ty derivacii v Hamiltonovych rovniciach (5.16), na vypocet diferencialnych
rovnic a na grafické znazornenie prechodu laserového laca plazmou, sme pouzili pro-
gram Matlab, verziu Matlab R2015b. Jednym z dévodov bolo, Ze softvér obsahuje funkciu
na derivaciu funkcie podla vybranej premennej, ¢o ndm zna¢ne urychlilo vypocet.

V programe je taktiez mozné pouzit niektoré z metdéd na rieSenie sustavy diferen-
cidlnych rovnic, napr. Dormand-Princeovu metédu rozoberantu v c¢asti 5.2, implemen-
tovant pod nazvom ode45. Podla internetovej dokumentacie [33] k softvéru Matlab je
Dormand-Princeova metéda vhodné na rieSenie vacsSiny systémov obycajnych diferen-
cidlnych rovnic, a vo vSeobecnosti prvou volbou, po ktorej by sme mali z dostupnych
moznosti siahnut. V pripade, Ze by ndm stacila nizSia presnost, bola by postacujica
i niektora z metod z nizSieho radu, ktora je efektivnejsia. AvSak vypocetny cas sa ukéazal
byl v nasom pripade nizky (v rade sekind), a nemalo preto zmysel uberat kvoli efek-
tivnosti na presnosti.

Matlab zéroven poskytuje nastroje na rieSenie tzv. stiff rovnic. V jednoduchosti
povedané, stustavy rovnic su vtedy stiff, ak je rieSenie rovnic rozdelené na casti, ktoré sa
menia v ramci velmi rozdielnych 8kal. Rovnice tohoto typu moézeme v programe Matlab
identifikovat tak, Ze ich program nie je schopny vyriesit, alebo ak vypodcet trva velmi
dlho.
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Po otestovani rovnic (5.16), do ktorych sme dosadili hamiltoniany v tvare (5.33) a (5.34)
sme zistili, Ze podobny problém v nasich rovniciach nenastava. Po uvahach zhrnutych v
predoslych odstavcoch sme dospeli k zéveru, Ze najvhodnejsia metoéda pre nasu tlohu je
prave Dormand-Princeova metoda, a preto sme ju pouzili v rdmci rieSeni v celej tejto
praci.

Dalgou vecou, ktort sme si potrebovali ujasnit boli hodnoty pouzitych veli¢in. Nepouzi-
vali sme hodnoty, ktoré by zodpovedali realnym tidajom v jednotkach SI. V tychto jed-
notkich pracujeme radovo s prilis velkymi a malymi ¢islami. Preto sme zvolili uhlova
frekvenciu laserového laca, rychlost svetla a velkost vinového vektora vo vakuu v jed-
notkovej velkosti. Ostatné velkosti veli¢in, konkrétne plazmovej a cyklotronovej frekven-
cie elektronov a x-ovej a y-ovej zlozky vinového vektoru a polomeru pinc¢u sme prepocitali
vzhladom ku spominanym veli¢inam. Jednoduchy prehlad pouzitych jednotiek je mozné
najst v tabulke Tabulka 5.1.

Veli¢ina | Jednotka v SI | Jednotka pouzita v Ray Tracingu

w s1 w
c m-s! c
k m~! k
Wpe 51 w
Wee g1 w
- m~! k
ky m~! k

R m k1

Tabulka 5.1: Zdpis velicin v jednotkdch pouZitijch v Ray Tracingu.
Ako svetelny la¢ sme volili 1a¢ s vinovou dlzkou
A = 530 nm. (5.36)

Velkost vlnovej dlzky (5.36) zodpoveda vlnovej dizke svetla s umelo zdvojnasobenou
frekvenciou laseru Nd:YAG, ktoré bolo pouzité pri experimentoch so Slirovou metdédou
v praci [34].

Hodnoty plazmovej a cyklotronovej frekvencie sme volili rovnaké, ako v kapitole
o vykreslovani Stixovych koeficientov, kde sme pouzivali hodnoty pre 6-pin¢ podla [15]:

wpe = 0,002 w Wee = 0,001 w (5.37)

Pouzili sme aj profil magnetického pola resp. cyklotronovej frekvencie elektronov zéavisly
na polohovom vektore, ktory je podla [35] jednym z moznych stavov pre 6-piné:

Wee(X) = Wee' \/ 1 — /Be_%. (5.38)

Za wee dosadili hodnotu (5.37). Parameter 5 sa pouZiva pre oznacenie pomeru hydro-
statického a magnetického tlaku. Vyuzijeme hodnotu dosiahnutti v experimente z ¢lanku
[17], 3 =0,8.

Pociatocna velkost z-ovej zlozky vinového vektoru bola zvolené ako jednotkové, y-ova
ako nulova.

Skéla, ktort sme pri vykreslovani volili bola prispésobena uhlu odklonu. Na schéme
Obr. 5.3 sme naznacili uhol odklonu « pre nazornu predstavu, v skutocnosti st ale
tieto uhly malé, mensie ako jeden stupen. Preto sme volili velkost 8kaly na ose = ako

o7



dvojnasobok polomeru pin¢u 2R a velkost 8kaly na ose 3 2-107° R. Stred plazmovej oblasti
sme urcili ako polohu (x,y) = (0,0). La¢ sme ,yypustili“ z polohy (z,y) = (=3R/2, R/2)
Vv smere 0sl .

Pri Ray Tracingu boli pouzité klasické tri priebehy koncentracie elektronov ako funkcie
priestorovych suradnic, ktoré sa uvedené v literature [36], a ich predpisy je mozné najst
nizsie v texte pod oznaceniami (5.41), (5.42) a (5.43). Hodnota r = /22 + y? predstavuje
vzdialenost od stredu pincu.

VoIba polomeru pinc¢u bola volitelna. Ak sa pozrieme na predpisy pre koncentracie
(5.41), (5.42) a (5.43), zistime, ze vo vSetkych sa polomer pin¢u vyskytuje vo vyraze
r/R, ktory je bezrozmerny. My sme pouZili hodnotu R = 10k~!. Uhol odklonu li¢a sme
pocitali podla vzorca .

tg a = X (5.39)

kde pre malé uhly stac¢i pouzit aproximéaciu
Y
~— 5.40
ox (5.40)

Vyznam Y a X znazoriuje schéma na Obr. 5.3.

@]
s

X

Obr. 5.3: Vypocet uhlu odklonu « od pévodného smeru podla vzorca (5.40). La¢ je znézorneny Cervenou
farbou.

V nasledujicom texte je mozné najst vysledky Ray Tracingu priradené ku konkrétnym
koncentraciam elektréonov.
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a) Konstantny gradient

V pripade, Ze v Ray Tracingu dosadime za elektréonovi koncentraciu predpis

r

Ne(T) = Neg <1 - E> prer € (0, R), (5.41)

ktory je ako priebeh funkcie zavislej na r zobrazeny na Obr. 5.4, jej gradient bude kons-
tatny. Vizualizaciu prechodu laserového laca plazmou je mozné néjst na Obr. 5.5. Uhol
odklonu od pdévodného smeru « sa ukézal byt pri danej presnosti rovnaky pre riadnu
vlnu, mimoriadnu vinu s konstantnou cyklotronovou frekvenciou (5.37) ako aj s premen-
nou cyklotronovou frekvenciou v tvare (5.38).

Obr. 5.4: Priebeh koncentrdcie elektronov ne(r) v tvare (5.41).

Ne(T)

€0

Obr. 5.5: Prechod lica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu o polomeru R, koncentrdcia
plazmy je rovnd (5.41). OranZovou farbou je znézornen4 oblast vyskytu plazmy.
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b) Pokles gradientu pri okraji

Na Obr. 5.7. je mozné néjst ohyb laserového luc¢a pod uhlom « v désledku zmien kon-

centracie v tvare X

Ne(r) = e, (1 - %) prer € (0, R), (5.42)

zobrazenom na grafe Obr. 5.6. Gradient (5.42) klesa smerom k okraju a uhol odklonu
je vyraznejsi nez v predoslom pripade b). Odchylenie svetla od pévodného smeru nie je
v ramci danej presnosti pre riadnu vlnu, mimoriadnu vlnu s konstantnou cyklotrénovou
frekvenciou (5.37) a s premennou cyklotrénovou frekvenciou v tvare (5.38) odlisné.

Obr. 5.6: Priebeh koncentrdcie elektronov ne(r) v tvare (5.42).

Ne(r)

€0

Obr. 5.7: Prechod lica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu s polomerom R, koncentrdcia
plazmy je rovnd (5.42). OranZovou farbou je znézornend oblast vyskytu plazmy.
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c) Pokles gradientu v strede

Posledny profil koncentracie, zobrazeny na grafe Obr. 5.8, ktorym sa budeme zaoberat,
ma tvar

ne(r) = _n§0 ln% prer € (R/20, R), (5.43)
Ne(r) = Neg pre r € (0, R/20).

V blizkosti stredu pincu je koncentracia konstatné a gradient bude preto nulovy. Uhol
odklonu a od pévodného Sirenia viny zobrazeny na Obr. 5.9 je mensi, nez v pripadoch
a) a b). Pre priebeh koncentracie v tvare (5.43) plati rovnaky fakt, ako pre priebehy
(5.41) a (5.42), a to ze pre riadnu vlnu, mimoriadnu vlnu s konstantnou cyklotronovou
frekvenciou (5.37) ako aj s premennou cyklotrénovou frekvenciou v tvare (5.38) je odklon
laserového svetla od pévodného smeru identicky.

Obr. 5.8: Priebeh koncentrdcie elektronov ne(r) v tvare (5.43).

Ne(r)

n —
e0

Obr. 5.9: Prechod lica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu s polomerom R, koncentrdcia

plazmy je rovnd (5.43). OranZovou farbou je znazornena oblast vyskytu plazmy.
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5.5 Zobrazenie prechodu laca plazmou s nenulovym azimutal-
nym magnetickym pol'om

V tejto podkapitole sa pokiisime uréit, ¢i azimutalne magnetické pole pritomné v plazme
vplyva na ohyb Siriaceho sa svetla a opét k tomu vyuzijeme Ray Tracing. V experimental-
nom zariadeni z-pinc¢ zobrazenom na Obr. 5.10, vytvéara prad tedici plazmou pozdlz osi
medzi dvoma koncovymi elektrodami azimutalne magnetické pole, ktoré stlaca (pincuje)
plazmu a oddeluje ju od stien, ako to popisuje kniha [14].

Z-pin¢ je podla [36] jednoduché a relativne lacné zariadenie, ktoré sa vyuziva ako
zdroj rentgenového Ziarenia, zdroj spektier viacnasobnych i6nov, zdroj elektréonov, ionov
a neutréonov s vysokou energiou, aktivne prostredie pre rentgenové lasery, alternativa
inercidlnej fazie ¢i zdroj silnych magnetickych poli a suprahustych latok.

Obr. 5.10: Schéma z-pincu. Pridova hustota j, mé smer osi z, magnetické ma nenulovd iba azimutalnu
zlozku By. Nakres obrazku bol inspirovany literaturou [16].

Ako sme spominali, v z-pinéi je nenulova azimutéalna zlozka magnetického pol'a, a nam sa
v tejto praci podarilo odvodit tenzor permitivity a disperznii relaciu pre magnetické pole,
ktoré ma nenulové zlozky v smere x a y v kartézskych siradniciach. VSeobecne je mozné
pocitat disperzni relaciu i v cylindrickych, teda valcovych stradniciach, jednoduchsie
vSak bude previest magnetické pole do kartézskych zloziek. Doévodom je nas zaujem
o aplikiaciu Ray Tracingu na dany problém a potreba znalosti polohy la¢a x = (z,vy)
v kartézskych suradniciach, v ktorych sa velmi jednoducho graficky znazornuje.

Zapisme skalarny sucin vektora magnetického pola a diferencidlu polohového vektora
v kartézskych suradniciach (x,y, z), v ktorych ma diferencial tvar (dz, dy,dz) a v cylin-
drickych suradniciach (r, 0, z), v ktorych mé diferencial tvar (dr,df,dz). Oba vyrazy sa
musia rovnat:

B - dx = B,dz + Bydy + B.dz = B,dr + Byrdf + B.dz. (5.44)

Pre valcové sturadnice a ich diferencialy plati:

Y X

x Y
r= /22 + 12, dr = ———do + —Z——dy, 5.46
Yy /x2—|—y2 /$2+y2 y ( )

z =z, dz =dz. (5.47)

0= arctgy, df =
x
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Dosadme vyjadrené diferencialy do (5.44) a polozme B, = B, = 0:

B-dx = B,dx + B,dy = Byrdf = —By

2 \/:c2+yd3:—|-Bg o \/:U2+ydy—
(5.48)

dx + By (549)

By—d S 1
/272 + y2 /172 + y2
Odtial uz mame vyjadrenie pre zlozky magnetického pola v kartézskych suradniciach

Y

B, = —By—Y 5.50
0 /ZL‘2 +y2 ( )

a x
B, = By (5.51)

NZZERT

Tvar azimutalnej zlozky pre z-piné, ktoru je mozné odvodit z Ampérovho zékona, je

podla [34]| rovna

pol (r)
2rr

By = , (5.52)
kde I(r) je prud tecici vo vzdialenosti 7 = /22 + y? od stredu pin¢u s polomerom R.
Ak predpokladame, Ze hustota pradu je v pinéi konstantna , mozeme podla [34] pisat

7“2

R?’
kde Iy je celkovy prud. Polomer pin¢u sa v priebehu celého vyboja meni, zaroven nasta-
vaju nestability, ktoré nezachovavaju valcovi symetriu. V nasej praci sa ststredime iba
na jednoduchu aproximéciu uvazujucu predoslé vztahy a predpoklad, Ze polomer pinc¢u
R je pocas prechodu elektromagnetickej viny z laseru konstantou.

Po dosadeni vztahu (5.53) do (5.52) a nasledne (5.52) do (5.50) a (5.51) dostaneme
vysledné vztahy pre zlozky B, a B,:

I(r) = I (5.53)

B, = Byb, = —B,” (5.54)
T

2 x
B, = Byb, = By—, (5.55)

r

kde sme vyrazom By oznacili vztah
tolo

By =—. 5.56
7 onr ( )

Za sktmané hamiltonidny oznac¢ime disperzné relacie (3.81) a (3.82).
Vlnova dlzka laseru, ktorého svetlo budeme graficky znéazoriiovat bude opét rovna
hodnote (5.36). Za hodnotu [y vo vztahu (5.56) dosadime nasledujicu hodnotu pradu:

Io = 40 KA. (5.57)

Za profil koncentracie zvolime predpis

Me(r) = ne, (1 - ;—22) pre 1 € (0, R), (5.58)

zobrazeny na Obr. 5.11. Za hodnotu n, dosadime
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Obr. 5.11: Priebeh koncentracie elektronov ne(r) v tvare (5.58)

ne(r)

€0

n, =10 m™>. (5.59)

€

Polomer pin¢u nech méa velkost
R =0,5 mm. (5.60)

Velkosti pradu, elektrénovej koncentracie a polomeru pinc¢u a predpis pre elektrénovu
koncentraciu sme Cerpali z prace [34]. V préci je popisany priebeh experimentu s uh-
likovym vldknom s polomerom 25 pm. Vybrané hodnoty boli dosiahnuté pocas stavu
stagnécie pin¢u. Stagnécia v experimente trvala niekolko nanosekind az desiatky nano-
sekiind, nez zacala explozia vldkna. Tento stav sa c¢astokrat aproximuje rovnovaznym
stavom z-pincu.

Pri uvazeni vlnovej dlzky (5.36), polomeru (5.60) a prudu v pinéi (5.57) mozeme
vypocitat velkost wy = eBy/me vzhladom ku frekvencii prechadzajucej viny

wo =4-10""w. (5.61)
Pre pomer plazmovej frekvencie a frekvencie prechédzajicej viny plati
Wpe(1) = 0,05 (r)w. (5.62)

kde nq(r) je v tvare (5.58). VolIba velkosti polomeru pin¢u v Ray Tracingu bude ako
v predoslom pripade 10k~! a stred bude umiestneny v bode (x,y) = (0, 0).

Lu¢ zobrazeny na Obr. 5.12 sme vyslali z miesta (z,y) = (—3R/2,R/2). Velkost
uhlu odklonu « bola rovnaka pre hamiltonidny v tvare (3.81) a (3.82) a pre hamiltonian
prislusny riadnej vine (5.33). Zaujimalo nés, ¢i by extrémne velké magnetické pole malo
na ohyb laca nejaky vplyv. Preto sme za By dosadili By = 1000 T. V praci [34] je skuto¢ne
spomenuté, ze z-pince sa mozu pouzit na produkovanie az takto vysokych magnetickych
poli. Preto sme skisili v Ray Tracingu pouzit hodnotu

wo = 0,05 w, (5.63)

prislusni spominanému magnetickému polu. Uhol ohybu to vSak stale nezmenilo.

Na Obr. 5.13 sme la¢ vypustili z miesta (x,y) = (—=3R/2, 0,9R). Velkost uhlu odklonu
a bola opét rovnaka pre hamiltoniany v tvare (3.81) a (3.82) s dosadenim hodnot (5.61)
aj (5.63) a pre hamiltonian prislusny riadnej vlne (5.33).
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Obr. 5.12: Prechod lica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu s polomerom R a jeho
odklon pod uhlom «. Plati, ze wpe = 0,05 w. Pouzité boli hamiltonidny v tvare (3.81) a (3.82) pre
wo = 4-10~*w awp = 0,05 w a hamiltonian prislusny riadnej vine (5.33). OranZovou farbou je znazornena
oblast vyskytu plazmy.

Obr. 5.13: Prechod lhica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu s polomerom R a jeho
odklon pod uhlom «. Plati, ze wpe = 0,05 w. Pouzité boli hamiltoniany v tvare (3.81) a (3.82) pre
wo = 4-10~*w awp = 0,05 w a hamiltonian prislusny riadnej vine (5.33). OranZovou farbou je znazornena
oblast vyskytu plazmy.
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Na Obr. 5.14 sme 1a¢ vypustili z miesta (z,y) = (—3R/2, 0,1R). Velkost uhlu odklonu «
bola opét rovnakéa pre hamiltoniany v tvare (3.81) a (3.82) s dosadenim hodnoty (5.61)
a pre hamiltonian prislusny riadnej vine (5.33). Ak sme v8ak dosadili za wy hodnotu
(5.63), uhol odklonu sa narozdiel od ostatnych disperznych relacii zmenil pre obidve
disperzné relacie (3.81) a (3.82) o 0,3 - 107 stupiia. Pri kazdej z nich sa vSak zmena
prejavila opacnym smerom odklonu.
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1.008 |- 2
1.006
1.004
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0.996

0.994 -

0.992 -

0.99 ‘ ‘
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Obr. 5.14: Prechod lhica symetrickou plazmovou nehomogenitou v tvare kruhu s polomerom R a jeho
odklon pod uhlom «. Plati, ze wpe = 0,05 w. Pri zobrazeni luca 1 bol pouzity hamiltonidn v tvare (3.82)
pre wo = 0,05 w. Pri zobrazeni lt¢a 2 boli pouzité hamiltonidny v tvare (3.81) a (3.82) pre wy = 4-10™%w
a hamiltonian prislusny riadnej vine (5.33). Pri zobrazeni lu¢a 3 bol pouZity hamiltonian v tvare (3.81)
pre wp = 0,05 w. OranZovou farbou je znazornena oblast vyskytu plazmy.
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Zaver

Hlavnym cielom tejto prace bolo preskumat vplyv réznych éinitelov na vysokofrekvencény
tenzor permitivity v plazme. Motivaciou k teoretickému rozboru spominane;j veli¢iny bolo
predovsetkym vyhodnotenie spravnosti bezne pouzivanych vztahov, v ktorych sa vplyvy
ako magnetické pole, i6ny a tlak zanedbavaju. Zaujimalo nés, ¢i je tato aproximacia
vhodné nielen z teoretického hladiska, ale zaroven i to, aky vplyv moze mat na konkrétne
experimentalne pouzitie.

Po uvodnej casti prace, v ktorej sme objasnili zaklady fyziky plazmy, sme preski-
mali vplyv réznych &initelov na permitivitu plazmy. Najprv sme odvodili jej predpis
pre chladni plazmu, v ktorej magnetické pole, iony a tlak castic zanedbévame. Jedna sa
o najcastejsie zauzivany vztah, ktory je zéavisly iba od frekvencie prechadzajicej viny
a plazmovej frekvencie elektronov. V dalSom odvodeni sme zohladnili aj pohybovi
rovnicu i6novej tekutiny, ktora sa obvykle zanedbava kvoli vysokej hmotnosti iénov.
Tieto tazké castice nestihaju vysokofrekvencné deje sledovat. Dalej sme sa pozreli na to,
ako magnetické pole meni predpis permitivity plazmy. Magnetické pole sposobuje ani-
zotropiu a preto permitivita nabera tvar tenzoru, ktorého nenulové ¢leny zapisujeme
pomocou Stixovych koeficientov. Iony, ako nabité castice, st magnetickym polom tak-
tiez ovplyviiované. Ked sme nasledne v odvodeniach zohl'adnili vplyv ionov, zistili sme,
Ze tenzor vykazuje ku svojim komponentom (elektronom a iénom) aditivitu. Vplyv tlaku
sme zohl'adnili pre vinu, ktora mé iba jednu nenulovt zlozku v kartézskych stradniciach,
zv1ast pre elektrony, a nasledne pre elektrony aj iony, pricom magnetické pole sme zaned-
bali. Zistili sme, ze prvky na diagonéle sa vzajomne odlisuju. Preskimali sme taktiez
tvar tenzoru pre magnetické pole, ktoré ma vsetky kartézske zlozky nenulové. Tenzor
mé v takom pripade vSetky komponenty nenulové a nie je mozné ho zapisat pomo-
cou formalizmu Stixovych koeficientov. Je potrebné dodat, Ze vo vSetkych spominanych
odvodeniach sme zanedbali zrazky jednotlivych castic.

To, 7ze sme odvodili predpis pre tenzor permitivity, sme nasledne zuzitkovali k ziste-
niu tvarov disperznych relacii. Zistili sme, Ze elektromagneticka vina sa moze v plazme
bez povodného magnetického pola §irit ako riadna vlna zéavisla na vlnovom vektore,
rychlosti svetla a plazmovej frekvencii elektronov. Sposob Sirenia elektromagnetickej viny
v pritomnosti magnetického pola v plazme zavisi na smere jej Sirenia. RovnobeZne s mag-
netickym polom sa moze §irit Tavotociva a pravotociva vina. Kolmo k pésobiacemu mag-
netickému polu sa disperznéa relacia rozdeluje na dve vetvy, na spominant riadnu vlnu
a na mimoriadnu vlnu, ktorej Sirenie okrem faktorov ovplyviujicich Sirenie riadnej viny
ovplyviuje este cyklotronova frekvencia elektronov. Zistili sme, aky vplyv mé na pravo-
to¢ivi, Tavotociva vinu, plazmové oscilacie a riadnu a mimoriadnu vinu pritomnost iénov.
Pri zahrnuti tepelného pohybu castic sme dospeli k zaveru, Ze elektromagnetickd vina
sa plazmou §iri nezavisle od plazmovej viny. Nakoniec sme prisli na to, ako vyzeré pred-
pis pre vilny Siriace sa plazmou s magnetickym polom s dvomi nenulovymi kartézskymi
zlozkami.

Grafické znazornenie Stixovych koeficientov nam pomohlo potvrdit predpoklad, Ze
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tazké iony Sirenie vin vysokych frekvencii neovplyviiuji. Zretelny vplyv na ich priebeh
ako funkcie frekvencie mé magnetické pole. Najvyraznejsie sa tento vplyv prejavuje
v oblasti, kde je frekvencia prechadzajucej elektromagnetickej viny mensia ako plaz-
mova frekvencia elektronov. Pre Sirenie riadnej viny je tato oblast nepodstatna, kedze sa
v spominanom rozpéti $irit nemoze. Mimoriadnu vlnu mézu zmeny koeficientov ovplyvio-
vat na frekvenciach vyssich ako I'avd medzna frekvencia. So zvySujicou sa frekvenciou
vlny sa Stixove koeficienty limitne priblizuji chovaniu vo vakuu.

Vsetky vyssie uvedené poznatky sme v zévere prace prakticky aplikovali. Ukazali
sme, ze pomocou disperznej relacie moézeme zistit tvar Hamiltonovych rovnic pre elek-
tromagneticki vinu, analogicky tym v klasickej mechanike. Pomocou grafickej metody
Ray Tracing sme tak boli schopni sledovat drahu svetelného luca a zaroven vypocitat
velkost odklonu od pévodného smeru po prechode plazmou, ktory je dolezity v experi-
mentalnej metdode s ndzvom slirova metoéda. Uhol odklonu svetla je spdsobeny zmenou
gradientu koncentrécie elektrénov, a pomocou §lirovej metdédy mozeme prave vdaka zis-
teniu jeho hodnoty urcit pribliznu velkost elektronovej koncentracie. Nas zaujimalo, ¢
nema na ohyb svetla okrem gradientu koncentréacie zaroven vplyv aj magnetické pole,
ktoré by podla predoslych zisteni mohlo mat ako jediné z rozoberanych veli¢in viditelny
vplyv na ohyb svetla. Zamerali sme sa na laserové svetlo a na znazornenie prechodu
riadnej a mimoriadnej viny cez model #-pin¢u. Pri pouziti konkrétnych experimentéal-
nych hodnot, ako velkost magnetického pola a velkost elektronovej koncentracie, sme
dospeli k vysledku, ze riadna vlna sa v plazmatickom prostredi ohne pod identickym
uhlom ako mimoriadna vlna. Zobrazili sme zaroven, ako azimutélne magnetické pole
v z-pin¢i ovplyvni ohyb luc¢a. Opéat sme dospeli k tomu, Ze magnetické svetlo na ohyb
lica vyrazne neposobi, a plazmou sa $iri ako riadna vlna. Pri vysokych magnetickych
poliach s velkostou okolo 1000 T, ktora je podla [37] hrani¢nou hodnotou v stcasnych
experimentoch so z-pin¢ami, sa vplyv pola objavit moze. Jedna sa vSak o mali zmenu
v ramci toho istého radu velkosti uhla.

Preto zaverom préace konStatujeme, Ze zanedbanie vplyvu magnetického pola, iénov
a tlaku v tenzore permitivity je v experimentalnom pouziti, Specialne v slirovej metode,
adekvatne, a odporucame nadalej predpokladat, Zze laserovy lu¢ sa plazmou Siri ako
riadna vlna neovplyvnena magnetickym polom.
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Matematicky dodatok

V dodatku je mozné najst strucény prehlad tedrie tykajucej sa Fourierovej transformaécie,
ktora suvisi s konkrétnou fyzikalnou aplikdciou v nasej praci. Slazi na rychlu orientaciu
v texte a na vytvorenie asociicie s matematickou teériou. Nezahiiia komplexna teériu
k tejto problematike a ani to nie je jej ticelom. Hlbsie poznatky o Fourierovej trans-
formacii je mozné ziskat v niektorej z knih venujucich sa matematickej analyze, napr.
v ucebnici [38]. Z tejto ucebnice su citované vsetky definicie a vety uvedené v dodatku.

Definicia 1
Symbolom Ly (a,b) oznacime Hilbertov priestor vsetkijch funkcii definovanych skoro vsade
na (a,b), ktorych absolitna hodnota je integrabilnd na (a,b), pricom plati

—00 < a<b< oo

Definicia 2

Bud f € Li(R,,) kompleznd funkcia (redlnej premennej). Jej (priamu) Fourierovu trans-
formdciu f (piseme tiez (Ff)), respektive opacni transformdciu f (piseme tiez (F_1f))
definujeme predpisma:

FE) = :; 2)e@9dy
F& = FNE = g [ S@Oa (5.64)
F(6) = (Fyf)(€) = —m (1)e O dz, (5.65)

(Ver)™ Jg,,

Vidime, ze v nasom pripade (1.5) prevadzame Fourierovu transformaciu funkeii v (¢, x)
a a(w, k), pricom w je na k zavisla, preto sta¢i integrovat cez k.

Ukézeme si najprv formalne, ako mozeme tieto vyrazy ziskat pomocou Fourierovej
transformacie.

Veta 1 (derivacia Fourierovej transformacie, Fourierova transforméacia deriva-
cie)

a) Nech f € Li(R,,), z; - f € Li(R,,) pre nejaké j (j=1,2,...m).

Potom funkcia f md derivdciu podla &; a plati

o - .
(g_jf)@ = (iz; - £)(8)- (5.66)
b) Nech pre nejaké j plati f € Li(R,,,) N C(R,,), % € Li(R,,) NC(R,,).
Potom plati - ’
e = =i ) (5.6)
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