Cvi€eni 1 Definice 0;;, €iji, Finsteinovo sumacni pravidlo, 6, €;jkEimk-
Cviceni 2 Pomoci Einstenova sumacniho pravidla dokazte ndsledujici indetity:

rot(grad ) =0
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax (VxB)+ B x (VxA)

Cviceni 3 Zopakujte si vétu o derivovovdni sloZené funkce vice proménnych (Tetézové pravidlo).
Vysvétlete podrobneé schematicky vzorec

of B O_f oy’
oxt Oyl Oxt
Cviceni 4 Dokazte identitu P 5
2 2
A i Tt
#(r) dr?  rdr

Cviceni 5 Reste jednoduché diferencialni rovnice

(1)y =fl), @)y =1W, (3)y =), 4y =IW) 5y =),
kde y = y(z) a f je libovolnd spojitd funkce.

Cviceni 6 * Zopakujte si reseni Newtonovych rovnic pro harmonicky oscildtor, kde ﬁ(f) =—k7
Cviceni 7 Odvod'te inverzni vztah k

2 (b) = §73(2'(b) — 7'(0)), (1)
t.g. T'(b) jako funkci x'(b) a z'(0).

Cviceni 8 Necht slozky veliciny A v bazi e = (eq, s, e3) maji hodnoty (1,2,3) a slozky veliciny B
v tézZe bazi maji hodnoty (4,5,6).

V bazi &€ = (€1,€9,83) = (€1 + €3+ e3,e; —ey+e3, e —e3) md tatdz velicina A slozky (2,0, —1)
a velicina B slozky (15,5, —2).

Je velicina A kovariantni nebo kontravariantni vektor? Je velicina B kovariantni nebo kontra-
variantni vektor?

Pozn: .
1 1 1 - 1 1 2 1
1 -1 0 = 1 1 -2 1
1 1 -1 2 0 =2
Cviceni 9 Necht slozky veliciny C v bazi € = (e1,eq,e3) maji hodnoty (1,1,1) a v bazi € z

predchoziho cviceni magji rovnéz hodnoty (1,1,1). Je velicina C kovariantni nebo kontravariantni
vektor?

Cviceni 10 Necht e; jsou proky ortonormdini baze a f; = e;F7;, kde F' € GL(n) jsou pruky obecné

neortonomdlni baze (fi, ... 1,). Ukazte, Ze skaldrni soucin a-b md v bazi (f1,...,1,), a, tvar
a-b= aibjgij7 (2)
kde gij := F*.F*; je Grammova matice souboru (fi,...,£,).



Cviceni 11 Ukazte, Ze pruky matice g;; definujici skaldrni soucin (2) v obecné bazi lze povazovat
za slozky kovariantniho (tzv. metrického) tenzoru.

Cviceni 12 Transformace skalarniho pole. Jakijch hodnot nabyvd elektricky potencidal soustavy dvou
elektronu vzdalenijch od sebe na délku | ve vztainé soustavé:

(0,€e), kde o je bod lezici ve stredu usecky spojujici elektrony a e je ortonormdlni soustava takovd,
Ze e; sméruje ve sméru spojnice obou elektroni a es, ez jsou na ni kolmé?

(0,€), kde 6 je bod lezici ve vrcholu rovnoramenného pravoihlého trojuhelnika, jehoZ prepona je
tvorena useckou spojugici elektrony a € je ortonormadlni soustava takovd, Ze €, €y smeruji ve sméru
jednotlivych elektroni a €3 je na né kolmd?

Uveédomte si, Ze a¢ funkce U a U maji rizny tvar, popisuji stejné elektrické pole!

Cviceni 13 Ukazte Ze pro libovolné skalarni pole U se velicina grad U transformuje pri orto-
gondlnich transformacich jako vektorové pole.

Cviceni 14 * Ukazte Ze v = det g;;, kde g;; je matice definujici skalarni soucin (2) v obecné bazi,
je skalarni hustota stupne 2.

Cviceni 15 * Ukazte Ze totdlné antisymetrické Levi-Civitovy symboly v dimenzi n
gil,ig,...in € {_1, O, 1}, 51727”.7,” =1 (3)

lze chapat jako slozky GL(n, R)—invariantni kovariantni tenzorové hustoty vahy -1 a invariantni
kontravariantni tenzorové hustoty vihy +1. PouZijte definici determinantu matice.

Cviceni 16 * Ukazte, Ze pokud vy, ..., v,,_1 jsou kontravariantni vektory, pak jejich vektorovy soucin
A, je kontravariantni vektor.

Cviceni 17 * Necht w je orientace vektorového prostoru. Napiste w(vy, ..., v,) ve sloZkdch vektori
v; v ortonormdlni ¢ neortonomdini bazi

Cviceni 18 * Ukazte, Ze | w(a,b) | je obsah rovnobéznika s hranami a,b a | w(a,b,c) | je objem
rovnobéznosténu s hranami a, b, c.

Cviceni 19 * Ukazte Ze v ortonormdini pozitivné orientované bdzi plati pro vektorovy soucin vzorec
axb=[a,b] =¢ja'be,. Zmeéni se vzorec v negativné orientované bdazi?

Cviceni 20 * Rozeberte transformacni vlastnosti jednotlivijch velic¢in vystupugicich v Lorentzové sile
Cviceni 21 * Spocitejte souradnice vektorovijch soucini [a] ve V a [a, b, c| ve Vj.

Cviceni 22 * Napiste jak se zméni slozky vektoru 'V, pseudovektoru A,,, tensoru T, pseudotensori
T, a tensoroviych hustot pri "inversi 0s”.

Cviceni 23 Napiste pravidlo pro skldddni Galileiho transformact (grupovy soucin (.S, v, 7o) a (S, v, 7)),
t.g. (8", V" &) jako funkce (S', V', Zy) a (S,V,Zo).

Cviceni 24 Vypoctéte celkovy moment hybnosti soustavy N hmotnych bodu L' v soustavé S' (vzhle-
dem k pocdtku o') definované transformaci souradnic S — S': 1l = r; —r;(0'), (tj. S =1), kde
soustava S je inercidlni a soustava S’ je:

a) neinercidlni



b) inercialni tj. 7(0') = Wt + @, kde W, @, jsou konstanty. Ukazte, Ze v tomto piipadé pro
izolovanou soustavu plati L' = konst.

¢) soustava hmotného stredu tj. ©(0') = R. Ukaste, %e druhd véta impulsovd md v soustavé

hmotného stredu stejny tvar jako v soustavée inercidlni L=N©,

Cviceni 25 Necht

cosp(t) —sing(t) 0
S = sinp(t) cosp(t) O
0 0 1

Jaké odpovidd transformaci? Spocitejte QU(t).

Cvigeni 26 Ukaste, ze pro libovolné § = (ij, 2, J3) € R
(ST9)is8; = —@i5; = (X P (@)aadle = (2 % (2 x 7))

-

Cviceni 27 Ukazte Ze & = @;&; a pro slozky vektoru Y(t) = Yi(t)e; = Y;(t)&;(t) plati 4 &Y =
ST (V) OxY.

Cviceni 28 Ukaste, 7e w;; = —(SST)i; a @iy = —(STS)y; jsou slozky jednoho a téhoz tensoru v

ruznych bazich a Qa jsou slozky jednoho a téhoz vektoru v ruznych bazich, t.j.
;(t)e; = Q;(t)e;(t) = Q(1).
Navod: PouZijte vzorec pro transformaci bazi a definice Q(t) a Q(t)

Cviceni 29 Véta o viridlu pro magnetické pole: Odvod'te vztah mezi stredni éasovou hodnotou ki-
netické a potencidlni energie pro soustavu nabitych ¢dstic v homogennim magnetickém poli o indukci
B. Predpokladejte, Ze pohyb cdstic probihd v omezené oblasti prostoru omezenymsi rychlostmsi, ¢astice
maji stejnou hmotnost m, stejny naboj q a potencidini energie U je homogenni funkci stupné k v
souradnicich.

Cviceni 30 Co tika véta o viridlu pro linedrni harmonicky potencidl a pro Coulombické pole?

Cviceni 31 * Ukazte, Ze pokud X X a Y Y gsou slozky vektori X a Y v ortonormdlnich bazich
e a e, pak trojice cisel Z; = 62JkX Y, ZZ» = FeipX; Yk, 1 = 1,2,3 jsou slozky jednoho a téhoz
(pseudo)vektoru Z v bazich e a &. Cim je ddno znaménko u Z; ?

Jinak Teceno, vypocet slozek vektorového soucinu vektoru je aZ ma znaménko ve vSech orto-
normalnich bazich stejny.

Cviceni 32 Ukazte, Ze pro téleso s konstantni hustotou hmoty v homogennim silovém poli je mo-
ment sil vzhledem k hmotnému stredu télesa nulovy.

Cviceni 33 Homogenni vdlec s hlavnimi sloZkami momentu setrvacnosti Iy = Iy, I3 na ktery
nepusobi Zadné sily rotuje v case ty whlovou rychlosti 10 rad/s okolo 2. osy. Okolo jaké osy a jakou
rychlosti bude rotovat o 10 vterin pozdéji?

Cviceni 34 Stabilita rotace bezsilového setrvaéniku: Rikdme, Ze rotace je stabilni, kdyz pri malé
zmene Q od volné osy zustdvd tato viychylka trvale mald. Ukazte, Ze stabilni je rotace kolem os s
maximdadlnim a minimalnim hlavnim momentem setrvacnosti, kdezto rotace kolem osy se strednim
momentem setrvacnosti je nestabilni, mald vyjchylka roste a rotace se "preklopi”.
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Cviceni 35 Naleznéte matici otdceni S(t) pro homogenni kouli v bezsilovém prostreds.
Cviceni 36 * Urcete pohyb bodu povrchu homogenni koule v homogennim silovém poli.

Cviceni 37 Jednostrannd neudrzujici vazba: Hmotny bod je poloZen na svislou kruZnici v tésné
blizkosti nejuyssiho bodu kruznice odkud zacne s nulouvou pocdteéni rychlosti klouzat (bez trent)
vlivem tize. Kdy tento bod opusti kruznici?

Ndvod: Napsat Lagrangeovy rovnice 1. druhu, dvakrdt derivovat vazbu, vyjadrit Lagrangeuv mul-
tiplikator, dosadit za rychlost ze ZZE a zjistit kdy je multiplikdator nula.

Cviceni 38 Spocitejte Jacobidny

O3
9L (4)
g

pro prechod ke sférickym souradnicim a cylindrickym souradnicim v R?, takZe &; = i;(r, 9, ¢)
respektive T; = &;(p, ¢, 2). O éem vypovidd (ne)nulovost Jacobidnu?

det

Cviceni 39 Spocitejte vyjadrent kartézskych sloZek rychlosti v; a kinetickou energii %mﬁ 2 ve sférickijch
a cylindrickych souradnicich.

Cviceni 40 Napiste Lagrangeovu funkci volného (Zadné vazby) bezsilového (Zdadné sily) hmotného
bodu v souradnicich (a) kartézskych (b) sférickich (c) cylindrickych.

Cviceni 41 Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery piusobi homogenni gra-
vitacni pole a elastickd centralni izotropni sila.

Cviceni 42 Odvod'te pohybové rovnice matematického kyvadla s pruingm zdvésem tuhosti k a s
rovnovdznou délkou l (délka nezatizené pruziny). Zkoumejte limitu k/m — 400 jako prechod k
1dedlni holonomni vazbé.

Cviceni 43 Ukazte, Ze Lorentzovu silu

—

ﬁzF@ﬁﬁzm(ﬂiﬂ+ﬁx§@ﬁ> (5)
lze ziskat ze zobecnéného potencidlu
lﬁﬂﬁﬂ:eQﬂiﬂ—Uuﬂﬁﬂ» (6)
kde ¢ a /Tjsou potencialy elektromagnetického pole, pro které plati

—

B =rotA. (7)

Cviceni 44 Urcete jak se lisi Lagrangeovy funkce pro nabity hmotny bod v elektromagnetickém poli
pro elektromagnetické potencidaly lisici se o kalibracni transformaci a ukazte, Ze tento rozdil nemd
vliv na Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Cviceni 45 Najdéte obecné souradnice pro hmotny bod vdzany na elipsu, kterd rotuje kolem své
cv s , . . . . , 2 2 2
vedlejsi poloosy s konstantni rychlosti w. Tj. hmotng bod je podroben vazbdm % + % + 7 —1=0 a

xsin(wt) — yecos(wt) =0

Cviceni 46 Odvod’te pohybovou rovnici pro matematické kyvadlo, jehoz délka zdvésu roste linedrné
s ¢asem podle vztahu (t) = lo(1 + kt), kde lo, k jsou kladné konstanty.
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Cviceni 47 Hmotny bod m v homogennnim tihovém poli klouZe bez treni po kruhovém kuZeli svisle
stojicim na $pici. Odvod'te pohybové rovnice v cylindrickijch souradnicich a prislusné zdkony za-
chovani. Diskutujte pripad obecné holonomni vazby na rotacni plochu R = R(z).

Cviceni 48 Ve vodorovné roviné mize klouzat bez treni téleso hmotnosti my. To je spojeno ne-
hmotnou tyci délky | s télesem hmotnosti mo, které kond piusobenim tize kmitavy pohyb ve svislé
roviné. DokaZte, Ze téleso my se pohybuje po elipse a vypocitejte dobu kmitu T' tohoto eliptického
kyvadla pro malé amplitudy.

Cviceni 49 Najdéte vyraz pro obecnou hybnost a obecnou energii nabité ¢dstice v elektromagne-

tickém poli z Lagrangeovy funkce L(Z, 1) = %me — qlp(Z,t) — T+ A7, 1)]

Cviceni 50 Dwva body spojené nehmotnou tyckou ménici se délky: Holonomni rheonomni vazba
= f(Zn), %), t) = (Za) — Z@2)? — U(t)*. Zobecnéné sourtadnice gy, jsou napriklad (yi,y2,ys,0,¢) a

i(1)<y17y27y37‘97 80) = 37+ F? £(2)(y17y27y3797g0> = g_ Fa kde
1
V= (y1,92,y3), r=r(t):= §l(t) (sin @ cos @, sin @ sin ¢, cos 0) .

Spocitejte rychlosti Uy, Ua pomoct zobecnényjch souradnic a rychlosti. OQvérte pravidlo o krdcent tecek.
Urcete vazbové sily.

Cviceni 51 * Ukazte, Ze pro rheonomni holonomni vazby fK()?,t) =0, K=1,...,p plati

Ofk 0z; Ofk

ox, ot | ot =0

Cviceni 52 Ukazte Ze tvar Lagrangeovijch rovnic 2. druhu je invariantni vicéi zamené zobecnénijch
souradnic, t.j. pokud plati

d (iuq i t)) 2 bt = QO i) = 3 FO L ®)
dt 8% y &y aqj y 4y J y 4y . - i aq]"

a ¢ = 4;(d}, - d.,t) pak plati (8), kde g q', G ¢,

Cviceni 53 Ukazte, Ze se tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu nezméni pokud se Lagrangeova funkce
zmeéni o totalni derivaci funkce souradnic a casu, t.7. pokud

L'(g,4,t) = L(g, 4, 1) + G(q, ¢, 1), (9)
kde G(q,4,t) = S g(q,1).

Cviceni 54 Jak se zméni zobecnénd hybnost a zobecnénd energie pri zméné Lagrangeovy funkce o
d 9
79, 1)

Cviceni 55 Prepiste Lagrangeovu funkci
1
L = L(x1, 29, 73,01, 09,03) := ém(vf + v3 + v3) + mgaxs (10)

do cylindrickych souradnic a naleznéte cyklickou souradnici a zachovdvagici se velicinu. UkaZte, Ze
to je treti slozka momentu hybnosti zapsand v cylindrickych souradnicich



Cviceni 56 Ukazte, Ze pokud Lagrangeova funkce nezdvisi na case (izolovand soustava), zobecnénd
energie

. —~ . OL, . .
E = E(g,9) rzija—q(q,Q)—L(q,Q)- (11)
=1 !
je integrdlem pohybu.

Cviceni 57 Dokazte, Ze funkce Fy(z,%,t) = & + gt a Fy(x,i,t) = 3* + 2gx jsou proni integrdly
rovnice & + g = 0, kde g = konst. Vypoéitejte pomoci nich trajektorii x = x(t).

Cviceni 58 Dokazte, Ze funkce Fy(x,1,t) = —wt +arctg(%) a Fy(z,o,t) = fj—z + a2, jsou integrdly
pohybu pro systém s pohybovou rovnict i +w?x = 0, kde w > 0 je konstanta. Vypoététe pomoci nich

trajektorii x = x(t).

Cviceni 59 Necht Lagrangeova funkce md tvar
r . . .
L= §m(x% + @5+ @3) — U (2] + 23),23) -

Ukazte, Ze vektorové pole ?(f) = (—x9,21,0) spliuje
oL OL oy, oy,
; o, " o, (Z o E)

Napiste odpovidajici zachovdvajici se velicinu.

=0, (12)

Cviceni 60 Necht Lagrangeova funkce md tvar (volny hmotny bod na primce)

1
L = —mi?.
2

Ukazte, Ze pohybové rovnice jsou invariantni vuci ”skalovdni”z — x e, a € R, Jak vypadd vektorové
pole Y pro tuto grupu transformaci? Je F(z,x,t) dané vztahem

F(z,,t) ZYxt (:Ua:t) (13)

integrdlem pohybu?

Cviceni 61 Najdete integrdaly pohybu pro nabitou ¢dstici s ndbojem e a hmotnosti m v homogennim
magnetickém poli o indukci B = (0,0, B) s vektorovym potencidlem

Nalezené vysledky porovnejte a pripadny rozpor vysvétlete.

Cviceni 62 Které slozky celkové hybnosti P a celkového momentu hybnosti L soustavy cdstic se
zachovdvaji v silovém poli U = U(x,y, z) jehoZ ekvipotencidlni plochy jsou

a) roviny kolmé k ose z

b) wdlcové plochy s osou z



c) kulové plochy se stredem v pocatku

d) U = U, + Uy, kde Uy, Uy maji vlastnost c), ale s ruzngmi stredy symetrie leZicimi na ose z.

Cviceni 63 Ukazte, Ze pri pohybu cdstice v poli U = %, kde o # 0, existuje vektorovy integrdl
pohybu A=0xL+ af, nazyvany Runge—Lenzuv vektor, ktery je specificky prdavé pro toto pole.

Cviceni 64 Uzitim integrdli pohybu naleznéte tvar trajektorie ¢dstice v poli U = <.

Cviceni 65 Urcete kmity soustavy dvou linedrnich harmonickiych oscildtori spojenych slabou (0 <
a << W) bilinedrni vazbou popsané Lagrangeovou funkci L = %(x2 +9?) — %w%(mQ +y?) + ary.

Cviceni 66 Urcete normdlni kmity dvojitého rovinného matematického kyvadla s délkami zavésu
l1,ly a hmotnostmi zdvazi my, ms.

Cviceni 67 Po vodorovné roviné se muze pohybovat bez treni homogenni vdlec polomeéru R a hmot-
nosti M. Homogenni tyc hmotnosti m a délky | se opird o valec tak, Ze svisld rovina proloZend
tycéi je kolmd k ose wdlce. Soustava je umisténa v homogennim tihovém poli intenzity g. Urcete
obecné souradnice pro tuto soustavu, Lagrangeovu funkci, pohybové rovnice a integraly pohybu, za
predpokladu, Ze tyc je tecnou k vdlci a nedochdzi mezi nima k trend.

Cviceni 68 Kruhovy kotouc¢ poloméru a a hmotnosti M se mize valit bez klouzdani po vodorovné

polohy, vykondvd kolem ni vlivem tiZe periodicky pohyb. Urcete dobu kmitu tohoto pohybu pr malych
vychylkdch.

Cviéeni 69 Odvod’te podminky pro redlnd a virtudini posunuti pro hmotny bod pohybujici se po
trojosém elipsoidu, jehoZ osy jsou zavislé na case

Cviceni 70 Najdéte obecné souradnice a Lagrangeovy funkce pro soustavy na obrdzku. Soustavy
jsou tvoreny ze dvou homogennich tuhych tyci délky [, které jsou navzdjem spojeny kloubem. Konec

pruni tyce je vdzdn na pocdtek a konec druhé tyce je vdzdn na osu x a spojen idedlni pruzinou s
nehybnym bodem na ose x leZicim ve vzddlenosti d od pocdtku.
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