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1 Pohybové rovnice

Mechanika je nauka o pohybu téles aproximovanych casto tzv. hmotnymi body.
Predpokladame li pro zacatek, ze velikost a smér sily plisobici na hmotny bod je
déna pouze jeho okamzitou polohou'® a sila v daném misté se mfize s ¢asem ménit,
pak pohyb (Gasovy vyvoj poloh) jednoho hmotného bodu v prostoru je urcen 2.
Newtonovym zékonem?

mal(t) = F(b(t),1), (1)

kde na levé strané se vyskytuje vektor okamzitého zrychleni hmotného bodu a na
pravé strané vektor sily v ¢ase t a v bodé b jeho okamzitého vyskytu. Analyticky
zapis tohoto prirodniho zakona v fe¢i matematiky predstavuje soustavu obycejnych
diferencialnich rovnic druhého fadu pro funkce 27 (t)

mil(t) = FI(Z(t),t), j=1,2,3, (2)

kde F7(7,t) jsou pfedem zadané (t.j. na konkrétnim Yeseni nezavislé) funkce. Re-
Senim soustavy diferencialnich rovnic 2. fadu (2) dostdvdme popis moznych drah
hmotného bodu, ktery se pohybuje pod vlivem silového pole F. Dtvod, proc¢ si pii-
roda vybrala pravé diferencialni rovnice druhého fadu a ne tfeba tfetiho, mtze byt
pfedmétem vice ¢i méné filosofickych tivah (viz kapitolu 6), nicméné je tieba to
pfijmout jako mnohokrat experimentalné ovéieny® fakt.

Cviceni 1 Reste jednoduché diferencidlni rovnice

y = f(v),
Yy = fly),
y' = f(x),
y' = f)
g f(y),

kde y = y(z) a f je libovolnd spojitd funkce.

Cvieni 2 Zopakujte si vétu o derivovovdni sloZen€ funkce vice proménnych (chain
rule). Vysvétlete podrobné schematicky vzorec

of _ of oy
oxt Oyl Ozt

1A% do kapitoly 5 budeme pfedpokladat, Ze sila nezavisi na okamzité rychlosti hmotného bodu.

2Vektory, t.j. prvky vektorového prostoru budeme v tomto textu oznacovat tuénym pismeny
v,a,F, ... zatimco pismena se Sipkou v, d, F , ... predstavuji n—tice redlnych ¢isel nebo funkci, t.j.
slozek vektoru v,a,F, ... v néjaké bazi.

3Pro pohyby, jejichz rychlost je mnohem mensi nez je rychlost svétla.
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1.1 Resitelné pohybové rovnice

VvV

tost feSeni diferencidlnich rovnic (2) silné zavisi na tvaru funkci F7(Z, t). Analytlcka
mechanika je pfedevsim nauka o metodach jak tyto rovnice Tesit.

Cviceni 3 Zopakujte si feseni Newtonovych rovnic pro harmonicky oscildtor, kde
F (¥) = —k X Proc¢ je tato soustava diferencidlnich rovnic Tesitelnd, v éem je speci-
alni?
Otazka: Cim je uréena uréena konkrétni dradha hmotného bodu? Proé&?

V podstaté existuje velmi malo dalsich analyticky feSitelnych pripadt. Pripo-
meneme nejjednodussi z nich.

1.1.1 Hmotny bod na pfimce

Pohybuje li se bod na primce pod vlivem vtisténé sily, kterd nezavisi na case, pak
prislusnou pohybovou rovnici
mi = F(x). (3)
je mozné v principu tesit pro libovolnou spojitou funkci F'.
Necht Z(t) je FeSenim rovnice (3). Vynasobenim 7 a integraci dostaneme

d 1 o 2 d ~
4 (Gmi?) = — U,
kde F(z) = —U’(z). Tim jsme pfevedli rovnici (3) na rovnici 1. fadu se separova-
telnymi proménnymi
2
b=y 20~ U@) @

Jeji feseni lze zapsat formou integralu

t—to—/ _TC
\/ (C—-U(x

Inverzi tohoto vztahu dostaneme Feseni rovnice (3) x = X¢(t—tp). Pozorny ¢tenaf si
jisté vsiml, Ze integrac¢ni konstanta C' je hodnota zachovavajici se energie. Je dobré
poznamenat, Ze a¢ v principu jsme rovnici (3) vyfFesili, primitivni funkei (5) nebo
jeji inverzi nemusime byt schopni vyjadrit v terminech ”znamych” funkeci.

Pro hmotny bod v roviné nebo prostoru, tento postup nelze obecné pouZit, ba ani
pro hmotny bod na piimce, pokud sila zavisi na ¢ase F' = F(x,t). Na druhé strané
rovnice tvaru (3) nemusi popisovat pouze zminény pfipad jednoho bodu na pfimce

vvvvvv

(5)

je matematické kyvadlo (viz Kap. 5), ¢i systémy s nékolika integraly pohybu, napr.
hmotny bod v poli sféricky symetrického potencialu.



1.1.2 Hmotny bod v poli sféricky symetrického potencialu

Ulohy mechaniky ve vice rozmérech jsou presné feSitelné jen pro specidlni (a Fidké)
pripady silovych poli. Vedle linedrniho harmonického oscildtoru je nejzndméjsi cen-
tralni a isotropni sila

F@) =2 f(r) = —gradU(r), r=+/(Z)> (6)

Rovnice pohybu v tomto pripadé predstavuji soustavu tii diferencalnich rovnic dru-
hého fadu pro tii funkce 7;(t). Zaroven ale pro tuto soustavu existuji ¢tyfi integraly
pohybu : 3 slozky momentu hybnosti a celkova energie.

Ze zachovani momentu hybnosti plyne, ze pohyb se déje v roviné na néj kolmé.
Soustavu soufadnou pak mizeme diky sférické symetrii problému zvolit tak, ze L=
(0,0,1), z ¢ehoz plyne Z3(t) = C. V roviné zy pak zavedeme polarni soufadnice

T1 =TCOSY, Ty =Tsiney,
ve kterych méa zachovavajici se moment hybnosti tvar L= (0,0, mr?p), takze
mi(t)*3(t) = | = const. (7)

Zachovavajici se energie v polarnich soufadnicich ma diky(7) tvar

2

1 1 1
Em(f“2 + 2P + U(r) = =mi? + +U(r) = 5m7'“2 + Uess(r) = Ep. (8)

2 2mr?
Vidime tedy, Ze znalost ¢tyf integrald pohybu nam umoznila redukovat systém tii
diferencélnich rovnic druhého fadu na soustavu dvou rovnic prvniho fadu (7) a (8)
pro 7(t) a @(t). Stejnym postupem jako v podkapitole 1.1.1 dostavame z rovnice (8)

t—to =: TE(T) (9)

_ / dr
V2 (Bo = Uegs((r))

a inverzi tohoto vztahu dostaneme Casovou zavislost radidlntho pohybu 7(t), t.j.
okamzitou vzdélenost bodu od centra silového pole. Dosazenim r = 7(¢) do (7) pak
miizeme dostat i ¢asovou zavislost tthlového pohybu @(t). Pro U(r) = <2 se tato
uloha nazyvéa Keplerova.



2 Prostor a cas, souradnice, vektory, tenzory, trans-
formace

Rozeberme si podrobnéji veli¢iny vyskytujici se v matematickdm zapisu (2) druhého
Newtonova zakona pro hmotny bod. Obecné se fika, ze 27 jsou kartézské souiad-
nice hmotného bodu a i’ a F7(Z) jsou kartézské slozky vektoru zrychleni a a
vektorového pole sil F. Co se témito pojmy mini?

Mechanika je teorie pohybu ve ”fyzikalnim” prostoru, ktery stejné jako cas
potfebujeme popsat matematickymi pojmy. Cas je v klasické nerelativistické me-
chanice univerzalni parametr ¢ € R nezavisly na pohybu ”vztazné soustavy” (viz
déle). Fyzikalni prostor lze chépat jako soubor mist, kde se mohou nachazet hmotné
body. Nerelativisticka predstava prostoru okolo nas je, ze v ném plati eukleidovska
metrika, t.j. vzdalenosti bod@ popsanych kartézskymi soutadnicemi jsou dany Py-
thagorovou vétou. ”Prazdny” prostor ale neméa zadny vyznac¢ny bod, neni to tedy
vektorovy prostor. V klasické nerelativistické mechanice jej povazujeme za afinni
prostor se skaldrnim souc¢inem. Co to je?

Definice 2.0.1 Afinnim prostorem nazyjvame usporidanou trojici £ .= (F,d, E),
kde

e F je mnozZina.
o E je vektorovy prostor.
e d je zobrazeni d : F x E — E, takové Ze

1. Ya,b,c € E : d(a,b) + d(b,c) + d(c,a) = 6. (Soucet vektori tvorici
trojuhelnik a,b, ¢ je nulovy vektor.)

2. Ya € E je zobrazeni d, : E — E, d,(b) := d(a,b) bijekce. (Zvolim-li
"pocatek” a, pak kazZdy bod v E lze dostat prictenim vhodného vektoru.)

Rozmeérem afinniho prostoru £ nazyvame rozmér pridruZeného vektorového prostoru
E.

Casto se znaci d(a,b) = b—a=ry, € E, b= d,;}(r) = a+r € E. Body afinniho pro-
storu muzeme tedy (na rozdil od vektorového prostoru) pouze ”odecitat”, ptipadné
k bodu pricist vektor.

Body fyzikalniho prostoru tedy chapeme jako prvky afinniho prostoru, tedy
mnoziny F, kde pfidruzeny vektorovy prostor E je konec¢né rozmérny a realny E =
V... Pro jeden bod v prostoru n = 3, v roviné n = 2, na ptimce n = 1. Pro N bodi
v prostoru n = 3N, v roviné n = 2N, ...



Definice 2.0.2 Necht E je redlny vektorovy prostor. Skalarnim soudinem na-
zveme zobrazeni (.,.) : E x E — R, které je bilinedrni, symetrické a strikiné posi-
tivng.

Pro popis pohybu hmotnych bodi a formulaci pohybovych zdkont je nutné
zavést souradnice bodu v afinnim prostoru E a sloZky vektoru ve vektorovém pro-
storu E. K tomu je tfeba napted vybrat tzv. vztaznou soustavu (o, e) (referenéni
systém), kde o € E a e je baze v E, e = (eq,...,e,), e; € E. Abychom mohli urcit
soutadnice bodu b ve ”fyzikalnim” prostoru je tfeba tedy zvolit

1. bod ve fyzikdlnim prostoru, ktery hraje roli po¢atku o soufadnic v afinnim
prostoru E

2. sméry, které hraji roli baze e = (e, ..., €,) v pfidruzeném vektorovém prostoru

E.

Tento vybér neni a priori nijak dan a navic se v priubéhu ¢asu muize ménit!
("Piimocaré”) Souradnice bodu b € E vzhledem k pocatku o € E a bazi
e v E jsou pak funkce

Voo : E—R™, b 1,.(b) = (2(b), 2*(D), ..., 2" (b)) := (¢L(b - 0), ..., #"(b — 0)),
. (10)
kde ¢! jsou funkcionaly na V,, dudlni k bazi e, t.j. ¢!(e)) = 7 neboli

V=eV & VI=¢/(V).
7Z linearity ¢ a vlastnosti d plyne
#/(0) = ¢,(0) =0, a?(br) — a7 (ba) = ¥ o(b1) — ¥ o(b2) = $L(br — b2).  (11)
Je-li baze e ortonormalni, t.j.
e; - e; = (e;,€;) = dy,

pak se souradnice nazyvaji kartézské.
Transformace soutradnic: Hodnoty soufadnic x7(b) = ¢/(b — o) pro jeden
a tentyz bod b zavisi na vybéru vztaznych soustav (o,e). Necht v, @Zé’é jsou dva
systémy soufadnic vzhledem k poc¢atku o a bazi (ey, ..., e,) respektive (o, (€1, ..., €,)),
kde?
o=o0+w, wekE, &=e5; (12)

a matice S je invertibilni redlnd matice n x n, neboli S € GL(n,R).

4Pokud neni vyslovné uveden opak, pouzivime tzv. Einsteinovo sumaéni pravidlo, ze pies opa-
kujici indexy se scita od 1 do n.



Pak pro né plati vztah

21 (b) = I (b) = Sjilﬁé’é(b +w) = S5 (b+w) = 57,(F(b) — i'(0)),

o,e

zkracené®

—

Z(b) = S - (z(b) — z(0)). (13)
Dk.:b—o=e;j¢i(b—0)=b+w—06=6db+w—0), 7(6)=0= ...
Uvédomme si, 7e @ := (z},...,2"), Z = (&%,...,@") jsou dvé n-tice funkci
E — R, pro které plati (13).
Cvigeni 4 Ukaste, e Z(6) = —S - £(0), takze plati téz
Z(b) = S - Z(b) 4+ () (14)
a odvodte inverzni vztah k (13), t.j. '(b) jako funkci z'(b) a x*(0).

Z definice (12) plyne
7'(8) = gu(w) = ', #(0) = dl(w) = @,

takze transformace soufadnic (13) jsou urceny vektorem w € E a matici S €
GL(n,R) a nazyvaji se rovnéz afinni. Poznamenejme, Ze jak matice S, tak vek-
tor w, t.j. vztah mezi soufadnymi soustavami, se mize menit s casem, coz se nam
bude hodit v dalSich avahach, napt. pfi prechodech mezi inercidlni a neinercialni
soustavou ¢i prii popisu pohybu tuhého télesa.

Cas je v nerelativistické mechanice universalni parametr, ktery se (na rozdil od
relativistické mechaniky) pfi transformaci soufadnic neméni.

2.1 Vektory a tenzory

Je-li zvolen pocatek o, pak muzeme bod fyzikalniho prostoru b reprezentovat téz jako
vektor b pridruzeného vektorového prostoru E a pokud o0 = o, pak se soutradnice
bodt transformuji jako slozky vektoru®. ”Rozdil bod&” (b—a) = d(b, a) je v kazdém
pripadé vektor, takze rychlost pohybujiciho se bodu

v(to) = lim b(t) — blto)

t—to t— 1o

je rovnéz vektor stejné jako zrychleni nebo sila v daném bodé.

5Sipkou ~ nad symbolem y pro jakékoliv y minime usporddanou n-tici redlnych cisel ij :=
(y1,Y2, - -,yn) € R™, zatimco vektory v lezici v obecném n-rozmérném vektorovém prostoru V,,
tedy napf E znac¢ime tucné. Tecka uprostfed - znamend maticové nasobeni nebo skalarni soucin.
50becné nikoliv, porovnej (13) a (15).



Pro konkrétni vypocty vétsinou pouzivame slozky vektort v néjaké bazi a proto
fyzikové Gasto pod pojmem vektor mysli n-tici jeho slozek (V1 V2 .. V)T =: Ve
R". Je ale tfeba si uvédomit, zZe tento zapis vektoru je vazan na danou bazi a pokud
fyzikadlni interpretace vysledki md byt nezdvisla na vybéru baze potfebujeme znat
pravidla pro transformaci slozek vektoru V € E pii prechodu od jedné baze ke
druhé.

Necht

V=eV' =gV’

kde ptfechod od (ne nutné ortonormaélni) baze (ey,...,e,) k bazi (&4, ...,€,) je dan
matici S € GL(n) zptsobem €; = €;5";. SloZky jednoho a téhoz vektoru tedy mohou
byt rizné v zavislosti na zvolené bazi. Ze zptisobu transformace prvki bazi je snadné
ukazat, ze slozky libovolného vektoru V se transformuji podle pravidla (srovnej s

(13)) )
Vie(S"WV & V=51V (15)

Pfesnéji feceno, timto zptisobem se transformuji slozky tzv. kontravariantnich vek-
tori, coz je napriklad rychlost nebo zrychleni. Mimo to existuji jesté tzv. kovariantni
vektory”, (napiiklad hybnost) jejichZ slozky se transformuji stejné jako prvky baze,
t.j.8

-

~ . >T N
Wi=W,8 &« W =W".5=(sT.-w)". (16)
Piiklad 2.1 Nechtn =3 a

2,54
S=| o
0

(zména méritka, délky mérime v palcich misto v centimetrech). Slozky kovariantniho
vektoru se zvétsi 2,54 krat, zatimco slozky kontravariantniho vektoru se 2,54 krat
2Zmenst.

Cvi€eni 5 Necht slozky veliciny A v bazi e = (e, e, e3) maji hodnoty (1,2,3) a
slozky veliciny B v téZe bazi magji hodnoty (4,5,6).

V bazi € = (€1,€9,€3) = (€1 + €y + e3,€; — ey + e3,€; — e3) md tatdz velicina
A slozky (2,0,—1) a velicina B slozky (15,5, —2).

Je velicina A kovariantni nebo kontravariantni vektor? Je velicina B kovari-
antni nebo kontravarianini vektor?

"Prvky duélniho prostoru V7
8Je zvykem pséat indexy slozek kontravariantnich veli¢in nahoru, zatimco indexy slozek kovari-
antnich veli¢in dola
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Pozn: .

1 1 1 1 1 2 1
1 -1 0 =1 1 -2 1
1 1 -1 2 0 =2

CviCeni 6 Necht slozky veliciny C v bazi e = (e1, €3, e3) maji hodnoty (1,1,1) a v
bazi & z predchoziho cviceni magi rovnéz hodnoty (1,1,1). Je velicina C kovariantni
nebo kontravariantni vektor?

Podobnym zptisobem lze definovat slozky tenzoru v dané bazi. Slozky kon-
travariantniho tenzoru 2. fadu T tvofi n x n-tici redlnych ¢isel 7%, které se pfi
transformaci bazi €; = e;57; transformuji zptisobem

T = (Sil)ik(sil)lekl- (17)

Pro kovariantni (t.j. transformujici se podobné jako prvky baze) tenzory je t¥eba
nahradit S—! — ST, takze slozky kovariantniho tenzoru 2. fddu se transformuji
zptusobem

Ty; = TuS":S';. (18)
Slozky kovariantnich tenzort fadu ¢ se transformuji analogicky zptsobem

Tivig..iy = Tklkg...kqsklil Sk2,, .. Sha (19)

iq°*

Otazka: Jak se transformuji slozky kontravariantnich tenzoru fadu ¢?
Slozky smiSenych tenzoru fadu (p, q) se transformuji zptisobem

Tj1j2--Jp . -
T pzliz...zq -

= (ST (ST, (ST, Ty ST SR, S (20)

Cviceni 7 * Ukazte Ze matice AJ; privazend v bazi e linedrnimu operdtoru A na
V,, zpisobem Ae; =: e;A’; se transformuge jako smiseny tensor rddu (1,1).

Prikladem kontravariantniho tenzoru 2. fadu je moment setrvacnosti télesa, viz Kap.
4.2. Jingm zajimavym piikladem je smiSeny tenzor I ¥adu (1,1), jehoz slozky I*; =

05 1= d;; jsou ve vSech bazich stejné, nebot

I'y = (ST M8 = (S71),.8"% = b,

Poznamenejme jesté, ze uvedenymi zpiisoby se transformuji vektory a tenzory
pouze pri linedrnich transformacich baze (12). Pfi jinych, napiiklad Galileo-
vych transformacich (viz dale), se vektory a tenzory mohou transformovat jinak.
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Cviceni 8 Necht e; jsou proky ortonormdlni baze a f; = e;F7;, kde F' € GL(n)

jsou pruky obecné neortonomdlni baze (fy,... £,). UkaZte, Ze skaldrni soucin a-b
md v bazi (fy,...,f,), a, tvar

a-b= aibjgij, (21)
kde

gy = fi - £ = F&FY = (FT - F)y

je Grammova matice souboru (fy,... f,).

Cviceni 9 Ukazte, Ze prvky matice g;; definujict skaldrni soucin (21) v obecné bazi
lze povaZovat za sloZky kovariantniho (tzv. metrického) tenzoru.

Cviceni 10 Ukazte, Ze pokud V7 jsou slozky kontravariantniho vektoru pak cisla
W, = g;;V7? lze povaZovat za slozky kontravariantniho vektoru.

Na pravé strané 2. Newtonova zékona (1) neni konstantni vektor nybrz vekto-
rové pole F(b)?. Transformaéni vlastnosti jeho slozek maji tvar

Fi(F) = (S ,Fi(@), & FF)=5" F@), (22)

kde Z = (z!(b),...,2"(b)) a & = (F(b),...,"(D)) jsou soufadnice jednoho a téhoz
bodu b € E, takze vztah mezi Z(b) a Z(b) je dan vzorcem (13). Analogické trans-
formace lze napsat i pro slozky tenzorovych poli. Nejjednodussi piiklad je tenzorové

pole fadu 0 — skalarni pole, které se transformuje zptisobem
U(z) = U(Z). (23)

Vsimnéte si, ze funkce U a U pro totéz skalarni pole v rtiznych soufadnych systémech
2 10

jsou v obecném piipadé rizné.
Cviceni 11 Transformace skaldrniho pole. Jakijch hodnot nabjvd elektricky poten-
cial soustavy dvou elektronu vzdalenych od sebe na délku | ve vztazné soustave:

1. (o,€), kde o je bod lezici ve stiedu usecky spojugici elektrony a e je ortonormdlni
soustava takova, Ze e, smeruje ve sméru spojnice obou elektroni a ey, es jsou
na ni kolmé?

9V daném éase nebo pro silu nezévislou na éase
10Maji stejné hodnoty pro riizné argumenty ¥ a & odpovidajici soufadnicim téhoz bodu b v
rtiznych vztaznych soustavach, ale obecné U (%) # U(Z).
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2. (0,€), kde 6 je bod leZici ve vrcholu rovnoramenného pravouhlého trojihelnika,
jehoZ prepona je tvorena useckou spojujici elektrony a € je ortonormdlni sou-
stava takovd, Ze €1,€y smeruji ve smeru jednotlivych elektroni a €3 je na né
kolmad?

A€ funkece U a U maji rizny tvar, popisuji stejné elektrické pole!

Cviceni 12 Ukazte Ze pro libovolné skaldrni pole U se velicina grad U transformuje
pTi ortogondlnich transformacich jako vektorove pole.

Pouzivame-li pouze kartézské souradnice a slozky vektort v ortonormalnich
bazich, pro které plati e;-e; = €;-€; = J;;, pak pro transformacni matice S dostaneme
vztah

SkiSljek -ep = Skisljdkl = S’“,Sk] = (STS)U & 1= ST . S, (24)

57lj - éz 'éj

takze S~' = ST. Matice s touto vlastnosti nazyvame ortogonalni a jejich mnozinu
oznacujeme O(n).

O(n) :={S e R"", ST = 571}
Tato mnozina, stejné jako GL(n), tvoii grupu (viz [1] dodatek D1), kde grupovy
soucin je nasobeni matic.

Vsimnéte si ze pii ortogonalnich transformacich, kdy S—! = S7, se slozky vek-
toru transformuji stejnou matici jako prvky baze, zatimco pro obecné transformace
se slozky vektoru transformuji matici S=t # ST, Omezime-li se tedy pouze na orto-
gonalni transformace, pak nejsme schopni rozlisit mezi kovariantnimi a kontravari-
antnimi vektory, coz samoziejmé plati i pro tensory.

Z vlastnosti determinantu je ziejmé, ze pro S € O(n) je det S = +1. Podmno-
zina matic s det S = 1 se oznacuje SO(n) a je podgrupou grupy O(n).

SO(n) :={S e R ST = 57! det S =1}.

Grupa SO(n) je grupou vsech otoc¢eni ortonorméalnich bazi v E,,.

SeSoQ) = S:(C.Ow _S”“O).
sing  cosp

2.1.1 * Tensorové hustoty

Zobecnénim tensoru jsou tensorové hustoty. Kovariantni tensorovd hustota T vahy
A je veli¢ina, jejiz slozky se transformuji zptisobem

%Uk = (detS)ATlmp...SliSijpk. (25)

Analogicky lze definovat kontravariantni ¢i smisené tenzorové hustoty. Jak vidno z
definice tenzorové hustoty, transformacemi pouze z SO(N) nelze rozlisit mezi ten-
sorovymi hustotami a tensory.
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Cviceni 13 Ukazte Ze v = det g;;, kde g;; je matice definujici skaldrni soucin v
obecné bazi, je skaldrni hustota stupne 2.

Cviceni 14 *Ukazte Ze totalné antisymetrické Levi—Civitovy symboly v dimenzi n
€i1,i2,in S {_]—a07 1}7 €1,2,..n = 1 (26)

lze chapat jako slozky GL(n)—invariantni kovariantni tenzorové hustoty vihy -1 a
zdroven invariantni kontravariantni tenzorové hustoty vahy +1. PouZijte definici de-
terminantu matice. Disledek: Ey, iy i = Eiy4y...in\/ |det g| jsou sloZky kovariantniho
tensoru a E2-in =g, oo /3 /|det g| jsou sloZky kontravariantniho tensoru.

Pravidla pro pocitani s Levi-Civitovymi symboly lze nalézt v [1], dodatek D3.

Ptipomenme na zavér, ze uvedené transformacni vlastnosti vektori a tenzort
se tykaji jejich chovani v pfipadé linearnich transformaci. V dalsim textu se setkame
i s obecnéjsimi transformacemi, napft. chovani fyzikalnich veli¢in pti Galileovskych
transformacich v kapitole 3.1, ¢i jednoparametrickymi grupami transformaci kiivo-
carych soutadnic ve vété Noetherové.

2.2 * Orientace prostoru, pseudovektory, pseudotenzory, vek-
torovy soucin

Ve fyzice existuji veli¢iny charakterizované pouze piimkou., napf osou otéaceni, a
jejich smér je urcen nasi volbou, napt. pravidlem pravé ¢i levé ruky, matematicky
feceno orientaci vektorového prostoru. Tyto veli¢iny popisujeme tzv. pseudovektory
(neboli axidlnimi vektory). Piikladem je moment hybnosti, moment sily nebo mag-
netickéd indukce. Vic¢i zméné baze se transformuji jako vektory, ale jejich smér zavisi
na orientaci vektorového prostoru (vybereme-li pravidlo pravé ¢ levé ruky). Dalsi
zobecnéni vektortd a tensort, které je ve fyzice zapotiebi, jsou pseudotenzory a pseu-
doskalary.

Orientaci vektorového prostoru lze zavést naptiklad nasledujicim zptsobem:
Rekneme, Ze dvé baze vektorového prostoru E jsou souhlasné orientované pokud
determinant matice prechodu mezi nimi je kladny a opac¢né orientované pokud je
zaporny. Mnozinu vSech bazi E tak lze rozdélit na dvé poloviny — t¥idy ekvivalence.
Orientaci prostoru pak definujeme jako vybér jedné z téchto dvou tiid. Formalnéjsi
je

Definice 2.2.1 Necht E je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Orientaci
n-rozmérného vektorového prostoru E nazveme multilinedrni, totdlné antisy-
metrické zobrazent

w:Ex..xE—->R

n
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takové, Ze existuje ortonormdlni baze (ey,...,e,), ve které w(ey,...,e,) = 1. SmiSe-
nym soucinem vektoru vy, ..., v, nazveme w(vy, ..., vy).

Definice 2.2.2 Baze!! (fi, ..., f,) v prostoru s orientaci w se nazjvd pozitivné (ne-
gativng)'? orientovana, pokud w(fy,...,f,) > 0, (<0).

Ortonormélni baze (ey, ...,e,) v definici 2.2.1 je tedy pozitivné orientovana. Pokud
(f1, ..., f,_1,f,) je pozitivné orientovand, pak diky multilinearité a antisymetrii w jsou
(fy,....f,_1,—f,) a (f, ..., f,,,£,_1) negativné orientované. V prostoru R" se zavadi
standardni orientace obvykle tak, ze baze

e; == (1,0,0,...,0),e:=(0,1,0,...,0),e, := (0,0,...,0,1)

je pozitivné orientovana.
7, vyse uvedenych definic plyne, ze slozky orientace v ortonormalni pozitivné
orientované bazi jsou totalné antisymetrické Levi-Civitovy symboly wj, i, 4, =

€i1,ig,.in -

Cviceni 15 Napiste w(vy, ..., v,) ve sloZkdch vektord v; v ortonormdlni i neorto-
normdalni bazi

Cviceni 16 Ukazte, Ze | w(a,b) | je obsah rovnobéznika s hranamia,b a | w(a,b,c) |
je objem rovnobéZnosténu s hranami a, b, c.

Veli¢iny oznacované predponou pseudo- se pii zménach baze transformuyji stejné
jako ptivodni veli¢iny, ale pii zméné orientace prostoru w — —w méni znaménko.
Pseudovektorem (axidlnim vektorem) je napiiklad vektorovy soucin dvou vektort
tedy také moment hybnosti ¢i moment sily.

Tvrzeni 2.1 Necht na n-rozmérném vektorovém prostoru je zaddn skaldrni soucin
a orientace. Pak pro kaZdou usporddanou (n — 1)-tici vektorid (vy, ..., v,_1) ezistuje
prave jeden pseudovektor A, € E takovy, Ze

Vvue E w(vy,.,v,_1,u)=A, - u

Pseudovektor A, se nazyva vektorovym souéinem vektort (vi,...,v,_1). Nékdy
se pouziva znaceni A, = [Vi, ..., V;_1]u-

Cviceni 17 Ukazte, Ze pokud v, ..., v,_1 jsou kontravariantni vektory, pak A, je
kontravariantni vektor.

Hne nutné ortonormalni

12Né&kdy se pouziva termin souhlasné (nesouhlasné) orientovana
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V tfirozmérném vektorovém prostoru w(a,b,c) = [a,b], - ¢ = a - [b, c|,. VSimnéte
si, Ze pii zméné orientace prostoru vektorovy soucin (tak jako kazdy pseudovektor)
zméni znaménko A, = —A_,. Podobné jou definovany i pseudotensory T, a pseudo
skalary S, tak, ze pro né plati

T,=-T_,, So = —S_.. (27)

Cviceni 18 Ukazte Ze v ortonormdlni pozitivné orientované bazi ey plati pro vek-
torovy soucin vzorec a X b = [a,b] = g;;pa'b e,. Zmeéni se vzorec v negativné orien-
tované bazi?

Cviceni 19 *Ukazte Ze v libovolné bazi f; = ekaj plati pro vektorovy soucin vzorec
axb = [a,b] = detF a'V/ ;5 (7 ) £, kde a’, b7 jsou slozky vektori v bazi f; a matice
g=FT.F.

Cviceni 20 Rozeberte transformacni vlastnosti jednotlivych velicin vystupujicich v
Lorentzové sile pusobict na nabitou castici v elektromagnetickem poli.

Cviceni 21 *Spocitejte slozky vektorovych soucini [a] ve V, a [a, b, c] ve V.

Inverse os: f'j = Pf; := —f;, j =1,...,n méni (neméni) orientaci baze pokud
dim E je licha (sud4).
Otazka: Jak se zméni slozky vektoru V, pseudovektoru A, tensort T, pseudoten-
sortt T, a tensorovych hustot pfi inversi os?

2.2.1 * Orientace ve fyzice (P. Novotny)

Zatimco v matematice je situace pomérné jasna, dochazi ve vetsiné fyzikalni litera-
tury k zmatkim ohledné orientace, transformaci a pseudovektori. Zdiraznéme, ze
jsme klasifikovali vyse uvedené matematické objekty vzhledem k jejich chovani pfi
zméné baze v E tedy pfi takzvanych pasivnich transformacich. Pasivni transfor-
mace odpovidaji ve fyzice pfechodiim mezi vztaznymi soustavami a proto i fyzikalni
veli¢iny klasifikujeme podle jejich chovani pfi pasivnich transformacich.

Ackoli se na prvni pohled miize zdat, ze pasivni transformace jsou jen obracené
aktivni transformace (misto pootoceni soustavy soufadnic otoc¢ime vektory opaénym
smérem a dostaneme ”totéz”), neni tomu tak. Je mezi nimi podstatny rozdil. Ak-
tivni transformace méni fyzikalni objekty zatimco pasivni transformace méni pouze
jejich popis. Pfi vlastnich ortogondalnich transformacich (rotace) neni tento rozdil
prili§ vidét. Uvazujme ale napiiklad aktivni transformaci a’ = P(a) = —a inverzi
v tfirozmérném prostoru. Tato z vektoru a vyrobi novy vektor a’ ktery je opacny
k ptivodnimu a. Jak se bude transformovat veli¢ina ktera je definovana jako vekto-
rovy soucin dvou vektorti ¢ := a x b? Vektorovy soucin transformovanych vektort
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bude a’ x b’ = P(a) x P(b) = (—a) x (—b) = a x b = ¢, coZ je zfejmé rizné
od P(c) = —c. Veli¢ina c se tedy pfi této aktivni transformaci netransformuje jako
vektor nybrz P(c) = c, zistava beze zmény.

Uvazujme nyni transformaci P jakozto pasivni transformaci tj. pfechod od baze
(e1,e2,e3) k bazi (—eq, —ey, —e3). Vektory se pii této "inverzi os” neméni, ale jejich
slozky se transformuji podle @' = P(a') = —a’. Jak se nyni budou transformovat
slozky veli¢iny definované jako vektorovy soucin ¢ := a x b? Vyjdeme z definice.
Necht napiiklad baze (e;,es, e3) je pozitivné orientované ortonormalni. Pak dosta-
neme

' =c-e;=w(a,b,e) = w(a'e;, bey, e) = alb*w(e;, ey, e;) = gjra’b".

Zatimco pro negativné orientovanou baze (—e;, —es, —e3) mame

5i =cC- éi = w(a, b, él) = w(djéj, i)kék, él) = &jl;kw(éj, ék, él) = —éfjkidji)k.

Tedy
éi = —6jkidj[~)k = —gjki(—aj)(—bk) = —€jkiajbk = —Ci = P(Cz)
a slozky vektorového soucinu se transformuji stejné jako slozky vektoru.

Vétsina fyzikalnich déju které budeme popisovat se odehrava v t¥irozmérném
eukleidovském prostoru. Zde byva ve fyzice zvykem zavadét tzv. pravotocivé a le-
votocivé kartézské souradné systémy. Pravotocivé jsou ty kde tfeti bazicky vektor
dostaneme jako vektorovy soucin prvniho a druhého pficemz pouzijeme pravidlo
pravé ruky (¢i jakékoliv jiné). Levotoc¢ivé pak ty s opacné orientovanou bazi. Pou-
zité pravidlo pravé ruky predstavuje volbu orientace prostoru. Fyzikalni prostor je
tfeba orientovat pomoci realnych fyzikalnich predmétt jako napiiklad pravotocivy
sroub, prava ruka nebo vybrané poradi predmétu (hvézd, roht mistnosti, ...), ke
kterym smétuji prvky baze.

Problém je ale v tom, ze vétSina fyzikd nerozliSuje orientaci baze od orien-
tace prostoru. A tedy prostor automaticky orientuje tak zZe jejich baze mé vzdy
pozitivni orientaci. Tj. pravoto¢iva soustava znamend pravotocCivou bazi a pra-
votoCivy prostor (pravidlo pravé ruky) a levotocdiva soustava levotocivou bazi a
levoto¢ivy prostor (pravidlo levé ruky). Pfechod mezi témito dvéma soustavami (i
spiSe modely) pak neni pouhd inverze os, ale inverze os spojena se zménou orientace
prostoru! A je to zména orientace prostoru diky niz pseudovektory (ithlova rychlost,
moment hybnosti nebo magnetickd indukce) p¥i pfechodu od pravotocivé soustavy
k levotoc¢ivé na rozdil od vektort méni sviij smér — jsou totiz pokazdé urceny podle
jiného pravidla. Stejné tak vektorovy soucin, jelikoz je zavisly na orientaci prostoru,
je v téchto pravotocivych a levotocivych soustavach (byt pocitany pomoci stejného
vzorce (a X b); = g;;1a’b*) opaény. Vzhledem k tomu, Ze pii pfechodu od pravoto-
¢ivé soustavy k levotocivé zméni smér jak pseudovektory tak prvky baze, souradnice
pseudovektoru se pfi této transformaci (na rozdil od pouhé inverze os) nezméni.
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3 Newtonova mechanika hmotnych bodu

Prvni Newtoniv zdkon (formulovany jiz Galileem) fika, Ze téleso (v nasem pojeti
hmotny bod) se pohybuje rovnomérné pfimocafe (coz zahrnuje i klidovy stav), po-
kud na néj neptsobi vtisténé sily. Toto tvrzeni potifebuje opét vyjasnit pouzité
pojmy.

Vtisténymi silami myslime sily nesetrvacné, jejichz pivod je v okolnim pro-
stfedi, naptiklad gravitace, elektromagnetické sily, tfeni, atd. Rovnomérny piimo-
cary pohyb je mozno charakterizovat jako ¢asovy vyvoj poloh hmotného bodu, jehoz
soufadnice jsou linearnimi funkcemi ¢asu.

Pokud ale ztotoznime pocétek soufadnic s pohybujicim se bodem b(t) (coz
obecné mizeme, nebot jsme fekli, Ze transformace souradnic miZze zaviset na case),
pak z definice soufadnic (10) plyne z'(b(t)) = 0. Pokazdé tedy mizeme piejit ke
vztazné soustavé zavislé na case, vici které je hmotny bod v klidu. Pro formulaci
Newtonovych zakoni pohybu vsak nejsou vsechny vztainé systémy rovnocenne. Je
tfeba urcit, které vztazné soustavy jsou vyznacné a poté urcit, jak budou tyto zakony
vypadat v ostatnich vztaznych soustavach.

3.1 Inercialni vztazné soustavy, druhy Newtontiv zakon

Ukazuje se, ze vyznacnymi vztaznymi soustavami jsou tak zvané soustavy inercialni,
ve kterych plati prvni Newtontiv zdkon - zdkon setrvacnosti (inercia). Kartézskd sou-
stava soufadnic x'(b) je inercialni pokud soutadnice Z*(t) := x'(b(t)) pohybujiciho
se hmotného bodu, na ktery nepiisobi zadné vtisténé sily, jsou linearnimi funkcemi
casu.

Inercidlnost vztazné soustavy tedy souvisi s pojmem (absence) vtisténé sily,
neboli pojmem bezsilového bodu. Bezsilové hmotné body, které se podle 1. New-
tonova zakona pohybuji rovnomérné primocare, by mohly slouzit jako referenc¢ni
body pro konstrukci inercialni vztazné soustavy, vzhledem ke které by bylo mozné
studovat pohyb ostatnich téles, na které vtisténé sily ptisobi.

Existence bezsilovych hmotnych bodi je vSak velmi problematickd, nebof na
kazdy hmotny bod piisobi gravitace ostatnich bodl a on je zaroven zdrojem gravi-
tace pro ostatni body. Nicméné pokud se elektricky neutralni hmotné body pohybuji
v dostatecné velké vzdalenosti od ostatnich téles, mizeme je s jistou presnosti po-
vazovat za bezsilové a pouzit ke konstrukci vztaznych soustav jejichz inercidlnost je
dostatecna.

Za takové hmotné body muzeme povazovat naptiklad hvézdy, takze témér do-
konale inercialni je systém, jehoz pocatek je ve stfedu Slunce a jehoz osovy trojhran
je v klidu viiéi okolnim hvézdam (viz[7], kap.1.4). Pro mnoho tloh (typicky takovych,
kde studovany pohyb trva nékolik sekund ¢ minut, t.j. ¢ << 24 hodin) se ukazuje
dostatecné povazovat za inercialni soustavu spojenou se Zemi nebo mistnosti, ve
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které se provadi mechanické experimenty (a ve které ptsobi homogenni gravita¢ni
sila). Jejich neinercialnost se projevi az po delsim ¢ase (napf. Foucaultovo kyvadlo).
Alternativou hledani inercidlni soustavy je moznost ”napifimit drahy” hmotnych
bodi odeétenim vlivu gravitac¢nich a setrvacnych sil, coz souvisi s principy Obecné
teorie relativity a zachazi daleko za cile tohoto textu.

Otazka: Je kosmickd lod na obéiné drdze kolem Zemé, vici které se predméty po-
hybuji rovnomérné primocare, inercialni soustavou?

Obecné se da Tici, ze 1. Newtontv zdkon — zédkon setrvacnosti definuje vlastnosti
inercialnich vztaznych systému a jejich kartézské soutadnice ¢ini fyzikdlné privilego-
vangmi pro formulaci 2. Newtonova zdkona ve tvaru (2), ktery existenci inercialni
soustavy a kartézskych souradnic predpoklada.

Je snadné ukazat, Ze inercidlni soustava souradnic neni urcena jednoznac¢né.
Inercidlnost vztazné soustavy dané pocatkem o a ortonormdlni bazi (eq,...,e,) je
definovana tak, ze kartézské soufadnice® bezsilovych bodil z;(t) = x;(b(t)) spliiuji

rovnice )
d l‘j

(t) =0, (28)

Pokusme se zjistit, jaké transformace nezméni inercidlnost vztazné soustavy (o, (e, ..., €,)).

Provedeme-li na case zavisly prechod ke kartézské soustavé souradnic dané po-
¢atkem 0 = 6(t) a ortonormalni bazi (€1, ..., €,), kde €, = €;5;;(t), S(t) € O(3), pak
podle transformacniho vzorce

Zi(b(1)) = S5(t) (w5 (b(t)) — 2;(0(1))), (29)
ktery je inverzi vzorce (13) pro S™' = S| dostdvame

&7
o (1)

B = Sji(w; — 6;) + 285:(d; — 6;) + Sji#; — 05), (30)

kde z;(t) := x;(b(t)) a 0;(t) := z;(6(t)). Pokud Z;(t) := Z;(b(t)) maji byt opét
kartézké souradnice bezsilovych bodt v inercidlni soustavé, tedy

;¢ P d?z; (~ vy ;- i1 ~ ;
musi Sj;; = 0 a 0; = 55 (6(t)) = 0. Pocatek nové inercialni soustavy 6 se tedy musi
vici pocatku pivodni inercialni soustavy o pohybovat rovnomérné primocare

o) =0+ Vt+x°

a ortogondlni transformace bazi €, = e;S5;; je v Case konstantni.

13Vzhledem k tomu Ze nadale budeme pouzivat téméi vyhradné kartézské souradnice a orto-
gonalni transformace, které nerozlisuji mezi kovariantnimi a kontravariantnimi tensory a vektory,
budeme nadale psat vsechny indexy dole
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Vidime tedy, ze vztaind soustava, jejiz pocatek se viuci inercidlni soustavée po-
hybuje rovnomerne primocare rychlosti V a vektory jeji baze se vici puvodni bazi
neotdci, je opét inercialni. Vztah mezi kartézskymi souradnicemi obou inercialnich
soustav z; a Z; je dan vzorcem (29)

i(b) = Sji(x;(b) — Vit — ). (31)
Pridame-li k témto transformacim prostorovych soutradnic jesté transformace ¢asu
t=t—to, (32)

které rovnéz nezmeéni rovnici (28), dostavame transformace soufadnic prostoru a
¢asu, jejichz parametry jsou (S,V,Zo,to) € O(3) x R® x R? x R, které se nazy-
vaji transformacemi Galileiho. Mnozina Galileiho transformaci je opét grupa vici
skladani.

Cviceni 22 Napiste pravidlo pro skldddni Galileiho transformaci (grupovy soucin
g=(S,V, &, to) ag = (S V', & th), tj (8", V" .2 ) jako funkci (S, V', &), th)
a (S, ‘7, f(), t())

Koncem 19. a za¢atkem 20. stoleti se ukazalo, Ze vzorec (31) pro transformaci sourad-
nic bod prostoru je ve sporu s experimentalné prokazanou konstantni a konec¢nou
rychlosti svétla a je nutno jej modifikovat. To vedlo k tzv. Lorentzovym, neboli re-
lativistickym transformacim inercidlnich vztaznych soustav, které mély prifazeny i
sviyj vlastni ¢as. Vzorec (31) je vSak plné postacujici pro vztazné soustavy, které se
vici sobé pohybuji rychlostmi malymi ve srovnani s rychlosti svétla.

Toto ponékud obtizné zavedeni inercidlnich soustav je dulezité, nebof 2. New-
tontiv zakon pro pohyb hmotného bodu pod vlivem vtisténych sil ve tvaru

4 (m0 20 = B0, =123 ()

kde m(t) je okamzit4d'* hmotnost hmotného bodu,

2(t) = (21(t), 2a(t), 23(1)) == (21(b(1)), 22(b(2)), 23(b(1)))

a F;(,t) jsou slozky vektorového pole vtisténych sil, plati pouze pro kartézské nebo
primocaré souradnice v inercidlni soustavé. Pro obecné (napiiklad sférické) sourad-
nice je treba pouzit Lagrangeovu formulaci mechaniky, kterou se budeme zabyvat v
kapitole 5.

Je dobré si uvédomit, ze pri Galileiho transformacich (S, 17, To, to) se kartézské
slozky rychlosti v; hmotnych bodi (a tim padem i hybnosti) netransformuji jako

Myétsinou konstantni
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slozky vektori, ale kviili vzajemné se pohybujicim pocatkiim vztaznych soustav pro

vvvvvv

v; = Sji(v; = V)), pi = Sji(p; —mVj). (34)

Pro slozky momentt hybnosti L; := ¢;;,2;pr pak dostavame pomérné slozity trans-
formacni vtah

f/i = Sji Lj — m(f X ‘7>] — t(‘? X ]7)]‘ — (fo X ﬁ)j + m(ffo X ‘7)] . (35)

3.2 Druhy Newtonuv zakon v neinercialni soustavé

Jak uz bylo feceno, 2. Newtoniv zakon ve tvaru (33) plati v inercidlni vztazné
soustave. Nicméné zahrnutim takzvanych zdanlivych sil je mozno jej formulovat i v
kartézskych (nebo pfimodarych!®) soufadnicich soustavy neinercidlni.

Predpokladejme, ze (o,e) je inercidlni vztazna soustava, ve které se kartézské
soufadnice hmotného bodu vyvijeji podle (33). Prechod ke kartézskym soufadni-
cim téhoz hmotného bodu v soustavé (6(t),€(t)), kterd se vici (o,e) pohybuje a
je neinercidlni, je dan transformaci (29), kde S = S(t) € SO(3) a 6 = o(t) € E.
Soutadnice pohybujiciho se bodu b lze tedy zapsat ve tvaru

Zi(t) = 2i(b(1)) = ()5 (b(t)) — x;(o(1))]- (36)

Pouzitim tohoto vztahu a jeho inverze dostaneme vyjadieni slozek zrychleni bodu b
v neinercialni soustavé (6, €) ve tvaru

zi(b(t)) = Sii |;(b(1)) — 28an(b(t)) — S (b(t)) — ifj(5(t))] : (37)

Cviceni 23 Dokazte vztah (37).

Prvni ¢len na pravé strané S;;7;(b) je podle 2. Newtonova zékona (pro rm = 0) a diky
(22) tmérny kartézskym souradnicim vtisténych sil F(b,t) v bodé b(t) vycislenych
v soustavé (0, e).

Sii(t)m i (b(t)) = S5(t) Fy(#(b(1)), 1) = F(Z(0(1)), £) = E(Z(1), 1),

kde v druhém rovnitku jsme pouzili predpis pro transformaci slozek sily jako vekto-
rového pole. Znamena to, ze 2. Newtontiv zdkon zapsany v kartézskych souradnicich
neinercialni soustavy ma (pro m = 0) tvar

CZ;" (t) = Fi(F(),0) + Zu(F(r), (2).1), j=1,2,3, (38)

5 Pouziti pfimocarych nekartézskych soufadnic ale nepfindsi vétsinou zaddnou podetni vyhodu,
proto se témér nepouziva

m
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kde .
Zi(E(t), 2(t),t) == —m Sj; | 28uin(b(t)) + Sidr(b(t)) + i‘j(5(t))] (39)

jsou slozky takzvanych zdanlivych sil, které vznikaji vlivem neinercidlnosti sou-
stavy (0,€) = (o+ w(t),e- S(t)). Zavedeme-li "matici tthlové rychlosti otaceni baze
€ vici e” predpisem .

Qig = —(ST89)ip = —Oa (40)
plynoucim z

é6=e-S=86-51.5,

dostaneme zdanlivé sily ve tvaru

Zz(f(t), :%'(t),t) =m [ZJ;Z-kfk(b(t)) — (D)@ (b(t)) + Dipi(b(t)) — Skijc'k(é(t))] ,
(41)
a volbou'® @ = £ t.j. Q = (Dos, Us1, D12) lze ukazat, Ze prvni, druhy a tieti
¢len jsou sily Coriolisova, odstfediva a Eulerova, takze druhy Newtoniv zdkon v
kartézskijch souradnicich libovolné neinercidlng soustavy ma tvar'”

mi = F(#6) + 2m & x () + m () x (# x O()) + m x O —mds(t), (42)

kde Q(t) jsou slozky (pseudo)vektoru QU(t) okamZité whlové rychlosti otdcent neiner-
cidlni soustavy (0,€) vzhledem k inercialni (viz cvifeni 26), a posledni ¢len as(t)
je tzv. unasivé zrychleni plynouci z pripadného nerovnomérného pohybu pocatku o
neinercialni soustavy (0, €) vidi inercialni (o, e).

CvicCeni 24 Necht
cosp(t) —sinp(t) 0
S= | sinp(t) cosp(t) O
0 0 1

—

Jaké odpovidd transformaci? Spocitejte 2(t).
Cvigeni 25 Ukaste, Ze pro libovolné § = (i1, Js, J3) € R®
(S"9)isf; = =@l = (% Gy (@) = (2 x (2 x 7))

Cviceni 26 Ukaste, Ze & = ©;;8; a pro slozky vektoru Y (t) = Yi(t)e; = Y;(t)&;(t)
plati &Y = %()7) S —-QxY.

167de predpokladame, Ze base é je souhlasné orientovana s orientaci uréujici smér vektorového
soucinu. V pripadé nesouhlasné orientované base by se zménilo znaménko slozek pseudovektoru €.

17Pro piehlednost zde vynechavame vinky, takze vSechny vektory }7, predstavuji soufadnice
vektoru Y v neinercidlni kartézské soustave.
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3.3 Soustava hmotnych bodu, treti Newtonuv zakon

Necht sily v soustavé N hmotnych bodu b,, o = 1,..., N, zavisi pouze na jejich
polohéch a body mezi sebou nemaji zadné ptedem dané vazby. Pak pohybové rovnice
bodt soustavy maji tvar

N
maf’;:ﬁa(vf»l)-.'yf]v): e +Z af xavxﬁ O{:(l,,..,N), (43)
pB=1

kde 7, jsou kartézské soutadnice bodu b, v inercidlni vztazné soustave, £ pred-
stavuji vnejsi sily plisobici na kazdy bod a F,3 jsou sily, kterymi ptsobi body bg na
body b,

Zavedeme-li souradnice celé soustavy jako
X =(X1,...,Xsn) = (21,...,Zy),

pak pohybové rovnice soustavy (43) pfedstavuji soustavu 3N diferenciélnich rovnic
druhého tadu ) .

250 = B(EW®), j=1,....3N, (44)
kde

F(X) = (Fi(X),..., FN(X)) = (F1(X), ..., F3n(X)).

Pokud neplati, ze Fo(X) = Fo(Zy,...,2Tn) = Fo(Z,), (to znamena ze sila
pusobici na bod b, zévisi i na poloze ostatnich bodd, t.j. body vzéjemné interaguji),
pak z matematického hlediska se jedna o velmi tézkou tlohu, kterou lze obecné fesit
pouze pro dva hmotné body spliujici 3. Newtontiv zdkon v jeho silné verzi, viz
kapitolu 3.4. Nicméné i pro slozitéjsi systémy lze diky tfetimu Newtonovu zadkonu
ziskat nékteré dil¢i vysledky.

Treti Newtontiv zékon (akce a reakce), ktery je vlastné predpokladem o cha-
rakteru ptisobicich sil, ma dvé verze, silnou a slabou. Slaba verze tvrdi'®, Ze sila,

18Ve skutecnosti 3. Newtontiv zdkon nemusi platit ani ve své slabé verzi a je tfeba jej v kazdém
konkrétnim pripadé ovérovat. Mame-li, napiiklad dvé smycky dratu, ve kterych proudi stacionarni
elektrické proudy j1 a jo, pak segment ds; (analog hmotného bodu) v bodé 7 vytvari v bodé 7
magnetické pole dB = ‘m]ldsl X (7o — ) /|72 — 71|® a sila, kterou piisobi na segment dsz v bodé
FQ je
o . . dsg X [dSl X (772 — Fl>]
“—J1)2
4

ﬁ =
21 |7?2 —F1|3 )

takze o
o ) Mo  J1J2 [-’ 7 S o 7o L
Fo1 + Fig = ——=—=— |dsi(dsg - (T2 — —dsa(dsy - (7o —
21 + I'12 i |7 — AP 1(dsy - (72 — 1)) 2(ds1 - (T2 — 7)) |,

coz neni nutné nula. Na druhé strané po vyintegrovani pfes obé dvé smycky se sily vyrusi.
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F 3a kterou hmotny bod b, ptisobi na hmotny bod bg ma stejnou velikost ale opa¢ny
smeér nez sila, I, 3 kterou hmotny bod b3 ptisobi na hmotny bod b,

Fop = —Fsq. (45)

Ve své silné verzi zakon tika, ze sily navic sméruji ve sméru spojnice poloh hmotnych
bodi, tedy

Fop = (Za = Zp) fap(|Ta — Tol) = (Ta — Tp) fap(rap), (46)
kde fos = fga- Je dobré si uvédomit, Ze silnd formulace 3. Newtonova zakona je
ekvivalentni predpokladu, Ze vzajemné sily je mozné ziskat jako gradient potencialu

Uas(r) == —/faﬁ(r) rdr. (47)

To je splnéno napiiklad pro hmotna télesa, ktera na sebe vzajemné ptisobi gravitacni
silou.

Ukazeme dtsledky 3. Newtonova zakona pro soustavu hmotnych boda. Plati-li
zékon akce a reakce aspon ve své slabé formé, pak

N
>3 0

a=1 g=1

a pro soutadnice celkové hybnosti soustavy hmotnych bodu ]3(15) = Egzl Maa(t)
v nercidlni soustavée plati Prvni véta impulsova:

d

SP(t) = FOX (1) = ; FO(a (1)) (48)

tedy casova zmeéna celkovée hybnosti je rovna celkové vnéjsi sile, kterd na soustavu pi-
sobi, t.j. souctu vnéjsich sil ptisobicich na jednotlivé body. Pro soutadnice hmotného

Vv

N N
. 1 .
R(t) =+ D mafa(t), M= mg, (49)
a=1 B=1
pak dostavame
d = 5 @ 5 ) (¥
MER(IS) =P(t) = M@R(t) = F9(X(t)). (50)

Disledkem (48) a (50) pro tzv. izolovanou soustavou, ¢imz rozumime soubor N
hmotnych bodi které na sebe plisobi navzajem, ale z vnéjsku na né neptisobi zadna
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vtisténa sila (pomérné dobfe je timto zptisobem popsdna napf. slunecni soustava se
vSemi planetami, mésici a Sluncem), je Ze hmotny stfed isolované soustavy hmot-
nych bodt se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti P /M. Je pak snadné ukazat,
ze v tom piipadé lze najit inercidlni soustavu (0, €) ve které slozky celkové hybnosti
vymizi. Stadi totiz provést Galileovu transformaci (31), kde V = P/M. Tato Gali-
leova transformace je urcena az na ortogonalni transformaci S a konstantni vektor
Zo. Ten se obvykle voli tak, Ze pocétek inercidlni vztazné soustavy (0, €) je v hmot-
ném stfedu soustavy hmotnych bodt. Tato vztazna soustava se nazyva soustavou
hmotného stredu.

Neni-li soustava isolovana, t.j. na kazdy hmotny bod ptisobi navic vnéjsi sila
£ (Z4), pak soustava hmotného stfedu neni inercidlni.

Podobna tvrzeni, mizeme odvodit i pro moment hybnosti (impulsmoment) sou-
stavy. Sec¢teme-li momenty hybnosti vSech bodt soustavy

N N
L= Lo=) &a X fa (51)

pak z 2. Newtonova zakona dostavame

) N N
L: :ZEa:Zfaxﬁée)jL Z *axﬁag. (52)

a=1 a

Il

1L
2
ki

I

Plati-li zakon akce a reakce ve své silné formé, pak

Z To X Fop = Z To X (Lo — Tp) fap(rap) =0,

75 1 76 1

nebot fos(r) = fsa(r). Druhd véta impulsova v inercialni soustavé ma pak tvar:
EL( ) = N© Zxa x Fl (1), (53)

tedy Casova zména celkového momentu hybnosti je rovna celkovému momentu vnéj-
sich sil, které na soustavu ptisobi. Pfi této prilezitosti je dobré si uvédomit dveé
véci:

1. Hodnota momentd hybnosti i momenti sily zavisi na volbé pocatku vztazné
soustavy.

2. Prejdeme-li od inerciélni soustavy (o, €) k obecné neinercialni soustavé (0'(t), €'),
kterd se vidci inercialni pohybuje pouze translacnim pohybem, t.j. € = e, pak
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celkové hybnosti, momenty hybnosti a momenty sil se diky (13) transformuji
zpusobem (viz piiklad 1.5 v [1]- cvieni)

P =P — M), (54)
['=L—%0)xP—MRxZ0)+ MZ() x Z(d), (55)
N'© = N© — (o) x F. (56)

Vybereme-li navic za pocatek pohybujici se vztazné soustavy hmotny stied soustavy
hmotnych bodu o'(t) = R(t), pak

P =0, L'=L-RxP (57)

a 2. véta impulsova v této neinercidlni vztazné soustavé prejde na tvar (priklad 1.7
v [1]- cviceni)

d 71 - =1 o (e)(= = =/ o 1(e) (= 7/ (e)
%L(t)zzxax o NEo) =D Tl x /O (F]) = N'©. (58)

a=1 a=1

Pfipomenme, ze vztahy (57) a (58) plati v soustavé hmotného stiedu i kdyz vnéjsi
sily jsou nenulové, ¢ili tato soustava neni inercialni.

3.4 Problém dvou téles

Uloha o pohybu dvou téles, které na sebe vzajemné ptisobi silami zévislymi na jejich
poloze predstavuje systém Sesti diferencidlnich rovnic pro Sest funkei 7 (), Zo(t)

m1%1 = ﬁ1(171,fz), (59)

mz@ = ﬁQ(flan)v (60)

ktery pro libovolné ﬁl, F, fesit neumime. Nicméné, pokud pro sily ve zkoumaném
sytému plati tieti Newtontiv zakon, pak je mozné tuto soustavu zjednodusit, pii-
padné prevést na tlohu podobnou tloze pro jedno téleso a ve specialnim pripadé,
jako je napriklad Keplerova tuloha, i vytesit.

Tedy, plati li pro sily F 1, ﬁg tfeti Newtontv zakon aspon ve slabé verzi

—

Fy(Z1, 7)) = —Fy(i, i), (61)

pak se¢tenim a rovnic (59) a (60) dostaneme
mli’l + mQS‘I_Z.';Q = Mé = 0,

26



kde R = (m1@1 + maZs)/(my + ms) je soufadnice hmotného stiedu soustavy, ktery
se tedy v tomto pripadé pohybuje rovnomérné primocare.
Pokud plati tfeti Newtontv zdkon dokonce v silné verzi nebo aspon

Fy(T1,T2) = —Fy(2), 72) = F(&) — 7), (62)
pak vynasobenim rovnic (59), (60) m% respektive m% a odectenim snadno zjistime,
ze pro relativni soufadnice soustavy & = ¥; — T plati

T=0 —iy=(—+ —)F(T — i) = —F(). (63)

1

my Mg %

Pro vzéjemné sily spliujici (62) tedy lze prevést problém feseni pohybu dvou téles

na (trivialni) tlohu o pohybu hmotného stiedu soustavy a dlohu o jejich relativnim

pohybu (63). Je-li druhd tloha analyticky fesitelnd nebo nikoliv, zavisi na konkrét-

nim tvaru sily F. Jejim specidlnim piipadem je centralni isotropni sila fesena v
podkapitole 1.1.2.

3.5 Casova stFedni hodnota, véta o viridlu

Dalsi poznatky o chovani soustavy jako celku je mozno ziskat z tzv. véty o viridlu,
ktera pro libovolny pocet hmotnych bodt udava souvislost mezi stfedni hodnotou
kinetické a potencialni energie soustavy. Ukazuje se totiz, ze pro dlouhodobé pri-
mérné hodnoty téchto velic¢in plati vztahy, které v jednotlivych okamzicich platit
nemusi.

Necht Z je libovolna funkce 2 x 3N + 1 proménnych pfedstavujici néjakou
fyzikalni veli¢inu zavisejici na polohéach a rychlostech, piipadné case, Z = Z ()? , 17, t),
kde (jedné se obecné o soustavu N hmotnych bodi)

— —

X =(#,...,%y) = (X1,..., Xsn), V= (h,...,05) = (V4,..., Van).

Casovou stiedni hodnotou < Z >; veliéiny Z pro funkci X = X(t) =
(X1(t), ..., X3n(t)) nazveme

1 [7 1 [7 ~ d -
< Z >4:= lim - Zg(t)dt = lim — Z (X(t),—X(t),t) dt. (64)
=00 T Jo T—00 T Jg dt
Nés budou piedevsim zajimat ¢asové stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie
pro funkce X popisujici ¢asovy vyvoj souradnic hmotnych bod pohybujicich se
podle 2. Newtonova zakona.

19V této podkapitole vinka neznamend soufadnice v nové vztazné soustavé, nybrz souiadnice
zéavislé na case v dtisledku pohybu hmotnych bodt.
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Véta 3.1 Necht T je kinetickd energie soustavy T = ( ) = 3 LYy mat? =
ZZ LMV a vechny sily v ni pisobici jsou potencidlové F(X t) = —grad U(X, t).

Pak pro libovolné feseni X Newtonovich pohybouvych rovnic, které spolu s prong
derivaci nenabyvaji nekonecnych hodnot plati

1 5
<T>~——§Z<Fa~xa>)~(. (65)

Pokud navic U je homogenni funkci X; stupné k, t.j. U(A)?, t) = AkU()Z,t) pak
k
<T>;(:§<U>)~(. (66)

fve N ~ - yd v /. 7’ . L
Veli¢ina ), F,, - ¥, na pravé strané (65) se nazyva virial soustavy.
Dikaz (viz téz [1], kap.2.5) je zalozen na faktu, Ze kinetickou energii mtizeme
pro libovolné feseni pohybovych rovnic zapsat pomoci dasové derivace funkce?® G :=

Zgzl ﬁoz T = Z?ivl m; Vi X

3N 3N 3N 3N
~ 1 L 1d L~ 1 L 1d~ 1 -
T==z XX, = —— XX — = X X;i=-—G-=-Y FEX,
2 m’L 1 K2 th ml K3 1 2 . m’L 1 K2 thG 2
=1 =1 =1 =1
tedy
S G(r) = G(0)

Pokud X;, X; jsou omezené, pak prava strana je rovna nule, z ehoZ plyne (65). Pro
homogenni potencial

odkud plyne (66).

Cviceni 27 Dokazte posledni rovnost v (67). Kolik je k pro Coulombicky potencidl
a pro linedrni harmonicky oscildtor?

Pokud %—(tj = 0, pak celkova energie soustavy je £ = T + U, a z véty o viridlu
dostavame podily stiednich hodnot kinetické a potencialni energie na celkové.

k 2
<T>X—m<E>X,<U>X T 2<E>X. (68)

20ktera se nekdy rovnéz nazyva virial
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4 Mechanika tuhého télesa

Mechanika tuhého télesa popisuje napriklad pohyb kamene hozeného do vzduchu,
zménu osy rotace Zemé, fyzikalni kyvadlo nebo ”setrvacniky” t.j. télesa otacejici se
okolo pevného bodu.

4.1 Popis pohybu a fyzikalnich veli¢in

Tuhé téleso je mozno aproximovat jako soustavu hmotnych bodt b, svazanych
vazbami |b, — bg| = r.g = const. Mizeme mu pfifadit vztaznou soustavu (0, €)
"pevné spojenou s télesem”, vici které jsou vSechny body tuhého télesa v klidu, t.j.
%ﬁ(b(t)) = 0. Pohyb tuhého télesa je pak urc¢en pohybem této (obecné neinercidlni)
vztazné soustavy (0(t),€(t)) vici néjaké referencni inercidlni soustavé (o, e).
Druhé véta impulsova pro ¢asovy vyvoj momentu hybnosti v inercidlni soustave
mé jednoduchy tvar (53). Chceme-li popsat pohyb tuhého télesa je vhodné vyjadiit
slozky momentu hybnosti v obou soustavach. Pohybové rovnice tuhého télesa jsou
pak dany Druhou vétu impulsovou zapsané v soustavé (6, €) pevné spojené s télesem.
Pro soufadnice kazdého bodu tuhého télesa vzhledem k inercialni soustavé (o, €)
diky (14) plati B
Z(b(t)) = S(t) - £(b(t)) + Z(o(t)), (69)

z Cehoz plyne, ze pohyb libovolného bodu uvnitf télesa je ddn pohybem (zatim
libovolné zvoleného) pocatku 6(t) a otdcenim okolo néj vyjadienym matici S(t).
Rychlost tohoto bodu pak je (zavislost na ¢ je vynechéna)

Z(b) = S - Z(b) + 2(6) = (SST) - [Z(b) — Z(6)] + Z(5). (70)

Zavedeme-li, podobné jako v kapitole 3.2, ; = %&tijkwjk, kde ale wjj, := —(SST)jk =
—wy; (porovnej s (40)), pak €, jsou opét slozky okamzité tthlové rychlosti otaceni
neinercialni baz € vzhledem k e, avSak v bazi e, tedy slozky Q(¢) vzhledem k ne-
pohyblivé soustavé (o, e). Pro soufadnice bodi b, (t) tuhého télesa v soustavé (o, e)
tedy plati

Z(ba(t) = 3(t)) = (t) x [#(ba(t) = 3(t)))- (71)

Odtud je vidét, ze okamzita Ghlova rychlost otaceni vSech bodi télesa okolo pocatku
soustavy 0 je stejnd (coz je viceméné ziejmé) a Ze nezavisi na vybéru pocatku.

CvicCeni 28 Ukazte, Ze w;; a w;; jsou slozky jednoho a téhoz tensoru v riznych bazich

aQaf gsou slozky jednoho a téhoz (pseudo)vektoru v riznych bazich, t.j.

Q;(t)e; = Q;(1)&;(t) = Q(1).
Navod: PouZijte vzorec pro transformaci bazi a definice ﬁ(t) a Q(t)
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Kvili odvozeni pohybovych rovnic tuhého té€lesa rozlozime v kazdém case ¢
prechod mezi inercidlni soustavou (o, e) a neinercidlni (o(t),€(t)) na dva kroky —
translaci a rotaci: prechod od (o,e) k (o’,€') = (6(t),e) a prechod od (0’,€') =
(6(t), ) k (5(t), 5(¢)).

Slozky momentu hybnosti L, bodu b, (t) vzhledem k o' = 6(t) v soustavé (o', €’)
pak diky (71) maji v kazdém case ¢ tvar

—

Ll = mg @b — 0) X Z(bo — 6) = M Go X (€ X @), (72)

kde
Go = T'(by) = T(be — 0).

Vzhledem k tomu, Ze ¢,, [j; i 0 predstavuji slozky (pseudo)vektori v bazi e, slozky
téhoz momentu hybnosti v bazi € jsou

—
~ —

Ea = m, q?a x (2% q,), (73)

kde

-

qa = '%(ba)

Cviceni 29 Ukazte, Ze pokud )Z',f( a 37,37 Jsou slozky vektori X a Y v ortonor-
malnich bazich e a e, pak trojice ¢isel Z; = €, X;Yy, Z; = £ X;Yy, i =1,2,3
Jsou sloZky jednoho a téhoZ (pseudo)vektoru Z v bazich e a €. Cim je ddno znaménko

Dillezité vlastnost soufadnic ¢, pohybujictho se bodu télesa by(t) je, Ze (na rozdil
od soutadnic ¢, ) nezavisi na Case, nebot soustava (0, €) je pevné spojend s télesem.

Vyjadiime-li slozky pseudovektoru L, ve slozkach €, ¢, dostaneme?!

La,i = magijk(ja,j(gklmﬁlga,m) = ia,ilQh (74)

kde

Ia,il = magijkgklmQOz,jéja,m = ma<5il ga : qa - QQ,iQQ,l) = Ia,li- (75)
jsou slozky momentu setrvac¢nosti bodu b, v soustavé (0,€) spojené s télesem a z
jejich definice je zfejmé, ze v této soustavé rovnéz nezavisi na cCase.

V aproximaci tuhého télesa soustavou hmotnych bodu jsou sloZky celkového
momentu hybnosti vzhledem k bodu 6 v bazi € rovny souctu momentt vsech bodu

L= Z za,i = Q Z fa,li = 1. (76)

2l ¢fsluji body tuhého télesa i, j, k ¢isluji slozky (pseudo)vektordi v neinercidlni soustave.
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Ptejdeme-li od diskrétni aproximace ke spojitému prostiedi, pak z (75) a (76) plyne

LT — i) dPE. (77)

=y

jlz’ = ~z‘l = /Tf)(j)((gz‘z

Tyto veli¢iny pfedstavuji slozky symetrického tensoru I v bazi €, ktery se nazyva
moment setrvacnosti télesa vzhledem k bodu 0 a urcuje vztah mezi thlovou rychlosti
otaceni télesa a jeho momentem hybnosti. V integralu (76) p(Z) pfedstavuje hustotu
hmoty a ¥ jsou soutadnice bodi uvniti télesa 7 v soustavé pevné spojené s télesem.

Vzhledem k tomu, ze moment setrvacnosti je symetricky tensor, je moznée vybrat
bazi & tak, Ze mimodiagondlni slozky I;, # i vymizi (diagonalizace symetrické
formy) a diagonalni slozky mtizeme oznacit I, I, I5. Osy soufadné, které ukazuji ve
sméru téchto €; nazyvame hlavni osy setrvacnosti télesa. Moment hybnosti télesa,
pak ma slozky

L = (LY, Ly, I5Q5). (78)
Vyjadfeni momentu hybnosti ve tvaru (72) mizeme vyuzit i k vyjadfeni kine-
tické energie otaceni bodu b, okolo o.

Ty = §ma Ao " 4o = §ma <(Q X qo‘) ) (Q X qa)) -
1 R VI RN T
= §ma <ch X (Q X Qt;v)> Q= iLa : Q7 (79)

kde jsme v tfetim rovnitku pouzili cyklicnost smiseného soucinu
(CxA)-B=(AxB)-CproA=4gq,, B=QXx4dg, C=%Q.Prokinetickou energii
otaceni télesa okolo o pak dostavame vzorec

— (-0 0=

S~
U
2

T=-[-Q= lzzzQle (80)

DN | —

1
2

DN | —

4.2 Pohybové rovnice tuhého télesa, bezsilovy setrvacnik

Zvolime-li za pocatek soustavy (6(t),€(t)) hmotny stied télesa o(t) = R(t), pak
pohyb tuhého télesa je urc¢en pohybem hmotného stiedu télesa a otacenim okolo
néj. Pohyb hmotného stfedu je dan prvni vétou impulsovou

M R(t) = F©),

a rovnice pro ota¢ivy pohyb S(t) vyplyvaji z druhé véty impulsové v soustavé hmot-
ného stiedu (58)

d- -
%U:Nm. (81)
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Pripomenme, ze I jsou slozky celkového momentu hybnosti télesa v obecné neiner-
cidind soustavé (o', €') a N'© je celkovy moment vn&jsich sil, které na téleso piisobi.
Vzhledem k tomu, Ze slozky momentu setrvacnosti je rozumné pocitat vzhle-
dem k soustavé (6(t),€(t)) pevné spojené s télesem , ktera se vuci (o', e’) otadi, je
vhodné pFepsat i 2. vétu impulsovou do této soustavy, ve které I; nezavisi na Case.
Z transformacnich vlastnosti (pseudo)vektoru L pfi zméné baze snadno odvodime
d 7 d

o _a(s-i):SijSf (82)

a s vyuzitim (40) a (81) odsud dostaneme 2. vétu impulsovou v soustavé spojené s
télesem ve tvaru

—

= - = = (e)
— QOQxL=N

dt ’ (83)

=(e) = (e) = (e
kde N =N (t) =N 50).

Vyjadiime-li L pomoci momentu setrvacnosti télesa zpisobem (76), obdrzime
tzv. Eulerovy setrvacnikové rovnice

jilﬁl - Eijkjijka = Ni(e), (84)

které urcuji ¢asovou zavislost rychlosti tithlové rotace €2(t) télesa s momentem setr-
vacnosti I. Eulerovy rovnice tedy nejsou nic jiného nez druhé véta impulsova zapsana
v neinercalni soustavé tuhého télesa a veli¢iny v nich vystupujici jsou zapsany ve
sloZkach v soustavé pevné spojené s telesem, jejiz pocatek je v hmotném stiedu té-
lesa. Pokud slozky momentu vnéjsich sil na pravé strané Eulerovych rovnic jsou
nenulové, jedna se o velmi slozitou soustavu diferencialnich rovnic druhého fadu pro

rota¢ni matici S(t), kterd vystupuje jak ve slozkach Qj uhlové rychlosti, tak ve sloz-

kéch momentu vng&jii sily N© () = N’ © (t) - S(t). Je-li moment vnéjsich sil nulovy,

dostavame soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu pro slozky thlové rychlosti
v soustavé pevné spojené s télesem Qj(t), ze kterych je pak mozno pocitat matici
S(t) urCujici otac¢ivy pohyb télesa (viz cviceni 30 a 32).

Pokud napiiklad na tuhé t&leso neptisobi #adné vn&jii sily, F\” = 0, jednd se
o izolovanou soustavu, kde N© =0 - tzv. bezsilovy setrvacnik. V tom piipadé
se hmotny stfed télesa pohybuje rovnomérné primocatre a Eulerovy setrvac¢nikové
rovnice se zjednodusi na

iuﬁz = 5ijkjijka- (85)

Prednosti soustavy pevné spojené s télesem je, ze slozky tensoru setrvacnosti jsou
pak na cCase nezavislé, coz podstatné zjednodusuje feseni. V bazi zvolené navic ve
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smérech hlavnich os momentu setrvac¢nosti?? maji diferencialni rovnice (85) tvar
f1§21 = (I — I3)00s,
Ly = (I — 1), (86)
Qs = (I — L),
7 téchto rovnic je okamzité vidét, ze pro téleso, které ma slozky momentu
setrva¢nosti v hlavnich osach stejné I} = I, = Iy (naprlklad homogenni koule), j

—

Q(t) = const., takze téleso se otadi konstantni thlovou rychlosti stale ve stejném
sméru. S
Pokud I; = I # I3 (symetricky setrvacnik), pak feseni rovnic (86) je

- L1 L —1I; ~ -
leCsin< 7 39325—900) QQ Ccos(lj 39315—300),9320071315.

1 1

Odtud plyne, Ze v tomto pripadé se smér pseudovektoru Q(t) se otaci okolo treti

hlavni osy setrvacnosti télesa 7 rychlosti 1= A I3 ()5, ale rychlost otaceni |Q(t)| je v
Case konstantni (odtud nazev setrvacnik). Tento pohyb pseudovektoru €2(t) (pohyb
osy otaceni uvnitf télesa!) se nazyva precese. S tim souvisi fakt, Ze smér osy otaceni
Zemé (kterou je mozno v jisté aproximaci povazovat za zplostély elipsoid) se s ¢asem
méni, zatimco jeji rychlost zistava v této aproximaci stejna. Uhel, ktery svira Q(t)
s osou Z se nazyva uhel nutace a plati pro néj

cos = Qs/|Q| = Qs/4/C2 + Q2.

Pro symetricky setrvacnik cosf = const., ale v obecném pripadé nikoliv.

Pokud I, + I + I, I + I, pak feseni Eulerovych rovnic je pomérné slozité
a lze je vyjadiit v terminech tzv. Jacobiho eliptickych funkci (podobné jako presné
feSeni matematického kyvadla).

Poznamenejme jesté, ze vyfeSenim slozek Q,,(t) z Eulerovych setrvaénikovych
rovnic je§t~é neni otééivy pohyb télesa uréen, nebot ten je dan matici S(t), takze pro

vvvvvv

Si(t) Sty = (ST(8) - S(8))ij = —Di5 = —€ijm i (t)
pro slozky ortogonélni matice S.

Cvicéeni 30 * Naleznéte matici otdaceni S pro homogenni kouli v bezsilovém pro-
streds.

22tzv. polarni baze
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= (e)
Cviceni 31 UkaZzte, Ze pro téleso v homogennim gravitacnim poli je N = 0, takzZe
pro né plati stejné rovnice (86) jako pro bezsilovy servacnik.

Cvicéeni 32 * Urcete pohyb bodu na povrchu homogenni koule v homogennim gra-
vitacnim poli.
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5 Lagrangeova formulace mechaniky

Newtonovska formulace mechaniky hmotnych bodi je formulovana v kartézskych
soufadnicich, které pro popis nékterych systémii, napiiklad pohyb v poli centralnich
sil, nemusi byt nejvhodnéjsi. Mimo to pro hmotné body, které se pohybuji nejen pod
vlivem vtisténych sil ale jsou rovnéz podrizeny néejakym vazbam, operuje s intuitivné
naroénym pojmem vazbovych sil.

Priklad: Rovinné matematické kyvadlo. Hmotny bod se pohybuje pod vlivem kon-
stantni gravitacni sily, ale jeho pohyb je omezen na kruznici

2 +yP—12=0, 2=0, (87)
kde | je délka (pevného) zdavésu. Newtonovy rovnice pohybu maji tvar
mi = F, (88)
mij = mg-+ Fy(“), (89)
mi = FW, (90)
kde
FO = X grad(z? + % — 2) + Ay grad(z) = (202, 2M\y, As), (91)

je vazbovd sila a A1, Ay jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory. Rovnice (87) — (90)
predstavuji smiseny algebraicko-diferencidlni systém péti rovnic pro pét nezndmygch
funkei &(t),y(t), 2(t), A1 (t), Aa(t). Z rovnic (88), (89) snadno dostaneme

2y —yr+gr =0

a zavedenim poldrnich soutadnic x = Z(¢) := lsing, y = §(¢) := lcos¢p,z =

2(¢) := 0, dostaneme jedinou diferencidlni rovnici tvaru
¢5+%sinq5:0. (92)

Z jejiho fesendi ¢(t) pak urcime esent rovnic (87) — (90)
2(t) = 2(4(1)) = Isin(g(t)), §(t) = §(o(t)) = Isin(g(t)), 2(t) = £((t)) = 0.
Lagrangeovy multiplikdtory pak jsou M (t) = m@(t)/Z(t), Aa(t) = 0.

Jiné priklady soustav s vazbami jsou dva hmotné body, spojené nehmotnou
tyckou, nebo jedna Castice v gravitacnim poli pohybujici se po pevném ¢i kutélejicim
se valci.

Cilem Lagrangeovy formulace mechaniky je formulace pohybovych zakond v
kiivocarych souradnicich, vylouceni vazeb a zahrnuti potencialovych sil do obecnéj-
siho ramce.

Vylouceni vazeb se provadi zavedenim tzv. konfigura¢niho prostoru systému a
jeho (kiivocarych) soufadnic ¢/, (coZ ve vyse uvedeném piikladu byl tihel ¢ ) a k
vylouceni potenciadlovych sil se zavadi Lagrangeova funkce.

35



5.1 Lagrangeova funkce hmotného bodu bez vazeb v poli
potencialovych sil

Odvodme napted tvar Lagrangeovy funkce pro piipad, ktery snadno popiSeme i v
Newtonové formulaci, totiz piipad jednoho hmotného bodu bez vazeb podrobeného
pouze potencidlovym sildm F (Z,t) = —gradU(Z,t). Jinymi slovy, pfepiSeme New-
tonovy pohybové rovnice do Lagrangeovy formulace.

Pohybové rovnice hmotného bodu bez vazeb je mozno s mirnym zneuzitim no-
tace zapsat zpluisobem

Qo (1, d B R
p [avi (ﬁmv )] =m v =ma; = Fi(Z,t) = —ain(x,t). (93)

Snadno se presvédcime, Ze tuto rovnici lze pfepsat do tvaru

d|[ o 0
- L(Z,v,t)| — =—L(Z,0,t) = 0. 4
kde L je tzv. Lagrangeova funkce L = L(Z,0,t) := tmuv® — U(Z,t), zkrécensd

L:=T —U, kde T a U jsou kinetickd a potencialni energie.

Je dobré si uvédomit, co rovnice (94) vyjadfuje: Lagrangeova funkce je (v tomto
ptipadé) funkei sedmi nezdvislych proménnych (xy, zo, x3, v1, Ve, v3,t) & poté, co pro-
vedeme parcialni derivace naznacené v (94), dosadime za z; funkce ¢asu 7;(t), za
v; dosadime i’l(t) a provedeme derivaci podle ¢asu. Timto postupem dostaneme
soustavu tif diferencidlnich rovnic pro funkce Z;(t), ktera je ekvivalentni druhému
Newtonovu zékonu (2) pro hmotny bod v poli potencidlovych sil. P¥itom, jak vidno z
rovnice (94), veskerd informace o dynamice pohybu je obsaZena v jediné Lagrangeové
funkci L.

V pripadé, ze sila plisobici na hmotny bod zavisi i na jeho okamzité rych-
losti nebo ne viechny sily jsou potencidlni, t.j. F = F(Z,7,t) = —grad U(Z,t) +
F©)(Z,7,t), prava strana rovnice (94) je rovna FZ.(O) (Z,0,1).

Otazka: Jak snadno zjistite, zda sila je potencidlova?

Cviceni 33 Ukaste, %e centrdlni sila F = T f(Z,t) je potencidlovd pouze kdyZ je téZ
izotropnd, t.j. F = T f(|Z],1).

Existuji ale i nékteré nepotencialni, na rychlostech zavislé sily, jejichz ptisobeni
je mozno rovnéz zahrnout do Lagrangeovy funkce.

5.1.1 Lorentzova sila, zobecnény potencial

Mezi sily, které se nam zatim nepodarilo zahrnout do Lagrangeovy funkce patii i
fyzikalné velmi dilezita sila Lorentzova, ktera ptisobi na elektricky naboj pohybujici
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se v elektromagnetickém poli. Dtivod je ten, Ze zavisi nejen na poloze ale i na rychlosti
pohybujiciho se naboje.

F=F@v1t) =q <E(f, t) + 7 x B(Z, t)) , (95)
kde q je velikost naboje a EaB jsou elektricka intenzita a magneticka indukce (viz
[8], kap.4.5) v misté o soufadnicich & a v ¢ase t.

Cviceni 34 Zopakujte si 7eseni Newtonovych rovnic pro Lorentzovu silu, kde E =
const, B = const.

Vzhledem k tomu ze Lagrangeova funkce zavisi i na rychlostech, budeme uvazovat
i potencidly rovnéz zavislé na rychlostech: U = U(Z, ¥, t). Je snadné pak ukazat, Ze
Lorentzovu silu lze ziskat ze zobecnéného potencialu

U(Z,7,t) = q (go(f, 1) — - A, t)) , (96)

kde p a A jsou potencialy elektromagnetického pole pro které plati

E = —grady aa—t, B=rotA, (97)
zpusobem
L., adlo J ...
Fi(Z,v,t) = pr [aviU(:v,v,t)} — ain(x,v,t). (98)

Znamena to, ze i Lorentzovu silu je mozno zahrnout do Lagrangeovy funkce pro-
stfednictvim zobecnéného potencidlu (96) a pohybové rovnice pro nabitou ¢astici v
elektromagnetickém poli lze opét zapsat ve tvaru (94), kde L = %va —U(Z,7,1).
Vzhledem k tomu, Ze elektromagnetické potencidly jsou urceny az na kalibrac¢ni
transformace, neni odpovidajici Lagrangeova funkce urcena jednoznacné. Nicméné
pohybové rovnice (94), které dostaneme z takto riznych Lagrangeovych funkei, jsou
identické.

Cviceni 35 Urcete jak se lisi Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické potencialy,
ktere se lisi o kalibracni transformaci a ukazte, Ze tento rozdil neprispéje k levé strané
rovnice (94).

Cviceni 36 Ukazte, Ze sila dand vzorcem (98) je nejvyse linedrni v rychlostech pro
libovolnou funkci U.
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5.1.2 Obecné souradnice

Pro nékteré typy tloh, napf. pohyb v poli centralnich isotropnich sil (Coulombova
sfla), je vhodné nahradit kartézské soufadnice 2/ kiivodarymi y*, coz spoc&iva v sub-

stituci 27 = #7(yt, ..., y"), kde funkce 27 jsou spojité, maji spojitou prvni derivaci
a navic pro né plati tzv. podminka regularity
07
det — # 0. 99
gl (99

Tato podminka miiZe znamenat, Ze kfivoc¢aré souradnice 3 nemtzeme obecné pouzit
na celém fyzikdlnim prostoru, nybrz pouze na jeho ¢asti, kde je splnéna podminka
(99), a pro zbytek (¢i spiSe jeho okoli) najit jiné.

Napiiklad sférické soufadnice y* = r,y? = ¢, 3% = o

V= 29, ¢) := rsindcos g,

2? = 2*(r,9,p) ;= rsindsinp, (100)
* = 2%(r,9,p) :=rcost

nebo cylindrické soufadnice y! = p, % = p,y3 = 2

b= 2'(re,2) = pcose,

2= (r,p,2) = psing, (101)

¥ = e 2) =2
1ze pouzit pouze na E \ {0+ kes, k € R}, t.j. mimo "osu z”.
Cviceni 37 Spocitejte Jacobidny (99) transformaci (100) a (101).

Lagrangeova funkce L, urcujici pohybové rovnice v kfivo¢arych soufadnicich
a odpovidajicich rychlostech, méa opét tvar L. = T — U, ale obé funkce T" a U je
nutné vyjadrit v kifivocarych soutadnicich a rychlostech.

L o da
L= L(g,w.1) = L(3(@). (53)5.0).t)

(7.0)) = U (@), (57, 0).¢) (102)

kde




Dilezité je, ze, jak ukazeme v odstavci 5.2.2 (i pro obecnéjsi pfipad systému s
vazbami), tvar pohybouvych Lagrangeovych rovnic zistdvd stejny i v kfivoéarych sou-
fadnicich, t.j. plati (94), kde

Xr—y, v —w, L— L.

Cviceni 38 Spocitejte vyjddreni kartézskiyjch sloZek rychlosti a T2 ve sférickych a
cylindrickych souradnicich.

5.2 Vazby

Systém N hmotnych bodt bez vazeb ma 3N stupni volnosti — nezavislych soutrad-
nic, jejichz vyvoj v ¢ase je dan 2. Newtonovym zakonem (44), kde X jsou kartézské
soufadnice v inercialnim systému. Existuje vSsak mnoho mechanickych systémi, kde
hmotné body jsou podrizeny vazbam, pfesnéji soustavé podminek mezi souradni-
cemi a rychlostmi, které plati a priori, t.j. bez ohledu na konkrétni ¢asovy vyvoj —
pohyb. Vyznam Lagrangeova formalismu tkvi pfedev§im v tom, ze formalné stej-
nym zptsobem jako v podkapitole 5.1 1ze zapsat pohybové rovnice mechanickych
systému s vazbami (matematické kyvadlo, hmotny bod na sféfe, na kutélejicim se
véalci, soustava pevné propojenych hmotnych bodi,...).

Nadale budeme ptredpokladat, ze se jedna o tzv. udrzovaci vazby, coz znamena,
7e vztahy mezi soufadnicemi a rychlostmi lze zapsat pomoci p funkci fx zptisobem

fe(X,V,t)=0, K=1,...,p, (103)
kde (jedna se o soustavy N hmotnych bodi)

X:(fl,...,fN): (ﬁl,...,flng), V:(Ul,...,ﬁN) = (Ul,...,UgN).

Prikladem udrzovaci vazby je pohyb bodu na povrchu koule na rozdil od pohybu
uvniti koule.

Podle tvaru funkci fx rozeznavame predevsim vazby holonomni fx = fx ()? ,1)
a neholonomni zavislé i na rychlostech. Nékteré neholonomni vazby mohou byt skryté
holonomni, coz znamena, ze je lze ”zintegrovat” na vazby holonomni. Napt. pod-
minku, kterd ma tvar

L .. Oh oh oh L
f=ful@0) = L + a—yvy + 5,0 = (grad h).v =0,

kde h = h(&), lze (pro libovolnou & = Z(t)) zapsat zptisobem %h(fz(t)) = 0, takze

tuto neholonomni vazbu muzeme nahradit holonomni vazbou h(¥) = const. Obec-
néji, neholonomni vazbu tvaru

f=13(2,0) = g(&) - 7=0 (104)
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1ze nahradit ekvivalentni holonomni vazbou h(Z) = const, kde grad h(Z) = u(Z) (&)
a (%) je tzv. integracni faktor, pokud plati Eulerova podminka (viz [1] 2.2)

g-rotg=D0.

Vazby nezavislé na case fx = fK()? , ‘7) =0, K =1,...,p nazyvame sklero-
nomni. Vazby (103) zavislé na ¢ase se nazyvaji rheonomni, ptikladem je pohyb bodu
na kutalejicim se valci.

Vazby které nejsou (aspon skryté) holonomni se do Lagrangeovy formulace
mechaniky zahrnuji velmi obtizné a proto se v dalsim omezime na vazby holonomni.

5.2.1 Lagrangeova funkce pro soustavy s holonomnimi vazbami

Vazby snizuji pocet stupiiit volnosti (dynamickych proménnych — nezavislych funkci
¢asu vyhovujicich pohybovym rovnicim). Systém s p holonomnimi vazbami, pro
které jsou funkce fx nezavislé?®, ma pocet stupiifi volnosti s = 3N — p.
Otazka: Kolik stupniu volnosti md sloZené matematické kyvadlo? Cihla hozend do
vzduchu?

Podmnozinu vektorit X € R3N splnujicich holonomni vazby

f = fe(X,t) =0, K=1,...,p, p<3N, (105)

kde fx jsou zadané funkce, nazyvame konfigura¢ni prostor. Tato podmnozina
obecné neni linedrni prostor nybrz (za jistych predpokladi o fK()Z ,1)) tzv. diferen-
cialni varieta, napt. kruznice, sféra, torus, ... .

V Lagrangeové formulaci mechaniky je tfeba predevsim vyfesit vazby. Podle
véty o implicitnich funkcich lze 3N kartézskych souradnic x; spliujicich holonomni
vazby zapsat jako funkce #; proménnych ¢;, j =1,...,s a dasu®*

2 = #(qu, ..., qs,t), i=1,....3N, & X = X(q,1) (106)

tak, ze holonomni vazby (105) jsou splnény pro libovolnd q; z jejich defini¢ni oblasti,
t.].

Proménné ¢; se nazyvaji zobecnéné souradnice soustavy. Konkrétni tvar X (q,t)
pro dané vazby je uréen podminkami (107). Pro derivace fx pak plati

2 3N .

Ofk 0fk 0%,

= =0. 108
8qj i1 8:62 qu ( )

23t.j. hodnost obdélnikové matice %(X) (kde K = 1,...,p, i = 1,...,3N) je na né&jaké
oteviené mnoziné v R3Y rovna p

24Pozor! Zavislost #; na ¢ase neni ddna pohybem hmotn§ch bodd, nybrz piipadnou zménou
rheonomnich podminek v ¢ase. Pro skleronomni podminky funkce (106) nezaviseji na case.
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Priklad : Dvojité rovinné kyvadlo s rameny ly, 5.

N=2 X-= (1,..w6), p=14, s =2.
Vazby jsou ddany funkcems

X ) =at+a23 =1, fo(X,1) = a3,

fg(X,t) = (.174 — I1)2 + (ZL‘5 - ZE2)2 - l;, f4(X,t) = Tg-

Zobecnéné soutadnice (q1,qa) jsou uhly (o1, ¢2). Funkce X(q, t), které identicky splni
podminky (105) jsou

j1(S017 %02) = [y cos 1, 562(901, cpg) = [y sin ¢y,

T3(p1, 02) = 0,
T4(p1, p2) = lacos g + 15 cos 1, T5(p1,2) = lasin gy + 1y sin ¢y,
Ze(p1, p2) = 0.

Podobnym zptisobem jako souradnice mtizeme vyjadrit i kartézské rychlosti v;.
Dosadime-li do (106) za ¢; funkce ¢asu ;(¢) a zderivujeme podle ¢, dostaneme?

B = 800, 000 > ) = G0 G0N+ Fra0.. 109)

Odtud je vidét, ze hodnoty Easovych derivaci 7;(t) funkci ;(t), jejichz hodnoty lezi
na varieté dané vazbami, je mozno vyjadiit jako funkce v; = Z; zobecnénych sou-
fadnic g; a dalsich s nezavislyjch proménngjch oznacenych ¢; nazyvanych zobecnéné
rychlosti zplisobem

X . 0T O,

by = 2i(q1, - Gsy Q1 - - sy 1) 2= G a—q(q,t) + E(q,t), i=1,...,3N. (110)
J

Jak vidno, 2; je linearni funkei q;, takze z definice (110) okamzité plyne ”pra-
vidlo o kraceni tecek” )
or; 0y
i (111)
dg;  9g;

Cvigeni 39 Ouvéite, Ze 2 (106) a (110) plyne £3,(q(t),t) = 2,(q(t), 24(t), t).

25Vsimnéte si t¥i riznych vyznami vyrazi s x;: Jednak jsou to nezavislé proménné funkce L
lezici v R3N, jednak predstavuji funkce s zobecnénych soufadnic a ¢asu a jsou oznaceny &; a pii
oznaceni #; predstavuji funkce jedné proménné — ¢asu, t.j. kiivku v R3N. Tedy x;, #;, #; pokazdé
predstavuji jinou matematickou veli¢inu!!!
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Cviceni 40 Dva body spojené nehmotnou tyckou meénici se délky: Holonomni rheo-
nomni vazba md tedy tvar f = f(Z(1), Z2),t) = (Za) — T2))> —1(t)* = 0, kde [ je pre-
dem zadand funkce éasu. Zobecnéné souradnice gy jsou pak naptiklad (y1,ye, y3, 0, p)
a funkce (106) jSOU, 'Z%(l) (y17 Y2, Y3, 97 @, t) = g+ F’ j(?) (yla Y2, Y3, 07 2 t) = ?j_ F’ kde

—

1
= (y1,Y2,y3), T:= 5[(25) (sin @ cos p, sin @ sin p, cos ) .

Spocitejte rychlosti U1, Vs pomoci zobecnéngch soutadnic a rychlosti. OQvérte pravidlo
o krdacent tecek.

Cviceni 41 Ukazte, Ze pro rheonomni holonomni vazby plati

Ofk 0%;  Ofk B
8!Ei at—i_W—O? K—l,...,p.

Nagim cilem nyni je napsat pohybové rovnice pro nové dynamické pro-
meénné, t.j. pro zobecnéné souradnice soustavy ¢; jako funkce Casu G;(t). UkdZeme,
Ze zapis teéchto rovnic vypadd formdalné stejné jako Lagrangeova formulace pohybo-
vych rovnic (94) pro kartézské souradnice hmotnych bodi bez vazeb.

Jak uz bylo zminéno na zacatku této kapitoly, holonomni vazby je v Newto-
novské mechanice nutno nahradit vazbovymi silami, které nelze zahrnout do poten-
cidlovych sil, takze systém s vazbami je mozno popsat pohybovymi rovnicemi ve

[aa L(f,v,ﬂ] - aa L(X.V.t)=F(X.V )+ FO(X, V1),  (112)
(% €T;

kde L(X,V) = T(V) = U(X,V.,t) a Fi(v) a E(O) jsou kartézské slozky vazbovych
a vtisténych nepotencialovych sil, jejichz pisobeni nelze zahrnout do Lagrangeovy
funkce.

26Na rozdil od operatoru derivace funkce jedné proménné %, operator ”totalni derivace” dit
(stiiska se Casto nekorektné vynechéva) pisobi na funkce 2s + 1 proménnjych F = F(q;,q;,t) (

gj,q;,t jsou nezavislé proménné!) a vytvoii funkce 3s 4+ 1 proménnych g;, ¢;, §;,t zpisobem

d OF OF oF
Ao (Do OF L OF .
(q,4:1) (dt )(a,4,G,t) o (qg>qg,t)+qgaqj(qug,t)+*m (4j: 45, 1)

Tato definice plyne z pozadavku

(4 Fa.d.0)

Naopak %F(q, g, t) znamena parcidlni derivaci F(g, ¢,t) podle t.

d .
= —F(G(t),q.(t),t).
0=, (t).4; =4, (t)d@ =4, (1) dt (@(1). 40,9
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0%
Jq;

Dosazenim (106) a (110) do levé strany (112), vyndsobenim faktorem a

seCtenim podle i dostaneme po tGpravach (viz [1] Kap 2.3)

0z; > d - 9 ., .
Z 94, [ <8UZL(X7 pr (a L(q, q7t)> a—qu(q,q, t).
(113)
Zde, jakoz i pfi zminénych Gpravach, je nutno stale mit na paméti, ze ¢; i g;, g; jsou
nezdavislé proménné, za které az po provedeni derivaci muzeme dosadit funkce ¢asu
G;(t),q;(t) a §;(t), coz je formalné vyjadieno stifskou nad 4. Lagrangeova funkce L
na pravé strané (113) je definovana zptisobem

i

t)> - 8(1‘[/()?,‘7,&

L(q,4,t) == L(X(q,), V (g, 4, 1),t) = T(q,4,t) — U(q, 4, 1), (114)

kde X (q,t) je zkraceny zapis transformace souradnic (106) a V(q q,t) je zkraceny
zéapis transformace rychlosti (110) takze

T(q,4,t) == mez%% i(¢, ¢, 1), (115)

U(q, 4,t) == UB (&:(q, 1), &:(q, 4, 1), 1), (116)

kde U®) (x;,v;,t) je (zobecnénd) potencidlni energie v kartézskych soufadnicich (pii-
padné rychlostech). Vsimnéte si, Ze diky (110) je zobecnénd kinetickd energie (115)
polynomem druhého stupné ve zobecnénych rychlostech ¢; s koeficienty obecné zd-
vislymi na zobecnénych soutadnicich a case

T(q5, d5t) : Zm gt %qHZﬁJ ¢,t)d; + a(q, 1). (117)

7,k=1

Cviceni 42 Qvérte, Ze pro skleronomni vazby je T homogenni funkci q; stupné 2,
t.j. B; = a = 0. Napiste vyraz pro ;.

Cvideni 43 Ukazte, Ze Lagrangeova funkce matematického kyvadla délky | v R® md
v souradnicich sféry qu =V, qa = ¢ tvar

N 1 . .
L= 3 ml*(9? + sin® 9 ¢*) — mgl cos . (118)
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5.2.2 Lagrangeovy rovnice druhého druhu

Podobnym zptisobem jako v predchozim paragrafu, t.j. zdpisem v zobecnénych sou-
fadnicich a rychlostech, je tfeba upravit i pravou stranu rovnice (112). Vyhodou a
smyslem Lagrangeovy formulace mechaniky je, ze prechodem k zobecnénym soutad-
nicim, které zarucuji splnéni holonomnich vazeb se zbavime vazbovych sil.Soustava
holonomnich vazeb (105) definuje v kazdém c¢ase nadplochu dimenze s v R3V.
Uvazujme-li infinitesimalni zmény soutadnic §X v bods X pak

9fk

(X +6X.1) = fr(X,t) + P,

——=8x; + O(6X?).
Pokud tyto zmény se d&ji v souhlasu s vazbami v daném ¢ase, t.j. fx (X +6X,t) =0,

znamena to, ze vektory 0.X jsou tecné k nadplose definované vazbami. Pro infinite-
simalni zmény soutadnic, které se déji v souhlasu s vazbami pak dostavame

0fK B
Z 891:1 =0, (119)

coz znamenad, ze gradienty funkci fx jsou kolmé na vektory 5X.

Nadale budeme predpokladat, ze vazby jsou tak zvané idedlni, coz znamena ze
vazbové sily F I((” ) nekonaji pfi pohybu mechanickou praci.?” Pro idedlni vazby tedy
plati

FY(X . 1)-6X(t) =0 (120)

pro vsechna X , ktera spliuji vazbové podminky.

Vazbové sily idealnich vazeb tedy v kazdém c¢ase musi byt kolmé na nadplochu,
po které se soustava hmotnych bodd miize pohybovat a je mozné je v kazdém case
vyjadrit jako linedrni kombinaci gradientt funkei fx

FY(X, 1) = Z/\K %J;K ). (121)

Koeficienty A\ pak zavisi na konkrétnim feseni pohybovych rovnic.

Pokud vazbové sily jsou dany timto vztahem, pak holonomni vazby jsou idealni
pro skleronomni i rheonomni pripad. Urceni skutecné idealnosti vazeb je pomérné
obtizné, nebot musime znat i odpovidajici vazbové sily.

Vynésobime-li pravou stranu rovnice (112) opét faktorem gﬁ; a secteme podle

i, piispévek vazbovych sil zmizi, nebot
3N P P
(v) axl afK axz afK
= 122
LTS ) IV L SN S

i=1

2TPtedpokladame napiiklad, Ze vazba funguje bez tfeni.
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diky (108). Z rovnic (112) a (113) tak dostaneme tzv. Lagrangeovy rovnice druhého

druhu®®

d (0 N Dt e D
— ( L(q, g, t)) ——L(q,q,t) = F7(q,4,t) = > F” =, (123)
04 04 i=1

kde na pravé strané jsou tzv. zobecnené ostatni sily, coz jsou vtisténé sily, je-
jichz vliv se nepodafilo zahrnout do Lagrangeovy funkce. Po dosazeni funkci ¢asu
q;(t), qj (1), q] (t) za proménné g;, ¢;, G; jsou tyto rovnice, podobné jako rovnice New-
tonovy, diferencialnimi rovnicemi druhého fadu pro §;(t). Neobsahuji v8ak vazbové
sily. Jejich tvar je je invariantni vii¢i zdméné zobecnénych soutadnic:

Cviceni 44 Ukazte Ze tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu se nezmeni pri prechodu
k jingm zobecnénym souradnicim, t.j. pokud plati (123) a q; = 4;(d, - .., 4}, t), pak
plati (123), kde g +— q', 4+ ¢,

Mimo to se tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu nezméni pokud se Lagrangeova
funkce zméni o totalni derivaci funkce soufadnic a casu, t.j. pokud

~

Pla.0.0) = Ha.d )+ ola.1) (124

Cviceni 45 Ukazte, Ze pokud G(q,q,t) = d%g(q7 t), pak

d (0 G, .
pn (a G(q, q,t)> 8qu(q,q,lt) = 0.

Znéme-li Lagrangeovu funkci® L(q, ¢,t) mechanické soustavy, miizeme definovat
zobecnéni nékterych fyzikalnich veli¢in, které se vaze na popis soustavy nikoliv v
kartézskych, nybrz zobecnénych souradnicich. Nejdilezitéjsi jsou tzv. kanonické hyb-
nosti

) oL, .
p; =pj(q,¢,t) = a—q(q,q,t), (125)
J

které se pouzivaji k definici Hamiltonovy funkce (viz TEF2, [1]), jez se uziva k
alternativni formulaci pohybovych rovnic mechanickych soustav.
Dalsi zobecnénou veli¢inou je zobecnéend energie

E = E(q,q.t quﬁ (4:G:t) — L(g, G, t)- (126)

28Lagrangeovy rovnice prvniho druhu odvodime paradoxné pozdéji v podkapitole 6.1.4.
29V dalsim textu budeme st¥isku nad L vynechavat

45



Ptestoze 1ze definovat i pojem zobecnéné kinetické a potencialni energie zptisobem
(115), (116), zobecnénd energie neni obecné souc¢tem zobecnéné kinetické a potenci-
alni energie (viz [1], kap.2.5). Pro skleronomni vazby (kdy kinetické energie je homo-
genni funkci ¢; stupné 2) a pro potencialy nezavislé na rychlostech U®¥) = U®)(z;. 1)
(viz napf. cvifeni 43), v8ak ano.

Poznamenejme, ze fyzikalni veli¢iny jako kanonicka hybnost, kineticka energie,
zobecnéna energie atd. jsou v pojeti Lagrangeovy mechaniky funkce na rozsive-
ném konfiguracnim prostoru se souradnicemi g;, ¢; zavisejici pfipadné jesté na cCase.
Vzhledem k tomu, Ze zobecnéné souradnice nemusi mit vzdy rozmér délky (viz napf.
cviceni 40), zobecnéna hybnost nemusi mit fyzikalni rozmér kartézské hybnosti muv;
(viz napf. cvifeni 48).

Cviceni 46 Jak se zméni zobecnénd hybnost a zobecnénd energie pri zméné Lagran-
geovy funkce (124)

5.3 * Disipativni sily, Rayleighova funkce

Prikladem sil, které nelze zahrnout do Lagrangeovy funkce jsou sily disipativni, kte-
rymi pusobi prostfedi proti pohybu mechanického systému (odpor vzduchu, odpor
vody, ...). Ty zavisi na rychlostech a aproximuji se obvykle polynomem. Nejjedno-

dussi aproximace je F@ = —kv, kterou je mozno ziskat ze skalarni Rayleighovy
funkce
1
R=R(7) = 5/@02 (127)
jako
OR
- 7t 128
0 =5 (128)

Lagrangeovy rovnice zahrnujici sily disipativni v obecnych soutadnicich pak maji
tvar ) )
d (0 0 OR 0%; OR 0%;
— | =L 7.7t ——L ahat:_ = - .
dt (aqj (4.4 )) 9,7 = 5050 = " aw ag,

0

_ v A Y — A(o) .
= 8%3(%(%61)) F%(q,9).

5.4 Zakony zachovani, cyklické souradnice, Véta Noethe-
roveé

Pfestoze feseni pohybovych rovnic jsou obvykle netrivialni funkce casu, je mozné v
mnoha fyzikalné zajimavych piipadech nalézt funkce zobecnéngjch soutadnic, zobec-
nénych rychlosti a ¢asu F(q;,q;,t) (tedy 2s+1 proménnych), takové, ze po dosazeni
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feseni Lagrangeovych rovnic druhého druhu a jejich derivaci ¢; — ;(t), ¢; — q;(t)
jsou hodnoty slozenych funkei F;(t) := F(g;(t), q;(t),t) na ase nezavislé. Tedy

~

LFi0) = L P@,0.3,00.0) = (S Flg.0.1)

oF 0F aF
<8q R 8t> )=d(0) =3 (129)

pro libovolné tesent G;(t) Lagrangeovych rovnic druheho druhu. Takovym funkcim
F fikdme zachovavajici se veli¢iny, nebot jejich hodnoty se zachovéavaji béhem
pohybu, nebo také prvni integraly pohybovych rovnic, integraly pohybu. Zdi-
raznéme jesté jednou, ze integraly pohybu jsou, podobné jako Lagrangeova funkce,
funkcemi na rozsifeném konfiguracnim prostoru a case.

Je ziejmé, Zze splnéni podminky (129) a tedy i tvar funkce F' bude zéviset
na konkrétnim tvaru pohybovych rovnic tedy Lagrangeovy funkce L. Neznamena
to vsak, Ze hodnota Fj, tedy hodnota integralu pohybu pro dané feSeni, je déna
pohybovou rovnici. Pro rizné feseni pohybovych rovnic ¢ mize hodnota F; nabyvat
ruznych hodnot danych pocateénimi podminkami FeSeni ¢, nebot z rovnice (129)
plyne

q=q(t),d=4(t),i=a(t)

Fi(t) = Fa(to) = F(g;(to), 4j(to), to)-

Zachovavajici se veli¢iny jsou dtilezitym néastrojem pro feseni pohybovych rov-
nic. Presvédcit se, Zze né&jakd funkce F'(q,q,t) je integralem pohybu je pomérné
snadné. Stac¢i vyjadiit proménné ¢; z Lagrangeovych rovnic druhého druhu (123)
jako funkce q, ¢, t

q.j = Gj (q7 Q7 t)’ (130)

a dosadit je do (%F )(q,4,G,t). Pokud F je integral pohybu pak vysledek da nulu

pro libovolné q, ¢, t.
8F 8F

F
Vsimnéte si, ze pro overeni faktu, ze funkce F' je integral pohybu, nefesime Lagran-
geovy rovnice druhého druhu (123) jako diferencialni rovnice pro §;(t), nybrz jako
soustavu algebraickych rovnic pro §;, coZ je mnohem jednodussi tloha. Hledani ta-
kovychto funkci F' vSak miize byt slozity problém a je proto predmétem rtznych
metod.

Nejsnadnéji se integraly pohybu hledaji, pokud néktera ze zobecnénych soutad-
nic g; je tzv. cyklickd, coz znamena, Ze se (na rozdil od ¢;) nevyskytuje v Lagrange-
ové funkci. Pokud vSechny sily mechanického systému lze zahrnout do Lagrangeovy
funkce, t.j. prava strana (123) je nulové, a néktera zobecnéna soutradnice je cyklicka,

pak dostavame X
d (0
— | =L =0
o (a (4,4, )) ,
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takze v tom pripadé

. 0 .
J

je prvni integral Lagrangeovych rovnic druhého druhu danych Lagrangeovou funkci
L.

Priklad 5.1 Lagrangeova funkce pro hmotny bod v homogennim gravitacnim poli

je
1
L = L(x1, 9, w3, 01, Vg, 03) := Em(vf + v3 + v3) + mgzs. (133)
Cyklické souradnice jsou w1, xs. Zachovdvajici se veliciny jsou Fy := muvy, Fy =

muy, coZ jsou hybnosti ve smeru kolmém na smér gravitacni sily.

Neznamené to vSak, ze pomoci téchto cyklickych souradnic jsme nasli vSechny za-
chovavajici se velic¢iny.

Cviceni 47 Ukazte, Ze treti slozka momentu hybnosti Ly = x1v9 — 901 je Tovnéz
zachovavagici se velicina pro hmotny bod v homogennim gravitacnim poli.

Cviceni 48 Prepiste Lagrangeovu funkci (183) do cylindrickych soutadnic a na-
leznéte cyklickou souradnici a zachovdvagici se velicinu. UkaZte, Ze to je treti slozka
momentu hybnosti zapsand v cylindrickych souradnicich

CvicCeni 49 Ukazte, Ze pokud Lagrangeova funkce nezdvisi na case (izolovand sou-
stava), zobecnénd energie (126) je integrdlem pohybu.

Nezévislost Lagrangeovy funkce na zobecnéné soufadnici ¢; nazyvame homoge-
nitou konfiguracniho prostoru v q;. Je-li tato zobecnéné soufadnice tihel, nazyvame
tuto homogenitu isotropii (viz cviceni 48).

Priklad 5.2 7Fyzikdalni” prostor ve kterém pisobi pouze konstantni vertikdlni sila
je homogenni v x1 a x3 (a neni homogenni v x3!).

P¥iklad 5.3 ”Fyzikdlni” prostor ve kterém piisobi pouze isotropni sila F(Z) = Zf(r)
—gradU(r) je homogenni ve sférické souradnici ¢ (a neni homogenni vr a9 !).

Existence cyklickych soutadnic a jim odpovidajicich integralti pohybu souvisi s
(obecnéjsi) vétou Noetherové:

Véta 5.1 Necht pravé strany Lagrangeovych rovnic druhého druhu jsou nulové, t.j.
Q;O) =0, j = 1,...,s. Pak ke kaZdé grupé transformaci souradnic q; — q; =
¢(q, o) zdvisejicich spojité na parametru o € R, které ponechdvaji Lagrangeovu
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funkci nezménénu (invariantni), existuje nekonstantni proni integral pohybouvych
roUnic

F(q,4,1) ZY L(g,q,1), (134)

kde Y;(q) jsou sloZky vektorového pole generugici prislusnou jednoparametrickou
grupu transformaci zpusobem

o a¢] (Q> O{)

Yi(q) := : 135

](q) aa =0 ( )
Tyto slozky splriuji parcialni diferencidlni rovnici
< | 0L OL = 0Y;

Y+ = —Lg.| =0. 136

; dg; 7 g kZ A, (136)

Otazka: Jaké podminky pro funkce ¢;(g, @) plynou z pfedpokladu, Ze transformace
tvori (jednoparametrickou) grupu?
Dikaz véty Noetherové: Pri infinitesimalni transformaci prejde ¢; na

=609 =g +ol| +O@) =gtV 0 1)
a R
Gj — 4; = (%ij)(q,q',é‘) = 4+ eYi(q,9) + O,
kde

Ve ) = (2v5) = 3 23 (g) g,

Lagrangeova funkce se zméni o

o oL aY;
5L:L(Q7Q7t) q7Q7 _52 [aqj aq] (Zé_ka>

Z invariance Lagrangeovy funkce §L = 0 pak plyne (136). Nyni uZz je snadné se
presvédéit ze funkce (134) je integral pohybu odpovidagjici jednoparametrické grupé
ur¢ené polem Y'(¢), tedy Ze spliiuje (129):

+ O(e?).

d .\ 134 > CZ aL J 3L

.7_

s

d OL 7 136 =, OL d oL
2 [(Za—qqu) 90, %@(8—%)} = ;[ g7 +det((3 )l
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Pro funkce §(t) spliiujici Lagrangeovy rovnice druhého druhu (123), kde Q;O) =0,
pak dostavame

~

d
—F 9 .? t 5 g - O

Q.E.D.
Pokud zname néjakou cyklickou soutadnici ¢;, pak je zfejmé, co se mysli onou
grupou transformaci. Jsou to transformace, které pro j # ¢ ponechéavaji zobecnéné
v . Mo X !/ .—
soufadnice nezménény q; = ¢;(q, ) := q; a

¢ = ¢i(q, ) == ¢+, « € R.

Nalézt ale vSechny (nezavislé) grupy transformaci, které ponechavaji danou Lagran-
geovu funkci invariantni je ¢asto nesnadny tkol. Lze postupovat ve dvou krocich. V
prvnim hledat tzv. infinitesimalni transformace — vektorové pole Y (¢) = (Yi(q), - . ., Ys(q)),
t.j. TeSit rovnice (136), a poté hledat jednoparametrickou grupu transformaci, t.j.
funkce ¢;(g, €) pro které plati (135).

Otazka: Jak vypadd vektorové pole ?(q) pro cyklickou souradnici q; %

Cvicéeni 50 Necht Lagrangeova funkce md tvar
1
L= §m(vf + 03 +03) — U ((2F + 23), 23)
kde U je libovolnd diferencovatelnd funkce. Ukazte, Ze ?(:Z")) = (—2% 2',0) splriuje
(136). Napiste odpovidajici zachovdvagjici se veli¢inu.

Nalezeni vektorovych poli Y (¢), ktera spliuji (136) viak obecn& rovnéZ neni jedno-
duché. Pomoci mtze hledani grup symetrii pohybovych rovnic (pfednaska DRG),
avsak grupa symetrie pohybovych rovnic nemusi byt vzdy grupou symetrie Lagran-
geovy rovnice:

Cvi€eni 51 Necht Lagrangeova funkce md tvar (volng hmotny bod na primce)

1
L= §mq2

Ukazte, Ze pohybové rovnice jsou invariantni vici "skalovani” q — qe®, a € R,

zatimco Lagrangeova funkce nikoliv. Jak vypada vektorové pole Y pro tuto grupu
transformaci? Je F(q,q,t) dané vztahem (134) integrdlem pohybu?
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6 Zakladni principy mechaniky

Jak uz bylo nékolikrat feceno, zakladem mechaniky jsou Newtonovy zakony. Je-
jich tvar neni dan néjakymi logickymi ivahami, nybrz pfirodou a o jejich platnosti
je nutno se presvédcit experimentalnim ovérovanim. Nicméné je mozné uvazovat o
jiné, matematicky ekvivalentni formulaci pfirodnich zakonii, ktera by byla strucnéjsi
a/nebo by pracovala s jinymi pojmy nez je zrychleni a sila a ktera by pfipadné nabi-
zela zobecnéni i do jinych oblasti fyziky. Tyto formulace se ¢asto nazyvaji principy,
protoze neplynou z néjakych obecnéjsich tivah, nybrz jsou moznym matematickym
vyjadrenim zakladt mechaniky.

6.1 Diferencialni principy
6.1.1 Staticka rovnovaha v soustavé bez vazeb, princip virtualni prace

V této kapitole ukazeme, zZe systém hmotnych bodd s kartézskymi souradnicemi
X = (21,...,x3n) v inercidlni soustavé je ve statické rovnovaze, pokud tzv. virtualni
prace sil v tomto bodé je nulova.

Rekneme, 7Ze systém je ve statické rovnovaze, pokud se jeho soutfadnice v cCase
neméni, t.j.

il

X(t) = (to) = XQ = ([onl, e 7[L’0’3N) Vt, (138)

z ¢eho automaticky plyne X (t) = 0.
Necht zatim v soustavé nepusobi zadné vazby, nybrz pouze vtisténé sily F' =
F(X,V). Pak z druhého Newtonova zakona pro systém v rovnovéaze plyne

Fi(X,0)=0, i=1,...,3N. (139)

Naopak, pokud plati (139) a ):é(to) = X, f(to) = 0, pak 1ze snadno ukazat (viz [1],

Kap. 4.2.1), e pak X (t) = X,. Reenim algebraickych rovnic (139) tedy dostaneme
rovnovazné stavy soustavy X,. Odtud je zfejmé, ze tzv. virtudlni prace

3N
JAX) =) F(X,0)dx;, (140)
=1

kterou by systém N hmotnych bodi vykonal pfi infinitesimalné malém posunuti
celé soustavy 0X v libovolném smeéru z bodu statické rovnovahy X, je nulova

SA(X,) = 0. (141)

30pokud viechny derivace F; podle z; budou v bodé (Xo, 6) koneéné
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Na druhé strané, vzhledem k tomu, ze v soustavé neptisobi zadné vazby, jsou
sméry posunuti 6.X libovolné a nulovost virtualni prace v bodé rovnovahy je ekvi-
valentni nulovosti sily v tomto bodé.

SA(Xy) =0 < Fi(X,,0) =0, i=1,...,3N.

6.1.2 Staticka rovnovaha soustavy hmotnych bodu se skleronomnimi ho-
lonomnimi vazbami

Co se zméni, pokud v systému piisobi skleronomni holonomni vazby
fk(X)=0, K=1,...,p. (142)

Jednak se na pravé strané Newtonova zakona, a tim paddem i na levé strané (139) a
na pravé strané (140), objevi a priori neurcené vazbové sily F® g jednak pfi vypoctu
prace (140) nemtizeme uvazovat libovolnd posunuti 5X , nybrz pouze takova, ktera
jsou ve shodé s vazbami. Ukazeme, ze tyto dvé modifikace pouzité soucasné nezmeéni
tvar podminky (141) pro statickou rovnovdhu soustavy v tom smyslu, Ze na pravé
strané se neobjevi vazbové sily. Neplyne ale odtud Fi()?o, 0) = 0, nebot posunuti
dx; nejsou nezavisla.

Vazbové sily pro holonomni vazby jsou kolmé na nadplochu danou vazbami (viz
(121))

p
NI

FY(X) = “(X), (143)

takze staticka rovnovaha soustavy hmotnych bodt se skleronomnimi holonomnimi
vazbami je urcena soustavou 3N + p algebraickych rovnic

p
Fi(X,0) + F"(Xo) = Fy(Xo,0) + Z JWRCALS (Xo)=0,i=1,...,3N, (144)
o0x;
k(X)) =0, K=1,...,p. (145)

pro 3N + p neznamych (zg 1, ..., %3N, A1, .-, Ap)-
Pro virtudlni posunuti dx;, kterd se déji v souhlasu s vazbami (142) a spliuji
tedy (viz kapitola 5.2.2)
3N

X)éz; =0, (146)

dostavame

3N 3N p 6f
> F(X)d; = Z K (X)6z; =0, (147)

i=1 i=1 K=1



takze vazbové sily k virtudlni praci (140) neptispéji. V bodé statické rovnovahy sys-
tému se skleronomnimi holonomnimi vazbami pak diky (147) a (144) plati princip
virtualni prace

3N
AKX =3 (E()?O, 0) + F( ) Sa; = F X5, 0)02, =0,  (148)

i=1

kde dx; spliji (146). Tedy virtudini prace, kterou by systém vykonal pri posunuti ze
statické rovnovahy pri zachovdni skleronommnich holonomnich vazbovych podminek
je nulovd. Tento princip je mozno rozsitit i na tzv. idealni vazby zavislé na Case.

6.1.3 * Rheonomni holonomni vazby, virtualni posunuti, idealni vazby

Pro vazbové podminky zavislé na case je dillezité, zda budeme uvazovat infinitesi-
malni posunuti souradnic, ktera se déji v souhlasu s ménicimi se vazbami v bézicim
¢ase nebo okamzité (vazby jsou ”zamrzlé v ¢ase”). Prvni posunuti mtzeme nazy-
vat redlna, zatimco druha budeme nazyvat virtudini. Je ziejmé, ze pro skleronomni
vazby tyto pojmy splyvaji. Pro priklad ze cviceni 40 musime napiiklad uvazovat
posunuti, kterd spliiuji vazbu (Z; — Z3)? — [(t)? = 0. Realna posunuti spliiuji rovnici

2021 (t) - (& — To) — 2025(¢) - (&1 — 2o) — 21(¢)l'(t) dt = 0,

zatimco pro virtualni posunuti posledni ¢len na levé strané chybi.
Virtudlni posunuti soustavy spliiujici v ¢ase ¢t holonomni podminky fx (X, ) =
0 tedy splnuji podminky

Fe(X +0X(8),1) = fKXt+ZafK d(t) =
3N
Ofxc -
— af;fi‘(x,t)(sxi(t)zo, K=1,..p, (149)

coz je soustava linearnich homogennich rovnic pro dx;(t).
Redlné posunuti soustavy 6'z;(t) =: v;(t)dt v8ak spliiuji v ¢ase t + dt holonomni
podminky

3fK

(X + 8 X(8), ¢+ dt) = fre(X,1) +Z




takze podminky pro realné posunuti jsou

Z%J;K(Xt) (t)+%(x =0 K=1,...,p, (150)

i=1

coz je soustava linearnich nehomogennich rovnic pro v;(t).

Cviceni 52 Odvodte podminky pro redlnd a virtudlni posunuti pro hmotny bod po-
hybugici se po trojosem elipsoidu, jehoZ osy jsou zavislé na case

Virtualni prdce je nyni takova prace, kterou by systém N hmotnych bodia vykonal
pri virtualnim posunuti jejich poloh, to jest pfi splnéni vazbovych podminek v daném
case (149) a je tedy definovana zptsobem

N
SAX, V. t) = Fo(X,V 1) - 62a(t), (151)
a=1

kde F, jsou viechny sily pisobici na bod b,, vazbové i nevazbové a 07,(t) jsou
virtudlni posunuti soutadnic bodu b, v ¢ase t spliujici (149).

Mame-li definovany vazbové sily, mizeme urcit idedlni vazby, coz jsou ty, pro
které virtualni prace vazbovych sil je nulova. Pro idealni vazby tedy plati

ZF” (X,V,t)-0Z,(t) =0 (152)

pro vSechna X , Va t, ktera splnuji vazbové podminky
faX,V,t)=0, A=1,...,P. (153)
Podminkou statické rovnovahy je pak
§A(X,,0,t) = 0. (154)

Za idealni vazby je mozno povazovat napiiklad i skleronomni neholonomni
vazby linearni v rychlostech?!

31Podminky (155) jsou analogem podminek pro rychlosti

afK
Oox;

i=1

i =0

plynouci z holonomnich vazeb.
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X V)= an(X)vi =0, L=1,....m, (155)
i=1
pro vazbové sily
FY = > pran(X), (156)
L=1

prestoze ar; obecné nelze zapsat jako g—g, t.j. vazby nejsou skryté holonomni. Vzhle-
dem k tomu, Ze pro ar; nezavislé na case lze ztotoznit sméry rychlosti v daném case
se sméry virtudlnich posunuti, lze snadno ovéfit, Ze neholonomni vazby (155) jsou
idealni.

6.1.4 Dynamicka rovnovaha, d’Alemberttv princip

Princip virtualni prace lze pouzit i na nerovnovazné, v case se vyvijejici stavy me-
chanickych soustav, tedy na jejich casovy vyvoj tim, ze jej uplatnime v kazdém
okamziku pohybu. Kartézské souradnice bodi soustavy s vazbami spliuji béhem
pohybu rovnice

mii; = F(X, X, 1)+ F(X, X, 1), (157)

kde F} jsou slozky vtisténych a Fi(v) slozky vazbovych sil. V piipadé (idedlnich®?)
holonomnich vazeb dostavame tzv. Lagrangeovy rovnice prvniho druhu

p
.. > o Ofk , 2
m;T; 1( ) 7t) —~ )\K 81‘2 ( at)7 ( 58)

které spolu s holonomnimi vazbovymi podminkami (105) pfedstavuji soustavu 3N+p
algebraicko—diferencidlnich rovnic pro 3N + p funkei Gasu F1, ..., Esn, A, - .-, 5\p.

7, téchto rovnic je mozné odvodit tzv. d’Alembertiv princip. Podobné jako v
pripadé statické rovnovéhy lze definovat virtualni praci efektivnich sil F.;; =

Fl()?, )Z', t) — m;&;, zpusobem
.. 3N .
A (X, X, X =Y [E(X,X,t) — mgia| 6zt (159)

i=1

a z Lagrangeovych rovnic prvniho druhu dostavame d’Alembertav princip

-

dAcrr(X(t) =0, (160)

32Viz kapitolu 6.1.3
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ktery v analogii se statickou rovnovahou vtisténych sil tika, ze pohyb soustavy se
deje v dynamicke rovnovdze efektivnich sil, neboli virtudlni prace efektivnich sil je v
kazdeéem okamziku pohybu nulovd.

Tento princip stejné jako princip virtualni prace je dtilezity tim, ze pro idealni
vazby neobsahuje a priori neznamé vazbové sily. Lze jej povazovat za zaklad klasické
mechaniky presto, ze pro soustavy s vazbami z néj nelze odvodit Newtonovy pohy-
bové rovnice (157), nebot virtualni posunuti nejsou linedrné nezavisla. Nicméné, pro
holonomni vazby z néj lze odvodit Lagrangeovy rovnice druhého druhu pfechodem
k zobecnénym soufadnicim praticky stejnym postupem jaky jsme pouzili v kapitole
5.

Zapiseme li totiz virtualni posunuti kartézskych souradnic pomoci zobecnénych

s N
8xi

dx; = ) ——0qj,
an J

j=1

pak (automaticky s¢itame ptesi=1,...,3N, j=1,...,s)

g 0T 00
ot = dt 0’ Og; q9; =
d (9T di; oT 9%, G lof\  of
dt )= am 00, | @\ ag )~ aq |09 161
[dt (8%‘ 8%‘) O0t; 0g; 4; [dt (8%) dq; q; (161)
oz = b %‘5%’ =1 Q;04;- (162)

Zobecnénou silu ) je mozno rozdélit na potencidlovou a nepotencidlovou

d (U oU )
%=z (%) o)t

a dosadime-li (161) a (162) do d’Alembertova principu (160) dostaneme pro L =

T-U X
d (0L 0oL
= | == — | dg; =0 163
[QJ it (aq]) * aqj] % =0 (163)
z ¢ehoz diky nezévislosti zobecnénych proménnych ¢; plynou Lagrangeovy rovnice

druhého druhu (123).
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6.2 Integralni principy

V této podkapitole predvedeme, Ze FeSeni pohybovych rovnic, t.j. funkce® ¢(t) =
(q1(t),...,qs(t)), 1ze obdrzet jako stacionarni body jistych funkcionald.

Necht je dana mnozina funkei ¢ : [¢1,t2] — Q C R® spliiujicich jisté vlastnosti,
které definuji mnozinu C. Funkcionalem S pak nazveme zobrazeni

S:C—R, ¢~ S[q

a muzeme Tesit problém, pro jaké funkce ¢ z mnoziny C' nabyvéa funkcional S minima,
maxima nebo aspon jaké ¢ jsou stacionarnimi "body” S.

Necht ¢'(t) = q(t) + dq(t) = q(t) + eh(t). Funkce ¢(t) € C je staciondrnim
bodem funkciondlu S, pokud spliuje

Sld] - Sla] = O(€*), Vq' € C, (164)

t.j. linedrni prirtistek 0.5 funkcionalu S je pro stacionarni funkce nulovy.

Prirtstku dq funkce ¢ se fika variace funkce a k nalezeni stacionarni funkce
funkcionalu slouzi tzv. varia¢ni pocet, ktery je obdobou diferencialniho poc¢tu pou-
zivaného pro hledani stacionarnich bodu funkeci.

6.2.1 Hamiltonuv princip

Vv

rym lze nahradit Newtonovy rovnice pro potencidlové nebo zobecnéné potencidlové
sily a holonomni vazby je Hamiltontv princip, ktery fika, ze funkce ¢(t), ktera
minimalizuje, nebo aspon stacionarizuje integral z Lagrangeovy funkce
podle ¢asu

= [ Ha0.d0), 0ar (165)

nazyvany akce, splinuje Lagrangeovy rovnice druhého druhu a popisuje c¢a-
sovy vyvoj soustavy z bodu (); v ¢ase t; do bodu (), v Case t,.

Abychom Hamiltontuv princip formulovali presné, je treba specifikovat mnozinu
funkci C, pro které je funkcional akce definovan. Jinymi slovy, je tfeba definovat
mnozinu drah, které uvazujeme. Pro Hamiltontiv princip je

C:={q: [t1,1a] = Q C R, g;,4; spojité, q(t1) = Qu,q(t2) = Q2} = C(Q1, Q2. 11, t2).
(166)

Nage tloha tedy zni: Mame dva body konfigura¢niho prostoru @)1, Q)2 a zajima nas

po jaké draze ¢(t) v konfiguraénim prostoru parametrizované ¢asem se mechanicky

33V této podkapitole upoustime od oznacovani funkei ¢(t) vinkou, nebot by to znaéné znepie-
hledniovalo zéapis vzorct.
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systém dostane z bodu Q) v ¢ase t; do bodu @)y v ¢ase ty. Ukazeme, ze funkce ¢(t),
ktera je staciondarnim bodem akce a plati pro ni tedy §.5[q] = 0, spliiuje Lagrangeovy
rovnice druhého druhu, takze popisuje skute¢ny casovy vyvoj soustavy.

Dosadme (165) do (164) a spocitejme ¢leny linearni v dg;(t).

Sid) - sl = | L. 0).0) - L), a0, ) dt, (167)
takze linearni prirtstek funkcionalu akce je
55lq] = / ) g—j (a(t), d(1), 1) da;(1) + §—j<q<t>, Q.60 (168)

Integraci druhého clenu per partes dostaneme

oL 1 f2

55l = [a—qj(qa),(;(t),t)aqj(t) t

t1

[ a0 - 5 (5. i.0) | a0

Vzhledem k tomu Ze ¢ i ¢’ lezi v C(Q1, Q2),
oq(t1) = q'(t) —q(t1) = Q1 — Q1 =0

a podobné d¢(ty) = 0, prvni ¢len v (169) je nula. Z druhého ¢lenu a pozadavku stacio-
narnosti 4.5[q] = 0 zjistujeme, Ze funkce q(t) = (q1(t), ..., qs(t)), kterd stacionarizuje
funkcionél akce spliiuje Lagrangeovy rovnice druhého druhu (123) s nulovou pravou
stranou diky tzv. zékladnimu lemmatu varia¢niho poétu (viz [1], dodatek D2):

Necht G(x) je spojitd a f;f G(z)h(x)dx = 0 pro libovolnou h spojitou se spojitou
pront derivact, spliujici h(xy) = h(xg) = 0. Pak G = 0.

6.2.2 * Neisochronni variace, princip Maupertuisuv

Variace dq(t) := ¢'(t) — q(t) funkci g, které pouzivdi Hamiltontv princip a pro které
¢ (t1) = Q1, ¢ (ta) = Qo se nazyvaji isochronni. Tyto variace spliuji dq(t,) =
dq(tz) = 0.

Je vSsak mozno formulovat i integralni principy, které pouzivaji neisochronni
variace, pro které ¢(t1) = @1, q(t2) = @2, ale varirované funkce ¢’ prochazeji body
@1, Q2 v blize neuréenych ¢asech t1(q') = t] = t; + Aty, ta(¢') = th = ta + Aty
obecné ruznych od tq, ts.

Vzhledem k tomu, Ze nds zajimaji "malé” variace stacionarnich funkei (pro
které At; = 0), uvazujeme At; ~ e. V Casech t;,t, pak plati

0q(t1) = —q(t1)Aty, 0q(ta) = —q(ta) Aty (170)
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nebot
() = ¢'(t) — Atr)) = ¢ (1)) — ¢ (1) Aty + O(e?) = Q1 — /(1) Aty + O(£?)

= q(t1) — §(t1) Aty + O(£?).

Prikladem pouziti neisochronnich variaci je variacni princip Maupertuistv, ktery
plati pro konzervativni soustavy, kde vazby jsou holonomni skleronomni a sily jsou
dané potencidlem U = U(q). V tom p¥ipadé se zachovava zobecnéna energie (126) a
uvazujeme proto pouze t¥idu funkei ¢(t), pro které plati E(q(t), ¢(t)) := gT.qu'j —L=
const = Fy. Ukazeme, ze stacionarnim bodtm tzv. zkrdcené akce ‘

t2(q)
Solg) = / 2T ie), 0 (171)

kde T je kineticka energie, opét odpovidaji feSeni pohybovych rovnic, t.j. Lagrange-
ovych rovnic druhého druhu. Defini¢ni obor Sy je

C:={q:[t1 + Aty,ts + Aty] = Q C R, ¢;,q; spojité, E(q,q) = Ey,

Q1= q(t1 + Aty), Q2 = q(ts + Aty)} = C(Q1, Qa, L1, 2, Ep). (172)
*Diikaz: Rozdil hodnot funkcionali zkracené akce
t/2 to
50 = Sold) ~ Suld = [ 27yt~ [ 2T@pd—  amy
t] t1
t1 to t/2
/ 27(q,q') dt + / 2 [T(q’, q)—1T(q, d)] dt + / 27(q,¢')dt =
t/l t1 to

OE)-2T(q(1), (1) At 42 T(a(1),02) At [ 2T 0,40 ~Ta(0, 1) .

t1
Je snadné ukazat, Ze pri skleronomnich holonomnich vabach ma kineticka ener-
gie tvar (cviceni 42)

s 3N
T(q,q) = - e Odide, vl =Y m—— = 174
(4,9) 2j§1%k(Q)%Qk Yik(9) ; 94, 94 (174)
takze
or
Ezgq-j_(T_U)ZQT_(T_U):TqLU = L:=T-U=2T—-FE (175)
j
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a linearni piirdstek Sy v € je

55y = — [L@(tl), q(t)) + E] Aty + [L(q(m, i(ts)) + E] At

[ [pe.a) - Law.ae)] (176)

t1

Integraci per partes posledniho ¢lenu dostavame (viz (167)—(169))

OL araenon®] + [ |2 - 2 (2 w.aw)] s
{8% n L0 9q;

t1

Diky (170)

a |- [ 5

a—q.j(Q(t)? q(t)) dg;(t) 8_q'j(q<t2)’ q(t2)) g;(t2) Aty — 8—%(61(751)7 q(t1)) (L‘(tl)Atl]

t1

a tyto Cleny se odectou od prvnich dvou ¢lend v (176) (nebot F = g_quq‘j — L) takze

550 [ [t i - 5 (Gt ion) | s

odkud podle zakladniho lemmmatu varia¢niho poc¢tu plynou opét Lagangeovy rov-
nice druhého druhu.

Pro zakony pohybu konzervativnich soustav tedy plati Maupertiustv princip:
Casovy vyvoj konzervativnich soustav z bodu Q; v ¢ase t; do bodu Q, v
Case t; se d€je po krivkach v konfiguraénim prostoru soustavy na nichz
zkracena akce (171) nabyva stacionarni hodnoty vzhledem k neisochron-
nim variacim ponechavajicim hodnoty celkové energie konstantni.

6.2.3 Jacobiho princip

7 Hamiltonova ¢i Maupertuisova principu, t.j. z podminek pro stacionarni body akce
ziskame rovnice pro ¢asovy vyvoj polohy, t.j. kiivku v konfigura¢nim prostoru para-
metrizovanou casem. Slabsi Jacobiho princip, ktery rovnéz plati pro konzervativni
soustavy, stacionarizuje zkracenou akci (171) uréi pouze tvar dréhy, nikoliv to, jak
je probihana case.

Zkracenou akei lze diky (174) a (175) upravit na tvar

Sold = | B~ U@ e @indt )
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kde q(t1) = Q1, q(t2) = Q2. Pfejdeme-li k jiné parametrizaci kiivek ¢, kde 7 jiz nema
vyznam fyzikalniho ¢asu

t — Ur), q(t) — Q7)== q(i(r)), (178)

funkciondl (177) prejde na tvar

/ V(B — U@\ 11(Q)Q;Quddr = 50(Q). (179)

kde Q(11) = Q1, Q(12) = Q2. Porovnanim (177) a (179) je vidét Ze hodnota S
nezavisi na parametrizaci krivky, po které se systém podle Maupertuisova principu
vyviji v Case. Zkracenou akci je tedy mozno zapsat jako kfivkovy integral

Q2
So(Q) = . V2(Ey — U(Q))dl, (180)

kde dl je element délky v s-rozmérném konfigura¢nim prostoru urceny ”metrickym

tensorem” ;i
dl = \/7;1(Q)Q; Qs dr-

Euler-Lagrangeovy rovnice, které plynou z podminky stacionarnosti §5,[Q] = 0 v
oboru

C:={Q:[r,m] > QCR’, Qj,Qj Spojité, E(Q,Q) = Ey,
Q(ﬁ) = Q1, Q(7'2) = Q2} = C(Ql,Qm Eo), (181)

(Maupertuistv princip) pak uréuji tvar drahy konzervativni soustavy s cel-
kovou energii Fy v jejim konfiguracniho prostoru, avsak nikoliv jeji zavislost
na konkrétni parametrizaci Q = q(t) = Q(7) = jakakoliv dal$i parametrizace.>*

Povsimnéte si, ze pro volny hmotny bod (U = 0) bez vazeb (v, = ;) je So az
na nepodstatny faktor /2E, pifimo eukleidovska délka kiivky mezi Q; a Q. Kfivka
minimalni délky spojujici tyto dva body je piimka, coz je pravé draha volného
hmotného bodu. Analogem nebo, chcete-li, zobecnénim Jacobiho principu (180) je
Fermattiv princip v optice pro tvar paprsku, kde

Q2
S0(Q) = / n(Q))dl (182)

a n(Q) je index lomu v misté Q.

34Na funkcional (180) je mozno téz nahliZet jako na délku kiivky Q(7) mezi body Q1,Q2 na
prostoru s metrickym tensorem (Eo — U(Q) )vj»(Q). Draha pohybu konzervativni soustavy je pak
geodetika v prostoru s timto metrickym tensorem (t.j. nejkratsi nebo aspoii staciondrni k¥ivka mezi

bOdy Ql; Qg)
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Ptestoze Jacobiho princip neurcuje pohyb bodu po nalezené kiivce v case, je
mozno casovou zavislost tohoto pohybu urcit z invariance elementu délky vaci re-
parametrizaci (178)

Vik(Q)QiQr dr = \/vik(q)d;dn dt = V2T dt. (183)
/ \/ 'ij Q]Qk T ’ij(Q)QJQk d ' 5(7') (184)

2(Ey —U

Odtud plyne

Uréime-li tedy z Jacobiho principu tvar kiivky Q(7) v jakékoliv parametrizaci, pak
inverzi funkce ¢ a dosazenim 7 = ¢~!(¢) do Q(7) dostaneme ¢(t) = Q(¢*(t)), tedy
zavislost bodu této krivky na case, t.j. odpovidajici ¢asovy vyvoj soustavy.

6.3 * Véta Noetherové podruhé

7 pozadavku invariance Lagrangeovy funkce vii¢i jednoparametrické grupé transfor-
maci jsme v podkapitole (5.4) z véty Noetherové obdrzeli zachovavajici se veli¢inu
(134). Na druhé strané je snadné ukazat (viz cviceni 49), Ze zobecnéné energie (126)
se za podminky %—% = 0 rovnéz zachovavé, prestoze nema tvar (134). Otazkou tedy
je, zda je mozno zobecnénou energii ziskat jako diisledek invariance viici néjaké jed-
noparametrické grupé transformaci. Odpovéd je kladné a plyne z nasledujici véty:

Veta 6.1 Necht pravé strany Lagrangeovych rovnic druhého druhu jsou nulové, t.j.
Q( =0, g =1,...,s. Pak ke kaZdé grupé transformaci souradnic a €asu zdvi-
sejzczch spojité na redlném parametru, které ponechdvaji akci invariantni,existuje
nekonstantni proni integrdl pohybovych rovnic.

Pro jednoduchou transformaci casu t' =t + & ma proni integral tvar

F(q,4,t) == L(q, 4,1 qua (g4, +ZYq, qq,t), (185)

kde Y;(q,t) je vektorové pole generujict prislusnou jednoparametrickou grupu trans-
formact souradnic.

Dokéazeme tuto vétu pro s = 1, ¢; = ¢. Dikaz pro s > 1 je zcela analogicky. Necht
je dana akce Jednoparametrlcke grupy (s parametrem ¢) transformaci®®

Ve : (q,t) = (geyte), ¢= = (g, t,e), t- =t +e, (186)

35Vgimnéte si, ze (na rozdil od (137)) v tomto piipadé predpokldddme i (ne nutné) jednoduchou
transformaci casu
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kde

¢(q,t,0) =q, (187)
takze 96 96 96
_ — _— = _— = . 1
9 (0,,0) =1, =-(¢,£,0) =0, 5-(¢,,0) = Y(g,?) (188)
Tato akce indukuje akci grupy na funkcich §(t)
125 : (j = q~57 Cje@s) = ¢(q~(t),t, 5) - Qb((j(ts - 5),t5 - 575) (189)

a rovnéz akci grupy na funkcionalu akce s danou Lagrangeovou funkei L = L(q, ¢, t).
~ tz’E .
O S[A] = Sii] = / L (a(t), &.(¢), &) dt' (190)
tl,a

Podminka invariance akce vici 1. je

_ 4
€=0_d€

Vypocet levé strany (191) je ponékud zdlouhavy. Podle véty o derivaci integralu
podle parametru

d

d_&? (Ss [qe])

= 0. 191
Y (191)

/t - L((g(t), ¢.(t), t’)dt’}

1+e

d d (™0
L) == dt =
16 =7 [ se)

71(g)
T2(g)
A6 S0 )~ @ S0 ) + [ s
dostaneme
(D] = L)) 1) Lia(r). 0.0+ [ LL0.3.00.0)]
th AT ST AN dL~/~// d/_ 192
:/tl |:E (C](t),q(t),t>+d— (qﬁ(t)>qs(t)7t) a—O:| t =0, ( 9 )
kde
L8O =[S0 L)+ 5 (@) a00.0) La0)]
(193)
%cja(t’) = %gb(q(t’ —e),t' —e,¢) =
SO (-D) + A, 0)(-D) + G, 0)



Diky (189,188) pak dostavame

Lo = i)+, (194)
a odtud
d 3 / Ly d ~( 4/ /
0] = =)+ 22V @) t). (195)

Dosadime-li do (193) pak z pozadavku (192) plyne, ze akce je invariantni, pokud
vektorové pole Y spliuje rovnici

d oL oL d oL OL oL dY . oY
—L+—q(Y—q‘)+——Y—q‘):—+—Y+ ]

9L My o
2\l o Yo Y Tagtagd o) =0 (196)

coz je podminka pro vektorové pole Y, ktera zarucuje, ze jednoparamtrickd grupa
transformaci odpovidajici tomuto poli ponechévé akei invariantni (srovnej s rovnici
(136)).

PrepiSeme-li dale pomoci (194,195) rovnici (192) do tvaru

— /; {%L((@(t’)yé(t’),t’)) + 2—2((@(,5/)75@/)75)) (Y((j(t’),t’) B éj(t’)) )

S0 (y e - i) |

a pouzijeme Lagrangeovy pohybové rovnice druhého druhu dostaneme

Z pozadavku invariance akce (191) vici jednoparametrické grupé generované polem
Y odtud plyne

L(§(t), d(t2). £2) + ‘g—g@(m, (t), t2) (V(d(ta), t2) — (t2)) =

L(G(t1), 4(t1), 1) + g—S(d(h), g(h), ) (Y(a(tr),tr) — (1)) , (197)

takze vyraz (185) nezavisi na ¢ase a je prvnim integralem pohybovych rovnic.
Snadno ovéfime, Ze pro Y = 0 je tento prvni integrél zobecnénd energie (126).
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10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.

Otazky ke zkousce

. Transformace souradnic, vektort, tensort, vektorovych poli.

Grupy GL(n),O(n), SO(n). Jak se lisi transformace soufadnic bodu od trans-
fomace slozek vektoru? Jak se lisi transformace vektoru od transformaci vek-
torového pole? Fyzikalni priklady tensort, vektorovych poli, skalarnich poli.

. * Orientace vektorového prostoru, pseudoveli¢iny, vektorovy soucin. Jak se

zméni vektorovy soucin pii zméné orientace, pti zméné baze? Méni se se zmé-
nou orientace i baze? Fyzikalni priklady pseudovektori.

. Inercialni soustava, Galileovy transformace, schema odvozeni. Kdy je laborator

dostateénym pfiblizenim inercidlni soustavy a kdy ne? Co to znameni, ze
Galileovy transformace tvofi grupu?

Druhy Newtontv zdkon v neinercialni soustavé, schema odvozeni, tensor a
vektor tthlové rychlosti otaceni.

. Uloha dvou téles, Keplerova tiloha. Jaké jsou predpoklady?
. Véta o viridlu, dikaz. Homogenni funkce, pfiklady homogennich potenciali.

. Tuhé téleso, bezsilovy setrvacnik, Eulerovy rovnice, schema odvozeni. Jakymi

veli¢inami popiseme pohyb tuhého télesa? Jakou matematickou pfednost ma
vztazna soustava pevné spojena s télesem? Co je precese Zemé?

. Lagrangeova funkce pro hmotny bod v poli potencialovych sil a v elektromag-

netickém poli. Jaky je jeji defini¢ni obor?

. Lagrangetv popis systémil s holonomnimi vazbami. Jaky pozadavek musi spl-

novat zobecnéné soutadnice? Jaky je rozdil mezi totalni a parcidlni derivaci
podle ¢asu? Na jaké funkce ptisobi totalni derivace? Definice 4

dt-
Zachovavajici se veli¢iny v Lagrangeové mechanice, cyklické soutradnice.
Véta Noetherové. *Co znamené jednoparametrickd grupa transformaci?
Staticka rovnovaha, princip virtualni prace.

Dynamické rovnovaha, d’Alemberttiv princip.

Hamiltontiv princip. Zakladni véta variacniho principu. Mnozina funkci ve
které provadime variace.

* Isochronni a neisochronni variace. Maupertuistiv princip

Jacobiho princip, Fermativ princip.
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8 Prehled zakladnich vzorecku z analytické me-

chaniky
Zmalost nize uvedenych vzorecku je nutna nikoliv postacujici podminka pro ab-

solvovani zkousky z TEF1.

Véta o derivovani sloZzenych funkci vice proménnych. Necht

F(Q1,Q2, s Gs) = F(@ = F(f((j’)),

kde
F:F(f) EF($17x27"'axN)a

a
xj:'@j(Q17Q27"'aQS)> jzlaaN

Pak

OF YOF - . 0% |
8_%@_;8_%@@)6_%@’ 1=1,...,5.

Casto se ponékud nekorektnd zato piehledné pise F(§) = F(%(q)),

8([2' n 81Ej 8qi )

Tento vzorecek se snadno pamatuje, je ale tfeba znat jeho pravy obsah uvedeny
vyse.

Transformace kartézskych soufadnic mezi vztaznymi soustavami (o, (eq, ..., €,)),
(5, (él, ,én)), kde e; = eiji, Sji € O(n) & §7t=297T,

2i(b) = 5,5(%;(b) — &5(0) & T(b) = S~ (Z(b) — &(0)).

Inverzni transformace

Z,(b) = Sjila;(0) = 2;(9) & F(b) =S - (#(b) — ¥(3)).

Transformace slozek tensoru radu (p, q)

Tj1j2-Jp . -
T pzliz...zq -
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= (57 (571"

Eulerovy setrvac¢nikové rovnice

—1\j mims...m k1 ko k
my m2<S )pmpT Pkle_..qu i1S 125 1 .

j1Q1 = (I —1I5) QQ3+N1(6)7
j2§22 = (j:s — 1)
L6y = (I — L), + N,

Vazbova sila pro holonomni vazby fK()?, t)y=0, K=j,...,p

- 2 Ofk , =
FOX 1) =D aelt) 5 (X 1),
K=1 !

Totalni derivace

d OF OF OF
—[F(a.¢.t)] := 6. —(q..¢..t i (.. 6. 1) - —(q.:. d.. 1),
dt[ (q7Q7 )] q]aqj(qJ>QJ7 )+QJaq-j(QJ7q]7 )+ 8t (QJ7QJ7 )
Lagrangeovy rovnice druhého druhu
d (9 : 0 . (0)
(=L ty) — =—0L t)=@Q;".
Lorentzova sila a jeji potencial

F=F@ut) =ec (E(:i‘, 1)+ 7 x B, t)) ,
Zobecnéna hybnost

Zobecnéna energie
b= qﬁ%(%:%&ﬂ — L(gj, 45, t).
qj
d Alembertav princip
3N _
3 [E(X,X,t) . mx} 5x,(t) = 0.
i=1

Akce .
Slg) = / Lig(t). (1), t)dt,

t1

q: [t ta] = QC R, g;,4; spojité, q(t1) = Q1,q(t2) = Q2.
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