SMECHANIKA SOUSTAVY
CASTIC

3.1 Zakony zachovani

Prejdeme nyni od mechaniky jedné k ¢astice k mechanice soustavy ¢astic. Méjme cel-
kem N é&astic (hmotnych bodii) a oznacujme je napifklad feckymi indexy a, 3,.... ' Tyto
¢astice maji kazda svou hmotnost, polohovy vektor, rychlost a hybnost

Ma s Ta, Va, Pa, @ = 1...N.

Céstice mohou byt bud volné (jako tieba planety) nebo vdzané (pohybuji-li se tfeba na po-
vrchu Zemé nebo jsou-li mezi sebou spojeny). Soustava volnych ¢astic ma s = 3 N stuprid
volnosti, tj. je tfeba znat tii souradnice kazdé c¢astice, abychom znali rozloZeni ¢astic v
prostoru. U vazanych c¢astic se pocet stupiiti volnosti snizuje.

Predpoklddejme, Ze vztazna soustava, v niz soustavu c¢astic studujeme, je inercialni,
tj. Ze v ni pusobi jen pravé sily. Tyto sily mohou byt jednak vnitrni, interni, jimiz ptisobi
Castice mezi sebou navzijem, jednak vnéjsi, externi, jimiz na soustavu pisobi jiné télesa
mimo ni. Pokud na soustavu vnéjsi sily neptsobi, je soustava izolovand. Pro pravé sily v
inercidlni vztazné soustavé muizeme pouzit Newtonovy zakony.

Zakon sily pro kazdou ¢astici mizeme zapsat tak, ze rozepiSeme sily na vnitini
Fo(f) = Z Fos (3.1)
B=1

(Fyp je sila, kterou ¢éstice s indexem (3 ptsobi na ¢éstici s indexem «, o # ) a vnéjsi
i),

©
a7

N
= F) + F9 =3 Fop + F9 . (3.2)

B=1

Mame tedy N rovnic (??) a vSechny je seCteme pfes a. Tak dostaneme

N dﬁa d N . N R N B
S = D Fa= ) Fas o+ 3 EY. (3.3)
a=1 a=1 a,5=1 a=1

Yndexy 4, j, k ponechdme pro soufadnice 1, 2, 3.
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Oznacéime nyni celkovou hybnost soustavy cédstic

. N

P =% Pa
a=1

a vyslednici vnéjsich sil ptisobicich na soustavu
N
FO = S FO

a=1

Zaroven si uvédomime, ze podle zadkona akce a reakce se vnitini sily v soustavé vyrusi.

Protoze je ﬁag = —ﬁga, miizeme je vyjadiit symetrickym zptsobem jako
N — 1 N — — 1 N — — —
> Fasg =5 > (FaptFpa) = 5 (Fap = Fap) = 0
a»ﬂzl a,ﬁ:l awB:l
Z rovnice (??) tedy dostédvame
dP 4
> — Fl 3.4
g (3.4)

Tento dtlezity vysledek je matematickym vyjadfenim prvni véty impulsové 2 neboli
véty o hybnosti soustavy ¢astic:

Casova zména celkové hybnosti soustavy ¢astic je rovna vyslednici vnéjsich
sil.

Je-li soustava izolovand, je vyslednice vnéjsich sil nulovi, % = 0 a plati zakon za-
chovani celkové hybnosti izolované soustavy éastic:
P = konst ; (3.5)

celkova hybnost izolované soustavy ¢astic se zachovava. 3

Zkoumejme nyni, jak se zméni celkova hybnost soustavy castic, prejdeme-li k jiné
vztazné soustavé S’, jejiz pocatek se pohybuje v ptivodni soustavé S rychlosti V(t), pri
¢em? osy soufadnic si zachovavaji svou orientaci. Soustava S’ nyni ovSem nemusi byt
inercidlni. Pak je tieba transformovat rychlosti vSech ¢astic jako v, = o), + V a pro
celkovou hybnost dostaneme

. N N N L N
P:Zﬁa:Zmaﬁa:Zma%+VZma. (3.6)
a=1 a=1 a=1 a=1

2N4zev je historicky a nepfilis vystizny. Hybnosti se diive fikalo a v cizich jazycich dosud ¥ik4 impuls.
Také v kvantové fysice se zhusta pouziva nazev impuls misto hybnost.

3P#i odvozovéni zédkona zachovani celkové hybnosti jsme pouzili zékon akce a reakce. V teoretické fyzice
se vSak dokazuje, ze tato implikace neplati obracené, tj. ze k platnosti zakona zachovani celkové hybnosti
nemusi platit zdkon akce a reakce. Jak se jesté zminime, zdkony zachovani v soustavé ¢astic maji tésnou
souvislost s vlastnostmi symetrie prostoru a ¢asu
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Posledni suma vs8ak predstavuje celkovou hmotnost soustavy M = zszl Meq, takze mame
P=P +MV. (3.7)
Polozime-li P/ = 0, dostaneme z (?7?)

. N .
‘7 _ £ _ Za:l MaVa

- N
M Za:l mey
Miazeme tedy mit za to, ze v soustavé castic existuje mysleny bod nazyvany hmotny stred,
stred hmotnosti nebo tezisté o polohovém vektoru
Zg—l MaTa

a=1 (e

ktery se pohybuje rychlosti V a chové se tak, jakoby v ném byla soustiedéna cel4 hmotnost
soustavy:
_ , dpP dv q
P=MV — = M—— = F© . 3.9
’ dt dt (39)

Ve vztazné soustavé spojené s hmotnym stfedem (tézistém) je celkova hybnost P’ nulové. 4
V izolované soustavé castic je vyslednice vnéjsich sil nulova, takze rychlost tézisté

zustava konstantni:
V = konst (3.10)

Y vew

coz pravi dalsi zakon zachovani rychlosti téZisté izolované soustavy. Je v podstaté
zobecnénim zakona setrvac¢nosti jedné Castice na soustavu castic.

Pfi pfechodu od jedné inercidlni vztazné soustavy k druhé pomoci vztahu (?7), kde

V= konst budeme ziejmé mit

AP dP

— = — = F© (3.11)

dt dt
a prvni véta impulsova plati stejné ve vSech inercidlnich soustavach. Hybnost izolované
soustavy ¢astic je ovSem v kazdé z nich jina, v tézisfové nulova. Vime sice, ze vSechny
inercidlni vztazné soustavy jsou si rovnopravné, plati v nich zdkony mechaniky v témz
tvaru a tyto soustavy nelze navzajem experimentalné odlisit, ale tézistova soustava je
prece jen ”rovnopravnéjsi”, matematicky vyhodné;jsi.

3.1.2 Druhé véta impulsova

Vynasobime nyni pohybovou rovnici kazdé ¢astice zleva vektorové polohovym vektorem
této Castice:

dp, N q _
f‘w% = Y (Fax Fag) + Ta x F. (3.12)
B=1

poli se lisi. Pfesto vSak je v teoretické fyzice zvykem nazyvat soustavu hmotného stfedu tézistovou.
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Rovnice opét secteme pres a a dostaneme
N dp, - N .
Do (Fax—r) = (TaxFag) + Y (FaxFE). (3.13)
a=1

Levou stranu (??) upravime na
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d N
@Z(Faxﬁa) - Z(gaxﬁa)~ (3.14)
Druh4 suma na pravé strané je rovna nule, nebot vektory rychlosti a hybnosti jsou rovno-

bézné. Vektorovy soudin l, = 7, X P, ale pfedstavuje moment hybnosti ¢astice vzhledem
k poc¢atku soufadnic. Oznacime-li nyni celkovy moment hybnosti soustavy cdstic ®

B N R N
L = Z la = Z( To X Do ) 5
a=1 a=1

mame na levé strané (??) casovou derivaci celkového momentu hybnosti %. Upravime
nyni pravou stranu (??) a oznacime vysledny moment vnéjsich sil jako

— N —

N = S (7 x F9 ).

a=1
Pouzijeme opét zakon akce a reakce na vnitini sily soustavy a napiseme
dL a o al S 1 & o o o
- = (Tax Fag) + > (Fax F9) = = (Fo X Fop+ 73 X Fo ) + N© =
dt — 2
a,B=1 a=1 a,B=1
1 — —

N |

N
S (Ta—75)xFap + N©
avﬁ:]-

Budeme dale predpokladat, Ze sily ptisobici
mezi ¢asticemi jsou centralni. Z obr. (3.1) je
vSak vidét, ze v tom pripadé budou vektory
Ta — T3 @ ﬁag rovnobézné, a tedy jejich vek-
torovy soucin roven nule. Dospivame tedy k
rovnici .

dL (e

o= N®© (3.15)

kterd je matematickym vyjadfenim druhé
véty impulsové neboli véty o momentu
hybnosti soustavy ¢éastic:

Casova zména celkového momentu hyb-
nosti soustavy déastic je rovna vysled- obr. 3.1
nému momentu vnéjsich sil.

®V zahrani¢ni literatuie a v kvantové fyzice nazyvany impulsmoment
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Moment hybnosti i moment vnéjsich sil se pfitom vztahuji k témuz bodu, pocatku
soustavy soufadnic.

Je-li soustava izolovan, je vysledny moment vnéjsich sil nulovy, & dt = 0 a plati zakon
zachovani celkového momentu hybnosti izolované soustavy ¢éastic:

L = konst ; (3.16)
celkovy moment hybnosti izolované soustavy ¢astic se zachovava.

Zkoumejme nyni, jak se zméni celkovy moment hybnosti soustavy ¢astic, budeme-li jej
vztahovat k jinému pocatku O’, ktery se pohybuje v puvodm soustave konstantni rychlosti
V tj. jeho polohovy vektor zavisi na case Jako T (O’ ) =70 +Vt. Pak je tfeba transformovat
polohové vektory vSech ¢astic jako 7, = 7, + 7o+ Vt Uo = U, + Va pro celkovy moment
hybnosti dostaneme

N
L="L -VxY maiy + fox P + fgx MV + Vtx P (3.17)

—

Odtud vidime, Ze budou-li oba pocatky nehybné, tj. V= 0, mame
L=IL+7fxP =L +7xP. (3.18)
Pijde-li o t&zistovou soustavu, kde P = P’ = (, bude
L=1, (3.19)

a celkovy moment hybnosti soustavy ¢astic nezavisi na volbé pocdatku.
Zderivujeme-li (??) podle ¢asu, dostaneme

dL.  dL’ P . = L 4P
@ P Vx P + Vit -
dt ~ dt XPL A o g VX P4 VX
dr’ . dPdL . dP
_ - _ e - e 2
g o)< g o)< (3.20)

Je-li vyslednice vnéjsich sil, a tedy ¢asova zména celkové hybnosti, nulova, plati

dL _ dL' _ o

— = = 3.21
dt dt ( )
a druha véta impulsova plati stejné ve vsech inercialnich soustavach.
3.1.3 Véta o energii soustavy castic
Vynésobime nyni pohybovou rovnici kazdé ¢astice skalarné jeji rychlosti ¥,:
W o B0 4 FO g
o Ve = EY)Y Uy + F)7 -7, (3.22)
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a secteme

N di N o N .,
D Ta = DFD G0+ YO T (3.23)

N — N N
deé — dva — dT
2 g e = 2maTy T = G (3:24)
kde
1 N
T =3 Y - mai (3.25)
a=1

N N
ﬁo(f) Uy F ZF_’:&‘E) U = Zﬁo(él) U + Q(e)- (3'26)

a=1 a=1

M-

Symbolem Q(®) jsme oznadcili vgkon vnéjsich sil. Jsou-li vnitini sily konzervativni, lze zavést
potencialni energii soustavy cdstic U(x, vy, z) tak, ze

=i ou oU oU ou
FCg):_vaU:_(ax, 3 az>:_af" (3.27)
Potom na pravé strané (?7?) stoji
N o) = (e) oUu dra (e) dU
S A5 4 Q =—Z r o =~y qo (3.28)
a=1 Ta

Oznacime-li celkovou energii soustavy castic E = T + U, dostdvame vétu o energii

soustavy castic
dFE

dt

tj. Casova zména celkové energie soustavy éastic je rovna celkovému vykonu
vnéjsich sil. Je-li soustava Gastic izolovand, je vykon vnéjsich sil nulovy, a plati zakon
zachovani celkové energie izolované soustavy éastic:

= Q) (3.29)

E =T + U = konst; (3.30)

celkova energie izolované soustavy Castic se zachovava.

Piejdéme k vztazné soustavé S’, jejiz pocatek se pohybuje v piivodni inercidlni soustavé
S obecnou rychlosti V' (t), pfi ¢emz osy soufadnic si zachovavaji svou orientaci. Kinetickou
energii soustavy ¢astic pak budeme transformovat do nové soustavy soutradnic takto:

1Y 1Y q
a=1 a=1
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1 2 al —/ 1N—»2 1 2 D !
= M V2 + V-(;mava - 5; W= QMVE L VP T (3.31)

Je-li soustava S’ tézistova, bude P’ = 0 a dostavame

1

T =M V4T, (3.32)

tj. kineticka energie soustavy c¢astic je rovna souctu kinetické energie jejiho
t&8ziSté a vnitini kinetické energie (tj. kinetické energie v téziStové vztazné

soustavé). To je obsahem tzv. Konigovy véty. Je-li soustava ¢astic izolovand, bude

Vv e

kinetické a potencidlni energie v t&zistové soustavé.

3.1.4 Deset zakont zachovani v izolované soustaveé ¢astic

Pri studiu izolované soustavy ¢astic jsme zjistili, ze pfi jejim pohybu se zachovava deset
skalarnich veli¢in: ©

3 soutadnice vektoru celkové hybnosti P

3 souradnice vektoru rychlosti tézisté 1%

3 souradnice vektoru celkového momentu hybnosti L
1 skalarni veli¢ina celkové energie F.

Téchto deset konstant predstavuje vlastné integraly pohybu dané pocateénimi pod-
minkami a jejich znalost ndm usnadnuje integrovani pohybovych rovnic soustavy c¢astic.

V teoretické fyzice se dokazuje, Ze tyto konstanty souviseji s vlastnostmi symetrie pro-
storu a casu, a sice

zékon zachovéani celkové hybnosti s homogenitou prostoru (symetrie viéi translaci v
prostoru)

zakon zachovani celkového momentu hybnosti s izotropii prostoru (symetrie viéi rotaci
v prostoru)

zédkon zachovani energie s homogenitou ¢asu (symetrie viéi translaci v ¢ase)

Vv e

SPfipometime, Ze pro jednu bezsilovou (tj. izolovanou) &astici se zachovava hybnost, a tedy i rychlost,
v poli centralnich sil moment hybnosti vzhledem k centru a v poli konzervativnich sil energie.
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od jedné inercialni soustavy k druhé). 7

Ve fyzice elementarnich ¢astic se setkavame i s dalsimi symetriemi, jimz odpovidaji dalsi zakony zacho-
vani (naptiklad zakon zachovani elektrického naboje). Vztahy mezi symetriemi prostoru a ¢asu a zakony
zachovani zformulovala némeckd matematicka Emmy Noetherovad a jsou obsahem takzvanych teorémi

Noetherové.

"Ve specialni teorii relativity vystupuji misto Galileiho transformaci obecnéjsi transformace Lorentzovy.
S matematického hlediska tvofi mnozina uvedenych deseti transformaci desetiparametrickou grupu, které
fikame grupa Galileiho, v relativistické mechanice grupa Poincarého. Teorie grup patii k nejabstraktnéjsim
matematickym disciplinam a zabyva se pravé studiem symetrii .
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V dalsim uvidime, jak lze zakont zachovani vyuzivat pfi studiu pohybu izolovanych

Vv

prechazime do tézistové soustavy soufadnic, ktera je v tom pripadé inercidlni.

Uloha (pohyb télesa s proménnou hmotnostf)

Dosud jsme vzdy predpokladali, Ze hmotnost Castice je konstantni a ze zménu jeji
hybnosti mtizeme zapsat jako soucin hmotnosti a zrychleni. Nemusi tomu byt tak vzdy a
Newtontiv zakon sily to nevyzaduje. Mizeme si predstavit situaci, kdy se hmotnost castice
v ¢ase méni podle zadané funkce m(t) a pak dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

dp dv _dm

Neni ovSem snadné si fyzikalné predstavit davod, pro¢ by se hmotnost takovym zpiso-
bem ménila. Komplikovanéjsi situace nastava pri relativistickém pohybu ¢astice rychlosti
blizkou rychlosti svétla, kdy dostavame pohybovou rovnici

dp’ d v -
dp _ d med 5

dt dt 1— v2

2
Budeme se ji zabyvat ve specidlni teorii relativity.

Naproti tomu se casto vyskytuje pohyb téles, kdy dochéazi ke zméné hmotnosti v di-
sledku oddélovani nebo pribirani dalsich téles - vyfuku plynd motorovych vozidel, vystie-
lovani plynt tryskami pii raketovém pohonu, pfibirani vzduchu pii oxidaci zapalné smeési
tryskovych letadel, ztraceni nakladu, nastupovani a vystupovani pasazéri aj. V tomto
pripadé vsak nejde o pohyb jednoho télesa, jedné ¢astice s proménnou hmotnosti, ale o
pohyb soustavy téles a k jeho feseni musime misto Newtonova zakona sily pouzit prvni
vétu impulsovou. Uvidime, ze tak dostaneme rovnici lisici se od (?7?).

Uvazme napiiklad pohyb rakety, kterd vystteluje plyny relativni rychlosti @ (rychlost
plynt vici raketé dana konstrukei motori). Uréime zménu celkové hybnosti soustavy ra-
keta 4+ plyn za malou dobu dt. Zména hmotnosti rakety bude pfitom zadporna, dm < 0.
Mame tedy

dpp = (m—|dm| ) (U+d0) + |dn| (T+di+d) — mT = mdi — 4 dm.

Odtud dostavame podle prvni véty impulsové rovnici

dp dv dm -

X omZE g2 = F 3.34

at ~ ar " at ’ (3:34)

ktera se nazyva rovnice Mescerského a ziejmé se lisi od (?7). Mizeme ji téz zapsat ve

tvaru d(m) p

mu m ~

—(7+7) — = F. 3.35

o (d+d) — (3.35)

Pokud plyny nebo jind oddélujici se télesa nejsou vystielovany a jejich relativni rychlost

viuéi vozidlu je nulova (@ = 0), jako kdyZ se z jedouciho auta sype pisek nebo obili,
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dostavame rovnici

dv

av .y = F :
m— v ; (3.36)

vvvvv

Predpokladejme nyni, Ze vyslednice vnéjsich sil F je nulova (raketa se nepohybuje
v tihovém poli) a pohyb probiha tak, Ze rychlost plynt méa opacény smér nez rychlost
rakety.® Zvolime-li smér pohybu rakety podél osy z za kladny, ma rychlost @ soufadnice
i = (—u, 0, 0). Pak mame ve slozkach
dv dm dm
m— = —u — , neboli dv = —u — . 3.37
dt dt ' m (3:37)
Tato slavna rovnice pohybu rakety se nazyva rovnici Ciolkovského. Udava nam, jak
se méni rychlost rakety s ubytkem jeji hmotnosti. V rovnici (??) mame jiz rozdéleny
promeénné, takze integraci dostavame okamzité reseni

v=—ulnm+ C. (3.38)

Za pocatecnich podminek v = 0, m = mg (startovaci hmotnost) dostavame

v = uIn 0 , m = moe . (3.39)
m

7 tohoto vysledku plyne dutlezity zavér pro konstruktéry raket. Jediny zptsob, jak
dosdhnout maximalni rychlosti rakety je zvysit relativni rychlost vystfelovanych plynu
(nejvyse na rychlost svétla u fotonové rakety) a zvolit co nejvétsi podil startovni a ko-
necné hmotnosti. To ma ovsem své meze, nakonec musi v raketé zlstat aspon kosmonaut.
Z4dn4 jina konstrukéni zdokonaleni raketovych motorti koneénou rychlost rakety nezvysi.

Zavislost rychlosti rakety na jeji hmotnosti je na obr. 3.2.

8Raketa se urychluje; kdyby rychlost plynt méla stejny smér jako rychlost rakety, raketa by se brzdila.
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obr. 3.2 obr. 3.3 obr. 3.4

3.2 Uloha dvou té&les

Reseni pohybovych rovnic soustavy ¢astic neni snadné. Ve skutec¢nosti lze matematicky
presné Tesit jen pohyb izolované soustavy dvou castic - fika se tomu uloha dvou téles a
patii k nejslavnéjsim fyzikalnim tloham, kterou se fyzikové zabyvali po cela staleti. Mame-
li dvé ¢astice o hmotnostech my, ms a polohovych vektorech 7, >, musime fesit soustavu
Sesti diferencialnich rovnic druhého fadu pro soufadnice polohovych vektoru téchto ¢as-
tic a Teseni bude zaviset na dvanacti integrac¢nich konstantach - pocatecnich polohach a
rychlostech obou ¢astic. Zakony zachovani nam poskytuji deset integracnich konstant, in-
tegral pohybu. Zbyva tedy urcit z pocateénich podminek jen dvé konstanty, a ukazuje
se, ze to jde. Ulohu lze analyticky zintegrovat, najit feseni ”v kvadraturach”.

V pripadé tii ¢astic vznikd neméné slavna dloha tri teles, kde je tfeba urcit osmnéact
integracnich konstant. Po usili trvajicim nékolik staleti se nakonec zjistilo, ze tilohu v obec-
nosti zintegrovat nelze, ze deset integrali pohybu, které mame k dispozici k tomu nestaci a
podaftilo se najit jen nékteré specialni feseni. Pfitom tloha tii téles ma nesmirny prakticky
vyznam, bez jejiho feSeni bychom nemohli zkoumat pohyb soustavy Zemé - Mésic - Slunce
nebo Zemé - Mésic -raketa a nebyla by mozna kosmonautika. V minulém stoleti byly k ta-
kovym vypoctim vytvoreny (zasluhou Gaussovou a dalsich) pfiblizné, numerické metody,
které umoznily urcovat poruchy pohybu planet vyvolané vlivem dalsich nebeskych téles a
predpovédét tak i polohu téles dosud nezndmych (planetka Ceres, Neptun). Tyto vypocty
jsou vsak pracné a zabiraji mnoho ¢asu. Proto jednou z nezbytnjch podminek moderni
kosmonautiky je pouziti pocitacti, které umoznuji provadét takové vypocty v redlném cCase
a korigovat tak i parametry pohybu uméljch kosmickyjch téles. Vysledky ziskané pfi reseni
ulohy tii téles lze najit v monografiich o nebeské mechanice.
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Je zfejmé, Ze neni mozno analyticky integrovat ani tlohu ¢tyt a vice téles, a teprve u
velkého poctu téles, naptiklad molekul plynu, mtzeme pouzit statistickych metod. Pritom
ovSem nesledujeme trajektorie jednotlivych molekul, ale uréujeme statisticky stfedni veli-
¢iny. Nejvétsi problémy tedy ¢ini tloha o malém poctu téles, jakou predstavuje napriklad
atomové jadro. Zde je problém navic komplikovan tim, Ze nezname ani zdkon silového
ptisobeni mezi jednotlivymi nukleony. Vratme se vSak k fesSitelné tloze dvou téles.

Na obr. 3.3 mame znézornény polohy dvou ¢éastic (pod télesem stale rozumime ¢astici),
které se pohybuji pouze pod vlivem vzajemného silového ptisobeni, napiiklad gravita¢niho.
Okamzité mizeme vyuzit jeden ze zakonl zachovani a zapsat energii této soustavy jako

1 1 L,
E = 5 M v? + 5 M2 vs + U(|7 — 7)) . (3.40)

Ve

Vv e

Pro polohové vektory obou ¢astic mame
mi s + Mo Tag :0, 7“13—7725 = 7. (341)

V tézistové soustavé jsou oba polohové vektory vidy kolinedrni, ¢astice musi v kazdém
spojujici obé ¢astice; oznacime téz ¢ = di/dt. ReSenim soustavy rovnic (??) dostaneme

ma mi

s = 7 Tog = — ————— . 3.42
® mi+me s m1 + ms ( )
a pro rychlosti
- . - ma - - - - mi -
g = U —VUg = ——— U, Upg = Vo—0Ug = — ———— U (3.43)
m1 + mg m1 + ma
Zde R S
N miv1 + Mava
vg = —————= (3.44)
m1 + mso

Vv

Energie v tézistové soustavé (vnitini energie soustavy) bude opét integralem pohybu
a bude rovna
1 1 L mimg 1
Ey = —my v? —maov2 Ur) = = ———— 02+ U(>r) = =mp 0>+ U(r). (345
Pfitom jsme do vyrazu pro energii dosadili polohové vektory (??) a rychlosti (??) a zavedli
tzv. redukovanou hmotnost
mimsa

my, = ———— .
mi + ms
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obr. 3.5

Pfi pohledu na vyraz pro energii (??) zjistujeme, Ze jsme vlastné prevedli ulohu dvou
teles na ulohu o pohybu jednoho télesa o redukované hmotnosti m, pohybujiciho se v cen-
tralnim silovém poli U(r). Polohovy vektor a rychlost tohoto fiktivniho télesa jsou pfitom
=7 —7y, U= — ¥Us Tuto tlohu jsme vSak uz fesili - v pfipadé gravitac¢nich sil
s$lo o ulohu Keplerovu. Muzeme tedy pouzit vysledku Keplerovy tlohy a chceme-li piejit
k puvodni inercialni vztazné soustaveé S, staci pretransformovat rychlosti podle vztahu

U1 = Vs + Us , Uo = Ugs + Vs . (3.46)

V tloze dvou téles miizeme rozlisit dva dilezité pripady:

1. Jedno z t€les je mnohem tézsi nez druhé, m; > my. Potom je redukovand hmotnost
m, & me priblizné rovna hmotnosti leh¢iho télesa. V limité dostavame pripad nehybného

v

Vv ew

nichz je patrny zejména vliv velkych planet, Jupiteru a Saturnu. Situace pfipomina pohyb
vrhace sportovniho kladiva, ktery pii roztaceni kladiva musi vykonavat sdm malé kruhové
pohyby. Na obr. 3.5 je zndzornén pohyb dvou té€les, z nichz jedno je poloviéni hmotnosti
nez druhé a ktera obihaji po pfiblizné kruhovych trajektoriich.

2. Obé télesa jsou stejné tézka, mq = mo = m, takZe redukovand hmotnost je rovna
polovi¢ni hmotnosti télesa: m, = %m To muze byt pripad dvojhvézdy o dvou stejnych
slozkach. Podobn4 situace je na obr. 3.6. Budou-li télesa stejné tézka a bude-li vzdalenost
mezi nimi zistavat konstantni (r = konst ), budou se vzajemné "honit” po obvodu kruz-
nice.
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obr. 3.6

Vime, ze uzaviend trajektorie mize existovat jen v pripadé gravitacni pritazlivé sily
presné umeérné prevracenému ctverci vzdalenosti (a v pfipadé prostorového oscilatoru).
Ptlisobi-li na téleso dalsi poruchy, dojde ke staceni perihelia a pohyb dvojhvézdy pak pro-
biha podobné jako na obr. 3.7.

Na obrézcich 3.8 a 3.9 jsou znazornény trajektorie dvou téles, z nichz jedno je poloviéni
hmotnosti nez druhé a kterd na sebe ptisobi pfitazlivymi silami tmérnymi 1/725 (obr. 3.8)

r1® (obr. 3.9). ?

Vratme se jesté ke Keplerové tilloze a uvazme, jak se zméni jeji feSeni pro pohyb planet,
vzdame-li se Keplerova predpokladu, Ze Slunce je nehybné a spojime-li poc¢atek inercialni
vztazné soustavy s té€zistém slunecni soustavy. Tteti Keplertiv zadkon jsme psali ve tvaru
(2.126) jako

T = 27 |22 63/2
@
Zde m,, pfedstavuje hmotnost planety a interakéni konstanta oo = kmy,Mg. Nyni musime
hmotnost planety ovSem nahradit redukovanou hmotnosti

myMgs

my, = —————
T mp+M57

9Tyto a dalsi situace odpovidajici riznym zakontm silového ptisobeni a riiznym pocateénim podminkam
si muzete snadno simulovat na pocitaci napfiklad pomoci programu Famulus.
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obr. 3.7
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obr. 3.8 obr. 3.9
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zatimco interakéni konstanta se neméni. Tak dostavame treti Kepleriv zakon

(3.47)

Vidime tedy, Ze plati imérnost mezi ¢tverci obéznych dob a tfetimi mocninami velkych
poloos, ale konstanta imeérnosti je pro kazdou planetu trochu jina. Podotknéme jesté, ze
jsme tento jev vyuzili v tloze o uréeni hmotnosti Mésice (vztah (2.142)).

3.3 Srazky castic a raz téles

3.3.1 Pruzné srazky

Dtlezitym fyzikalnim jevem, se kterym se setkdvame nejen v mechanice, ale i v ato-
mové, jaderné a ¢asticové fyzice, jsou srazky c¢astic. Jde-li o srazku téles koneénych rozmeéra,
mluvime o razu téles. Srazku mtzeme chapat jako casové a prostorové omezenou interakci
castic, pri niZ dochazi k prerozdélovant hybnosti a energie. Pfed srazkou se ¢astice pohybo-
valy oddélené, neptisobily na sebe, a pak se dostaly do interakéni oblasti vzajemného vice
¢i méné intenzivniho ptisobeni. Studium srazek ¢astic slouzi k tomu, abychom urcili zdkony
vzajemného silového ptlisobeni mezi ¢asticemi. Dnes k tomu slouzi obrovské urychlovace,
které patii k nejvétsim experimentalnim zafizenim, ktera byla kdy vytvofena.

Charakter srazek mtze byt velmi rozmanity a mtzeme je klasifikovat podle nejriiz-
néjsich hledisek. Nejdilezitéjsi je rozlisovani srazek pruzngch a nepruznych. ' P¥i srazce
predpokladame,ze ¢astice tvori izolovanou soustavu a ze v ni plati zdkony zachovani hyb-
nosti a energie. Pfi pruzné srazce pusobi pouze konzervativni sily a zachovava se mecha-
nicka, kineticka energie ¢astic pred srazkou a po srazce.Pri nepruzné srazce se v izolované
soustavé sice také zachovava celkova energie soustavy, ale ¢ast mechanické energie se miize
zménit ve vnitini nebo deformacni energii ¢astic a téles. Pfedpokladame pritom, Ze ¢astice
maji néjakou vnitini strukturu, jako napriklad atom nebo makroskopické téleso. Typicky
nepruznou srazkou je srdzka dvou automobild, ale nepruznou mize byt i srazka elektronu
s atomem nebo neutronu s atomovym jadrem. Pruznou srazku mizeme dobie demonstro-
vat pii dopadu ocelové kulicky na sklenénou desticku nepruznou pii dopadu na olovénou
desticku.

Dochazi-li ke srazce pouze dvou ¢astic, mluvime o srazce bindrni, srazi-li se vice ¢astic
nebo automobili najednou, jde o srazku kolektivni. Nastava-li srazka az pii tésném sblizeni
¢astic, jako tfeba pri razu dvou kule¢nikovych kouli, jde o srazku blizkou, pusobi-li ¢astice
¢i télesa na sebe na dalku gravita¢nimi nebo elektrickymi silami, jde o srazku dalekou. U
dalekych srazek je nékdy obtizné urcit, co se ma jesté za srazku povazovat. Priblizi-li se
kometa ke Slunci, zméni sviij smér a opét se vzdali, jde vlastné také o pruznou dalekou
srazku, i kdyz obé télesa do sebe nenarazila. Otazka matematického popisu kolektivnich

10Rozligeni pruznych a nepruznjch srazek kouli provedl poprvé cesky védec Jan Marcus Marci v roce
1639.
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obr. 3.10 obr. 3.11

dalekych srazek ma velky vyznam ve fyzice plazmatu, kde na sebe soucasné pusobi velké
mnozstvi elektricky nabitych c¢astic.
Jesté vétsi rozmanitost nastava pii rdazu téles. Zde ovSsem zalezi na tvaru télesa, umis-

MV oo

vvvvvv

pohybu takovych téles po rdzu velmi obtizny. V praxi zname tuto situaci ze sportu, kdy
napiiklad hrac¢i stolniho tenisu nebo kuleéniku zdmérné udéluji micku nebo kouli ”fales”
a ztézuji tak soupeti odhad jejich pohybu.

V bodé dotyku téles pri razu mizeme vést spole¢nou tecnou rovinu obou téles a k ni
normalu. LeZi-li spojnice tézist obou téles na této normadle, nazyvame takovy raz stfedo-
vym, neni-li tomu tak, jde o raz vystredny. Nejcastéji se studuje rdz dokonale hladkych
kouli; takovy raz je stfedovym vzdy. Pfitom vsak muZeme rozliSovat raz primy a Sikmyg.
U pfimého razu obr. 3.10 lezi vektor vzajemné rychlosti obou kouli na spole¢né norméle v
bodé dotyku; naproti tomu u Sikmého razu je vzajemna rychlost od této normaly odchy-
lena (obr.3.11). V tézistové soustavé se koule pfi pfimém razu pohybuji pfed razem i po
ném v téze primce, pfi Sikmém razu se tato primka po razu pootoci.

Vsimnéme si nyni binarni pruzné srazky dvou castic, jejiz pribéh je obdobny jako u
pruzného razu dvou kouli. Jde pfitom vlastné o jiny pohled na dlohu dvou téles. Budeme
predpokladat, Zze nezname zakon sily, jiz na sebe obé castice plisobi a mame k dispozici
pouze zikony zachovani celkové hybnosti a celkové kinetické energie. Necht se ¢astice
my1, mo blizi rychlostmi ¥;, U5 do interakéniho prostoru a vylétaji z ného rychlostmi
vy, v (obr. 3.12).

Co se déje v interakénim prostoru nevime, je to pro nas cCerna skrinka. Piesto vSak
mizeme na zakladé zdkonti zachovani soudit na vztahu mezi rychlostmi pred srdzkou a po
vyrazem (?7). Od sméru této rychlosti mizeme udéavat thly 61, 62, o které se odkloni
Castice po srazce; fikame jim uhly rozptylu v laboratorni soustavé. Nékdy nastava srazka
tak, ze letici castice m; narazi na nehybnou ¢éstici mo. Ta se pak nazyva tercem. Jinak
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obr. 3.12 obr. 3.13

mizeme tuto situaci vyjadrit tim zpdsobem, Ze prejdeme z laboratorni vztazné soustavy
S do terc¢ové soustavy Sz (obr. 3.13). Potom nazyvame thel 6, dhlem rozptylu, thel 6,
uhlem zpétného rdazu a jejich soucet uhlem rozletu.

Nagim tikolem je najit rychlosti ¢astic po srazce, zname-li rychlosti ¢astic pred sraz-
kou. K tomu tcelu je nejvyhodnéjsi prejit do tézistové soustavy pomoci vztahi (?7). Pro
celkovou hybnost a kinetickou energii soustavy pred srazkou mame

mitis + maolhs = 0

2 2 ( ma )2 2 4 ( my )2 2 2 konst
mi1v mov = m _— v m _— v = My U = onst .
s 272 ! mi1 + mg 2 mi1 + mg "
(3.48)

Stejné zdkony zachovani ovSem plati i pro rychlosti po srazce. Z prvni rovnice (77)
plyne, Ze ¢astice se budou v t&zistové soustavé pohybovat pred sréazkou proti sobé po
piimce; tyto piimky viak nemusi byt totozné. Uhel y, o ktery se linie srazky po srazce
pootoéi, se nazyva uhel rozptylu v téZistové soustavé (obr. 3.14).

Resenim rovnic (??) pro rychlosti po srazce dostaneme pro né stejné vyrazy jako (?7)
pouze pohyb bude probihat podél jiné pfimky, jejiz jednotkovy smérovy vektor oznacime
7. Mame tak

L T ST S L S— (3.49)
mi + mg mi + mg
Tim jsme nasli rychlosti ¢astic po srazce s jedinou neurcitosti v ihlu rozptylu x. Zakony
zachovani ndm neumoznuji tento thel urcit. Chceme-li pak prejit k laboratorni vztazné
soustavé, stac¢l prosté spocitat

Uy = U, + U5, U = Uy + Us. (3.50)



obr. 3.14

Uplné feseni jsme dostali pro piipad piimé srazky (primého razu kouli), kdy se Eastice
pohybuji pfed srazkou i po ni ve stejné pfimce a v opa¢ném sméru (ihel rozptylu x = =!).
Pak muzZeme psat

” mz L, MUl + maly my—mg (m1 —mg) U1 + 2mats
v = — v+ = U+ Uy =
m1 + mg m1 + mg m1 + mo m1 + mg
_,, mi . miU1 + Moty 2my . (mg — ml) Ug + 2mq v
Uy = v = + v = .
mi1 + mso mi + mso mi1 + msg mi1 + mso ( )
3.51

Vysledné feSeni je samoziejmé symetrické vzhledem k vyméné indext 1 a 2. Rovnice
(??) popisuji obecny pfipad pfimé pruzné srazky a je z nich mozno odvodit vysledky pro
mnoho specidlnich pfipadi (t8zsi ¢astice narazi na lehéi, lehéi na té7si, jedna z Gastic je
nehybna, ¢astice se pohybuji v protisméru, ¢astice se pohybuji v témz sméru, leh¢i castice
dohéni téz8i, téz81 dohani leh¢i apod.). Laskavy ¢tenar si tyto piipady jisté s potéSenim
rozebere. Zejména je z téchto rovnic patrno, zZe budou-li hmotnosti obou ¢astic (kouli)
stejné, pfi srazce si prosté vyméni rychlosti. VSimneme si jesté situace, kdy jedna z ¢astic
byla pted srazkou v klidu. Potom v = 0 a mame

L L T R . S (3.52)

mi + mg mi + mg
Budou-li pfitom jesté ¢astice stejné tézké, letici ¢astice se po srazce zastavi a stojici pre-
vezme jeji rychlost. Tento experiment lze snadno demonstrovat u rdzu dvou pruznych kouli.

Zajimava je jesté otazka po GCinnosti predani energie od jedné castice k druhé. Pred-
stavme si, ze mame dvé castice riznych hmotnosti, z nichZ jedna stoji a druhd na ni
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nalétava. Urcime, jaka cast kinetické energie se preda od letici ¢astice nehybné:

1 1 4m3m dmim

Tz’:imgvé2:§mv%:mﬂ:nﬂ. (3.53)
Koeficient 7 predstavuje podil prevzaté a ptuvodni energie. Budou-li obé ¢astice stejné
tézké, bude predana celd energie letici ¢astice. Bude-li rozdil hmotnosti obou ¢astic velky,
bude pfedana mala ¢ast energie, lhostejno zda lehkd ¢astice nardzi na tézkou (pingpon-
govy micek na olovénou kouli) nebo tézka ¢astice na lehkou (olovéna koule na pingpongovy
micek). Studium u¢innosti predéni energie pfi pruznych srazkach je dilezité napiiklad
v jaderné fyzice. Neutronové zareni je mozno v latce i¢inné zbrzdit, budou-li se neutrony
pruzné srazet s ¢asticemi malo se lisici hmotnosti (protony, deuterony apod.). Proto se jako
moderatort (zpomalovaéti neutront) v jadernych reaktorech vyuziva vody, tézké vody, gra-
fitu apod. Naproti tomu tézké kovy, jako napt. olovo, jejichz atomova jadra jsou mnohem
téz81 nez neutrony, slouzi k pohlcovani zafeni gama, ale k ochrané pred neutronovym zé-
fenim se nehodi.

Zminovali jsme se o tom, Ze zdkony zachovani nam dovolily fesit pouze pripad pfimé
srazky a a u Sikmé srazky thel rozptylu v tézistové soustavé zlistava neurcen. Piesto vSak
muzeme ziskat o vztazich mezi thly rozptylu v tézistové a laboratorni soustavé jesté dalsi
informace pomoci tzv. srdzkovych diagramai. PTi konstrukci téchto diagrami vychazime z
toho, ze redukovana hmotnost a velikost vzajemné rychlosti ¢astic ziistavaji konstantni.
Misto rychlosti ¢astic pracujeme pfitom s jejich hybnostmi. OpiSeme kruznici poloméru
Po = m,v a jejim stfedem vedeme primku smérem vektoru pj + po, tj. smérem pohybu
t6zi8té v laboratorni soustavé. Od této piimky odecteme neznamy tihel rozptylu v tézistové
soustavé y a vyznacime tak na obvodu kruznice bod C' (viz obr. 3.15).

Ukazuje se, Ze na pfimce p; + ps 1ze vyznacit body A, B tak, aby vektor AC odpovidal

hybnosti pj vektor C'B hybnosti pj,. Vektor OC pfitom odpovida pyp = m,vni. Je totiz

_y —y — o = mi = = =
= miv; = Ml + mity = 4+ — + = + AO
b1 101 1V14 1Vs Po mi+ ma (pl p2) Pbo
%:m2%:m2%s+mzﬁs=—ﬁo+7m2 (Pr+p2) = —po+OB.
mi -+ ms

Na obr. 3.15 jsou vyznaceny i thly rozptylu v laboratorni soustavé 61 , 6s.

Tento obecny srazkovy diagram se zjednodusi, bude-li ¢astice 2 pfed srazkou nehybné,
tj. P> = 0. Snadno si ovéfime, Ze v tom piipadé bude bod B lezet na kruznici diagramu.
Dale je zfejmé, ze pomér délek

AO . mq
OB N ma

udava pomér hmotnosti obou ¢astic. Pak mutzeme diskutovat tfi rtizné pripady:

=7
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obr. 3.15

obr. 3.16 obr. 3.17

obr. 3.18
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Vv v

1. v < 1, leh¢i castice nalétava na t€zsi, obr. 3.16.

Bod A lezi uvnitf kruznice. Bude-li bod C probihat po celé kruznici bude thel rozptylu
01 nabyvat vsech moZznych hodnot, ¢astice se muze rozptylit pod libovolnym thlem. Zavis-
lost thlu 0; na x je jednoznaénd. Zaroven plati 61 +602 > /2, ihel rozletu je vétsi nez pravy.

2. v =1, obé c¢astice jsou stejné tézké, obr. 3.17.

Bod A lezi na kruznici. Potom plati 61 = x/2 a 01 + 6, = 7/2, Castice se po srézce
rozleti pod pravym thlem. Tento jev je mozno jednoduse odvodit a experimentalné oveérit
na razu dvou hladkych kouli, z nichz jedna je v klidu a druha na ni Sikmo nalétava.

3. v > 1, tézsi Castice nalétava na lehdéi, obr. 3.18.

Bod A lezi vné kruznice. Probiha-li bod C po celé kruznici, mize thel 6; nabyvat
pouze hodnot vymezenych maximalnim thlem 61,,,,, pro néjz plati

sin g Do mimg My + msy mo 1
1 pr— — pr— pr— — pu— —_—
e AO m1 + ma m% mi 0%

Nalétavajici ¢astice se tedy nemuze rozptylit pod velkymi thly nazpét a thel rozletu je
mensi nez pravy, 01 + 0y < 7/2. Zavislost thlu x na ; neni jednoznaé¢nd, jednomu uhlu 6;
mohou odpovidat dva rtzné uhly x. Zaregistrujeme-li tedy v laboratorni soustavé c¢astice
rozptylené pod tihlem 67, zahrnuji tyto ¢astice dvé skupiny, které se rozptylily v tézistové
soustavé pod dvéma ridznymi thly x a maji réizné velikosti rychlosti a rtiznou kinetickou
energii.

Zatimco teoreticky je vyhodnéjsi pracovat v soustavé tézistové, experimenty pochopi-
telné probihaji v soustavé laboratorni a ziskané vysledky je tfeba porovnavat. Srazkové
diagramy nam pak poslouzi k prepocitavani thlt rozptylu x na uhly rozptylu 6y, 6
a naopak. Na obr. 3.19 mame zvétSeny trojihelnik ABC' s vyznacenymi délkami stran.
Uréime-li thel rozptylu v tézistové soustavé y, mizeme odtud urcit thly rozptylu a energie
rozptylenych ¢astic v laboratorni soustavé a naopak.

Protoze jde o snadné, cisté geometrické vypocty, uvedeme jen vysledky:

sin y T—X
S v +cosy 2 2
cosy = —v sin®#; + cosb; \/m
/ v 2 2 / 2miv . X
v] = —— 1/m4 + ms5 + 2myms cos , Vg = ————— sin= .
. mi1 -+ msg \/ rmyt e X 2 mi + mso 2

Nyni mtzeme upiesnit podil energie predavané letici ¢astici ¢astici nehybné, neni-li
srazka prima, ale Sikma. Dostavame

dmymay . 9 X
Ty = ———=2 _ sin*2 Ty .
2 (m1 + m2)2 2 1
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obr. 3.19

V piipadé pfimé srazky je x = m a dostaneme (77).

3.3.2 Pruzny rozptyl ¢astic

Abychom mohli pfesné predpovédét vysledek srazky, tj. stanovit pod jakym thlem
se Castice rozptyli, museli bychom znat zakon sily, kterou na sebe castice piisobi. Vime,
ze jde v podstaté o fesSeni tlohy dvou téles, ktera na sebe ptisobi konzervativnimi silami.
Budeme samozrejmé Fesit tlohu v tézistové soustave, tj. predpokladat, ze nalétajici ¢astice
ma redukovanou hmotnost a rozptylové centrum je v inercidlni vztazné soustavé nehybné.
Pri feseni tlohy dvou téles vystupuji dvé konstanty, dva integraly pohybu - energie E a
velikost momentu hybnosti [. V dloze o rozptylu zavadime jiné dvé konstanty, které s F a l
jednoznacné souvisi. Jde o tzv. asymptotickou rychlost v, tj. velikost rychlosti nalétajici
Céastice pred srazkou a tzv. srdzkovy parametr p, tj. vzdélenost pfimky (asymptoty), po
niz se ¢astice ve velké vzdalenosti pohybuje, od osy srazky prochézejici silovym centrem
(viz obr. 3.20). 1!

1{loha o rozptylu mé velkou dilezitost v mnoha oblastech fyziky, zejména atomové, jaderné a éasticové,
protoze umoznuje experimentalné zkoumat silové pisobeni mezi ¢asticemi. V téchto pripadech je ovSem
tfeba pocitat rozptyl na zakladé zakont kvantové mechaniky.
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Mezi témito konstantami plati vztahy

1 2

E = ervm7 Il = mp puso -

Nagim tkolem tedy je urcit dhel rozptylu v
tézistové soustavé y, zndme-li silu, resp. po-
tencialni energii vzajemného pisobeni Castic
U(r) a naopak. Ke srovnani vysledku s ex-
perimentem bude pak tieba pfepocitat thly
rozptylu do laboratorni soustavy, coz miize
byt pracné, ale neni to principialni zalezitost.
Bude-li tercova ¢astice mnohem tézsi nez ¢as-
tice nalétavajici, budou tézistova a labora-
torni soustavy prakticky totozné. obr. 3.20

Budeme postupovat nasledovné. Resenim tlohy dvou téles ziskdme rovnici trajektorie
¢astice v polarnich souradnicich; polarni tihel ¢ méfime opét od sméru do bodu nejvétsiho
priblizeni ¢astice centru, periheliu. Potom asymptoticky polarni thel ¢astice pohybujici
se v nekonecfnu je . Plsobi-li mezi ¢asticemi odpudiva sila, bude z divodu symetrie
trajektorie platit

X =7 — 200 (3.54)
(viz obr. 3.20).

(izotropni rozptyl) a rozptyl v coulombovském, resp. newtonovském poli (Rutherfordiv
rozptyl).

Rozptyl na tvrdé kuli¢ce poloméru a (obr. 2.20) lze popsat potencialni energii
U(r) =ocopror <aalU =0 pror > a. Znamena to, ze pokud ¢astice naléta na tvrdou
kulicku s parametrem p > a, proleti mimo a nebude silové nijak ovlivnéna. Je-li parametr
p < a, bude plsobit nekonecné velka sila ve sméru kolmém k povrchu kulicky a nedovoli
¢astici proniknout do oblasti r < a. Céstice se tedy odrazi od povrchu kuli¢ky podle zakona
odrazu; thly dopadu a odrazu jsou rovny ¢.. 2 Zéavislost mezi srazkovym parametrem a
thlem rozptylu pak dostaneme snadno jako

p = a sinps, = a sin <72T—>2<) =a cos%. (3.55)

Rozptyl nalétavajici ¢astice alfa na atomech zlata studoval E. Rutherford pfi svém
slavném pokusu, ktery vedl k objevu atomového jadra. Jde o dvé elektricky kladné nabité
Castice, které se odpuzuji silou nepfimo tmérnou ¢tverci vzdalenosti (obr. 3.21). Vysledek
pokusu by se vSak prili§ nezménil, kdyby castice mély opacné znaménko nédboji nebo
kdyby slo o rozptyl éastic ptisobicich gravita¢nimi pfitazlivymi silami (obr. 3.22). V pfipadé
pritazlivé sily by misto (??) platilo

12Ve skute¢né se pii takové pruzné srazce koule ponékud deformuje, ale tento proces je vratny. Po
odpruzeni ziskd dopadajici ¢astice svou energii zpét.
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obr. 3.21

obr. 3.22
X = 2000 — T . (3.56)
Vime, Ze v obou pripadech bude pohyb probihat po vétvich hyperboly.
Pouzijeme rovnici trajektorie (2.121)
2
4142 +1+4 L1
@ = arccos L = arccos ————r_ (3.57)
2
e 14+ 2F1
mra?

kde horni znaménko odpovida sile odpudivé, dolni sile pritazlivé.
Asymptoticky polarni tihel nyni dostaneme, budeme-li limitovat » — oo:

+1 +1
Yoo = arcC0S ————— = arccos ,
Ei2 2
1 + ﬂzr a2 \/1 + ( My Z ’Ugo )
odkud )
1
oS = + L8 P = L

ProtoZe poo = § F 5, mame

T
tgcpoo:tg<2:F>2<> :icotggziT



obr. 3.23

Dostavame tedy vysledek
cotg % . (3.58)

p = 5
my V3,
Vsimnéte si, ze funkce p(x) je klesajici. To znamend, ze ¢im vétsi srazkovy parametr, ¢im
vétsi vzdalenost v niz ¢astice nabihé, tim méné se bude pri srazce odklanét.

Ve skutecnosti nikdy neexperimentujeme s jednou ¢astici, ale pfi studiu rozptylu vysi-
lame cely svazek ¢astic. Predpoklddejme, ze tento svazek byl zkolimovan a je monoener-
geticky, tj. ze ¢astice leti po rovnobéznych primkéch stejnou rychlosti. Kromé toho nechf
hustota toku castic n, tj. pocet Castic, které proleti za jednotku casu jednotkou priifezu
svazku, je konstantni (obr.3.23).

Pak zavadime dulezitou métitelnou veli¢inu nazyvanou diferencidlni srazkovy prirez
rozptylu a oznacujeme jej do. Je to pomér poctu castic dN, které se rozptyli za jednotku
¢asu v rozmezi thlt x — (x + dx) k hustoté toku éastic n; tato veli¢ina mé zfejmé rozmeér
plochy a miizeme si ji pfedstavovat jako symbolickou plogku teréiku. '3 Z obr. 3.23 je
vidét, ze v udaném rozmezi thld se rozptyli pravé ty c¢astice, které se pohybuji v rozmezi
srazkového parametru p — (p + dp), tedy vytinaji v prufezu svazku mezikruzi s témito
poloméry. Mame tedy

dN d
do = — = 27rpd,0:27rp‘p‘ dy . (3.59)
n dx

Absolutni hodnota derivace dp/dx byla zvolena proto, abychom dostali kladnou veli-
¢inu do. Obycejné vyjadiujeme do nikoli vzhledem k intervalu thla dy, ale vzhledem k
prostorovému tthlu d€2. Je-li svazek osové symetricky, predstavuje tento element prostoro-
vého hlu rozmezi smérd mezi dvéma kuzeli s vrcholovymi thly x x + dx. Pfitom

dQ) = 27 siny dy .

Ur¢ime nyni srazkové prifezy izotropniho a Rutherfordova rozptylu.

13Diferencialni srazkovy prifez mize charakterizovat pravdépodobnost i jakychkoli daldich reakci, které
s Gasticemi nastanou a méa ve fyzice velmi obecné pouziti.
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Pro izotropni rozptyl méame podle (?7?)

XanX = Loy _ 1o
cosy sing = S ma siny dy = 10 Q.  (3.60)

d,
do = 2w p ‘dp‘dx = 7 a?
X

Vidime, Ze izotropni rozptyl nezavisi na sméru (proto se tak jmenuje), pocet rozptylenych
Castic zavisi jen na velikosti prostorového tthlu. Mohli bychom zintegrovat diferencialni
srézkovy prurez pres plny prostorovy thel a urcit celkovy pocet castic, které se na tvrdé
kuli¢ce rozptyli v pomeéru k hustoté dopadajiciho toku. Integralni srazkovy prafez pak je

1
O':/dO':*a2/dQ:7Ta2. (3.61)
Q 4 Q

Je to tedy prosté prifez kulicky.

vvvvvv

ptylu. Pouzijeme (?7) a mame

dp « 2 x 1 dx « 2 271 siny dy
daz27r,o’d’dx:27r( 5 > cotg§§ 5y = <2 5 > I =
X my V2, sin” & my V3, sin”®
2
o dQ)
= . 3.62
( 2m, v2, ) sin4§ ( )

To je slavny Rutherforduv vzorec. Aplikujeme-li jej na rozptyl ¢astice alfa o naboji
2e na atomovém jadie o nadboji Ze, dostaneme

2
1 Ze? dQ)
do = = [ 2& . .
77 ( E ) sin? X (3.63)

Jak vidime, rozptyl velmi silné zavisi na tthlu x. Kdybychom se pokusili najit celkovy,
integralni priafez rozptylu, dostali bychom nekoneénou hodnotu. To souvisi s dalekym
ptsobenim sil nepfimo tmérnych prevracenému ctverci vzdalenosti, i pii velmi velkych
hodnotach parametru se c¢astice nepatrné odchyluje. Pak je ovSem tfeba vzit v tvahu
stinici G¢inek ostatnich c¢éstic.

3.3.3 Nepruzné srazky

Pii nepruznych srazkach se ¢ast mechanické (kinetické) energie ¢astic (téles) méni ne-
vratné na jiné formy energie - vnitini tepelnou energii, energii plastické deformace apod.
Dobfe zname takové nepruzné srazky automobilt. Pii srazkach atomt se mtze ¢ast kine-
tické energie pfemeénit na excita¢ni energii atomu, ten muze prejit do vybuzeného stavu a
po ¢ase tuto energii vyzafit v podobé kvanta elektromagnetického zafeni. 14 Omezime se

1K tomu je ovem tieba podle kvantové fyziky uréité rezonanéni podminky - energie se miize pohlcovat
jen v energetickych kvantech odpovidajicich vzdalenosti energetickych hladin atomu. Pruzné a nepruzné
srazky atomu lze dobfe studovat pfi tzv. Franckové - Hertzoveé pokusu.
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obr. 3.24

vSak na pfimy raz dvou kouli, ktery muze byt bud dokonale pruzny, ¢dstecné pruzny nebo
dokonale nepruzny.

Narazi-li na sebe dvé koule dokonale pruznym pfimym razem, budou se deformovat,
na jejich styku vznikne postupné se zvétsujici rovinna ploska az do maximalniho ptiblizeni
stfed obou kouli. Kinetickd energie se pritom meéni v energii elastickou, energii konzer-
vativnich pruznych sil. Pak se zac¢nou stfedy kouli opét vzdalovat, elastickd energie se
zane zpétné ménit v kinetickou energii a koule od sebe opét odskoéi. 19 Pfi takové srazce
nezalezi na poloméru obou kouli; v limité mizeme pfedpokléddat, Ze rovina je koule o ne-
kone¢ném polomeéru a studovat pruzné srazky podle dopadu a odrazu malé kulicky na
rovinnou plochu.

Na obr. 3.24 a je zndzornén Casovy prubéh sily ptisobici na takovou kulicku pfi do-
konale pruzném razu. Vidime, Ze sila mifici proti sméru dopadu kulicky nejdfive rychle
vzrista a pfi odpruzovani opét klesa, pri cemz tato ¢asova zavislost je symetrické. Plocha
vycarkované oblasti I je rovna hybnosti ¢astice - pfi pruzném dopadu na rovinu (ocelové
kuli¢ky na sklenénou desku) se hybnost ¢astice zméni na opac¢nou.

Ve skutecnosti raz neni nikdy dokonale pruzny a pfi odrazu kulicka jiz neziska svou
ptivodni hybnost (obr. 3.24 b). Pfi dokonale nepruzném razu (ocelova kulicka na olovény
plech, raz dvou kouli z plasteliny) se obé télesa po razu spoji a pohybuji se dale jako jedno
téleso, pripadné je-li jedno z nich nehybna deska, nedojde k odrazu (obr. 3.24 c).

Stupenn pruznosti pii srdzce udavame tzv. koeficientem restituce k. Je dan podilem
relativnich rychlosti ¢astic po srézce a pred srazkou:

Vi — v

k= (3.64)

vy — vy

15Matematicky vypocet pritbéhu tohoto procesu je zndm jako tzv. Hertzova kontaktni tloha, kterd se
fedi v teorii pruznosti. Uloha je nazvana podle Heinricha Hertze, na rozdil od Gustava Hertze, ktery je
spoluautortem Franckova - Hertzova pokusu.

157



Dopadé-li téleso z vysky h na nehybnou podlozku a po odrazu vystoupi do vysky A/,
muzeme koeficient restituce urcit jako

] h
k=21 =4/— 3.65
- . (3.65)
(rychlosti v1 a v] maji opa¢nd znaménka). Koeficient restituce muzeme také stanovit z
impulst sily pfi pfimém (/1) a zpétném (I3) pohybu télesa (poméru ploch II a I na
obr. 3.24). Po dobu kontaktu maji télesa spole¢nou rychlost v, takze

L = mi(v—v1), Is = mq(vi—v), —I1 = ma(v—1v23), —Io = ma(vh5—v)

a vylouc¢ime-li odtud mi, mo a v, dostaneme

I
k= —=. 3.66
= (3.66)

Hodnotu koeficientu restituce uréujeme ovsem experimentélné (sklo na sklo k = 0,94,
ocel na ocel k = 0,93, slonovina na ocel k = 0,86, pryz na mramor k = 0,82 apod.). Pro
dokonale pruzny raz je £ = 1, pro dokonale nepruzny k£ = 0. Musime mit téz na paméti,

ze koeficient restituce neni konstantni a Ze pfi malych rychlostech narazu se blizi jedné.

Piiklady

3.1 Je dana soustava t¥1 hmotnjch bodd o hmotnostech m; =1 kg, mo = 2 kg a
ms = 3 kg a jejich polohové vektory jako funkce ¢asu:
o= (2t, 4t, 5), o= (t>+2,1,0), 7m=(1, t2+2,0).
Udaje jsou v metrech a sekundach. Uréete vyslednici vnéjsich sil a v¥sledny moment
vnéjsich sil vzhledem k pocatku souradnic.

— -

[F=(4,6, 00N, L=(0,0,2) N

3.2 Dvé lodky pluji proti sobé rovnobéznym smérem. Kdyz se setkaji, vyméni si pytle
s pasovanym zbozim o stejnych hmotnostech m = 50 kg. Nasledkem toho se prvni lodka
zastavi a druhd se pohybuje dél rychlosti v = 8,5 m.s~! v piivodnim sméru. Jaké jsou
rychlosti lodék v; , vy pfed vymeénou pytll, jsou li hmotnosti lodék m; =500 kg,
mg =1 000 kg?

1Tms™t, —9ms!

3.3 Tti lodky stejné hmotnosti M jedou za sebou stejnou rychlosti v. Ze stfedni lodky
byla rychlosti v vzhledem k této lodce vyhozena ve stejnou dobu dvé zavazi téZze hmotnosti
m do predni a zadni lodky. Jaké jsou rychlosti lodék v; , vy, wv3 po prehozeni zavazi?
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obr. 3.25 obr. 3.26

Muvy+m(vEtu
[U173 = 7M+(TTL ) s V2 = U]

3.4 Granat, ktery byl v klidu, se pfi explozi rozdélil na dvé ¢asti o hmotnostech m a
4m. Cést o hmotnosti m odletéla s kinetickou energii 100 J. Uréete celkovou uvolnénou
kinetickou energii.

[125 J]

3.5 Stfela hmotnosti m =10 g byla vystfelena do dfevéného bloku hmotnosti
M =2 kg leziciho na dfevéné podlozce a uvizla v ném (obr. 3.25). Pfitom jej posunula o
25 cm. Soucinitel smykového tieni bloku o podlozku je f = 0,2. Urcete praci sily tfeni,
rychlost stfely pred narazem a dobu pohybu bloku.

0,985 J, 199 m.s~1, 0,505 |

3.6 Balistické kyvadlo. Na obr. 3.26 je balistické kyvadlo tvofené bednickou s piskem
hmotnosti M na zavésu délky [, které se pouziva k urcovani rychlosti stiely. Urcete rychlost
stiely hmotnosti m, kterd pfi narazu do balistického kyvadla jej vychyli o thel «, jestlize
a) stfela po narazu v bedniéce uvizne
b) stfela po narazu odsko¢i zpét rychlosti vy
c) stfela po nérazu ztrati rychlost a spadne doli.

[v=2tm, /Dgl(T—cosa), v="2 —v, v=24

3.7 Stanovte zrychleni a rychlost voziku, ptsobi-li na néj stala vodorovna sila velikosti
F', a je-li na voziku pisek, ktery vypadavéa otvorem v podlaze. Za jednotku ¢asu se vysype
u pisku. V c¢ase t = 0 byla rychlost voziku rovna nule, hmotnost voziku s piskem M.

— _ F M
la=37n, v=,1n M—ut]
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3.8 Dvé koule o hmotnostech m; =0,5 kg a mo =1 kg pohybujici se proti sobé rych-
lostmi v; = 5m.s™! a vy = 8 m.s~! se nepruzné srazi. Uréete, jak velkd mechanické energie
se pritom pfeméni na energii jiného druhu (tepelnou, akustickou atd).

(1,5 J]

3.9 Dvé koule o hmotnostech m; a mgy se pohybuji proti sobé a srazi se. Srazka je
dokonale nepruzna. Pfed srazkou byly kinetické energie kouli v poméru 71 /7> = 20. Za
jaké podminky se budou koule po srazce pohybovat ve sméru pivodniho pohybu druhé
koule?

[ma/my > 20]

3.10 Dvé koule o hmotnostech m; = 5 kg a mo = 3 kg se pohybuji proti sobé po téze
pfimce rychlostmi v; = 12 cm.s™!, wy = 4 cm.s™! a pfimo na sebe narazi. Uréete jejich
rychlosti po srézce, je-li rdz a) dokonale pruzny, b) dokonale nepruzny.

[a) 6 cm.s™!, 14 cm.s™! [ b) 9 cm.sT!]

3.11 Dvé ocelové kulicky jsou zavéSeny na nitich tak, ze kdyz se dotykaji, jsou jejich
stiedy ve vzdalenosti | =1 m od bodt zavésu a nité jsou svislé. Hmotnosti kuli¢ek jsou
m1 = 800 g a me = 200 g.

a) Leh¢i kulicku vychylime o tihel 90° a pustime. Raz kuli¢ek je dokonale pruzny. Urcete
vysky hy , he, do kterych vystoupi kulicky.

4m3l —mi1)?l
[hi = Gtss =16 cm , by = {2200 — 36 cm)]

b) Co se stane, vychylime-li t&zsi kulicku o 90° a pustime?
[Tézsi kulicka vystoupi do vysky 36 cm, mensi opiSe celou kruznici.
c) Pfi jakém poméru hmotnosti kuli¢ek budou vysky vystupu obou kuli¢ek po razu stejné?

[3:1]

3.12 Dvé castice o hmotnostech m; a mso se nachazeji na ose x, prvni v poc¢atku, druha
ve vzdalenosti [ od pocatku. V okamziku ¢ = 0 se zacnou k sobé pfiblizovat plisobenim
vzajemné konstantni pritazlivé sily F'. Kdy a kde se srazi a jakou rychlosti?

_ 2mimal Vvev e _ 2(m1+m2)Fl
[t = V O F oV WSt v = /== ]

3.13 Jak se zméni situace v predchozim ptikladé, budou-li se ¢astice pritahovat gravi-
tacnimi silami?

v

2k(mi+ma)(l—r1 77“2)]

pujde-li o koule s poloméry rq, 7y, srazi se rychlosti v = \/ s
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