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Kvantová fyzika

12. cvičeńı

Cvičeńı 37:
Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Necht’ T je uzav́ıratelný lineárńı operátor na Hilbertově prostoru H. Jestliže projektor E
redukuje operátor T , redukuje také jeho uzávěr T .

2. Necht’ projektor E redukuje v podstatě samosdružený operátor A. Poté je operátor A|EH
rovněž v podstatě samosdružený.

3. Necht’ projektor E redukuje unitárńı operátor U . Poté je operátor U |EH rovněž unitárńı.

Cvičeńı 38:
Necht’ P2 je fermionovská matice hustoty na A2H2 a γ = trH1P2 jej́ı redukovaný stav. Dokažte
následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Necht’ θk je orthonormálńı báze H, poté 〈θ, γθ〉 =
∑

k〈θ ⊗ θk, P2θ ⊗ θk〉 ,
2. nerovnost 〈θ, γθ〉 ≤ 1

2 ,
3. zobecněte předchoźı výsledek pro PN na ANHN a γ = trHN−1P2, tzn. 〈θ, γθ〉 ≤ 1

N ,
4. ukažte, že předchoźı výsledek je možné využ́ıt k d̊ukazu 0 ≤ γ1ψ ≤ I, kde γ1ψ je redukovaná

matice hustoty pro čistý N -částicový stav ψ.

Cvičeńı 39:
Necht’ fj , gk ∈ L2(Rd) a

(f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN )(x1, x2, . . . , xN ) := AN (f1 ⊗ . . .⊗ fN ) =
1√
N !

∑
π∈SN

(−1)sgnπ
N∏
j=1

fj(xπ(j)) .

Dokažte, že
1. (f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN ) = 1√

N !

∑
π∈SN

(−1)sgnπ
∏N
j=1 fπ(j)(xj) .

2. předpokládejte, že fj , j = 1, . . . , N jsou orthonormálńı, poté

‖f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN‖HN = 1 ,

3. 〈f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN , g1 ∧ g2 ∧ . . . ∧ gN 〉 = det[〈fj , gk〉] ,
4. předpokládejte, že A je N ×N matice a hi :=

∑N
j=1Aijfj , poté

h1 ∧ h2 ∧ . . . ∧ hN = detA(f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN ) .

Speciálně, pokud je A unitárńı matice, poté je ∧-součin A-invariantńı až na fázový faktor.

Cvičeńı 40:
Necht’ fj ∈ H. Dokažte, že následuj́ıćı jsou ekvivalentńı

1. f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fN = 0,
2. fj , j = 1, . . . , N jsou lineárně závislé.
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