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Kvantová fyzika

9. cvičeńı

V dnešńım cvičeńı v několika kroćıch nalezneme explicitńı tvar resolventy pro Laplacian a
některé jej́ı vlastnosti. Budeme potřebovat jádro rovnice vedeńı tepla

et∆(x, y) = (4πt)−
d
2 e−

|x−y|2
4t

pro d ≥ 1, t > 0.

Cvičeńı 28:
Necht’ E > 0 a d ≥ 1. Ukažte, že integrálńı jádro resolventy pro Laplacian na L2(Rd) je

(−∆ + E)−1(x, y) = (4π)−
d
2 |x− y|2−d

∫ ∞
0

exp
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4s

)
s−

d
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Nápověda: Použijte tepelné jádro a následuj́ıćı výraz z funkcionálńıho počtu

(−∆ + E)−1 =

∫ ∞
0

e−tEet∆dt .

Cvičeńı 29:
Necht’ E > 0 a d ≥ 3. Ukažte, že pro integrálńı jádro resolventy pro Laplacian na L2(Rd) plat́ı

0 ≤ (−∆ + E)−1(x, y) ≤ cd|x− y|2−de−(1−ε)
√
E|x−y|

kde ε > 0. Nápověda: Může se hodit fakt, že ∀a > 0 je a+ a−1 ≥ 2.

Cvičeńı 30:
Necht’ E > 0 a V ∈ L2(R3). Ukažte, že operátor V (−∆ + E)−1 je omezený na L2(R3) a

‖V (−∆ + E)−1‖ → 0

pro E →∞.
Nápověda: Odhadněte výraz ‖V (−∆ +E)−1ϕ‖ pro ϕ ∈ L2(R3). Využijte faktu, že (−∆ +E)−1

je konvolučńı operátor a Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro konvoluci.
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