1 Cvicéeni

1.

. Kolik existuje zobrazeni mnoziny G
)?

Bud G = {1,2,3,4,5,6} a bud a - b definovné jako pocet prvocisel,
které déli ¢islo 10a+b. Ukazte, ze G je grupoid a napiste moltiplikativni
tabulku.

= {a,b,c,d}, kterd maji aspon
(175)

jeden neménny bod (napi. ¢(a) = a

Necht A a B jsou koneéné neprazdné mnoziny, M mnoZina vSech zob-
razeni A na B. Ukazte, Zze mohutnost M je vétsi nez mohutnost A.

Bindrni relace obecné - mnoziny A a B, AxB je mnozina dvojic (a, ).
Binarni relace ¢ je jakékoli podmnozina o C A x B.

Ukol: Megjme mnozinu M a je dan systém jejich disjunktnich podmnozin.
Necht g jsou takové podmnoziny (z,y) € (M x M), kdy x,y jsou ve
stejné podmnoziné. Ukazte, ze je to ekvivalence.

Dokazte, ze grupy Dg a Ss jsou izomorfni. Jaky je vztah mezi Dg a
Sya?

Dokazte, ze fad |GLa(Z2)| = 6 a ze je nekomutativni. Dokazte, ze pro
p prvocislo plati:

|GLy(Zy)| = p* —p* —p* +p

a Lp.
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11.

2 Cviceni

Dokazte:
e je-li ¢ : G — H izomorfismus, potom |¢(z)| = |z|.
e je-li ¢ : G — H homomorfismus, potom Im(¢) < H, a je-li injek-
tivni pak G ~ ¢(G)
e 7e zobrazeni 7 : R? — R, 7(x,y) = z je homomorfismus a
najdéte jeho jadro.
Dokazte, ze pro kone¢nou grupu plati pro Vg € G je Gg = G.

Najdéte normalizétor a centralizator mnoziny A = {Id, (12)} v grupé
S3. (Id je identickd permutace, (12) transpozice prvku 1 a 2)

Necht pro podmnoziny A, B grupy G plati A C B. Dokaite, ze (A) <
(B). Ukazte ptiklad kdy A # B a (A) = (B).

Méjme mnozinu M a na ni relaci ekvivalence p : * ~ y. Podmnozinu
K nazveme p tiidou pokud pro Vu,v € K plati u ~ v. Dokazte, ze dvé
p tiidy jsou disjunktni (pfipadné totozné).
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3 Cviceni

Popiste jadra a vldkna homorofismu:
e T:R?2 =R, ¢(z,y) =2 +v.
e 7:R? %R, 7w(x,y) =
o :R* - R* ¢(z)=|z|
o $:C* — C*, ¢(a+ib) = a® + b

Necht G grupa, n € N a z1, 9, ..., 2, jsou viechny prvky iddu n v
grupé. Dokazte, ze N =< x1,x2,...,x, > je normalni podgrupa.
V grupé Dg plati < s > < < 5,72 > <Dg. Ukazte, ze < s >< Dg nenf

normalni.

Necht N <G. Ozna¢me G = G/N a® = zN. Dokazte, 7e G = (x,y) =
G =(z,7).

Obecnéji:

G=(S) =G=(S).

Necht G je nekomutativni grupa a Z jeji centrum. Ukazte, ze G/Z nent
cyklicka
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4 Cviceni
Ukazte, ze grupa A4 nemd podgrupu fadu 6, tj. s indexem 2. Ay je
12ti prvkova grupa symetrie pravidelného ¢tytsténu.

Meéjme grupu G a necht a,b € G. Dokazte, Ze prvek konjugovany k ab
je soucin prvku konjugovanych k a a b.

Necht H < G a fixujme g € G.
e Dokazte, ze gHg™' je podgrupa stejného Fadu.
e pokud H je jedina podgrupa radu n, ze je charakteristicka.

Ukazte, ze v grupé Ss pro podgrupy H = ((12)) a K = ((23)) neni
HK podgrupa. (i pomoci Lagrangeovy véty)

Mg¢jme grupu G. Dokazte, ze zobrazeni, které pfiradi kazdému prvku
prvek inverzni je automorfismem G pravé tehdy, pokud je G komuta-
tivni.
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5 Cviceni

Dokazte, ze SL,(F) < GL,(F)

7 Lagrangeovy véty dokazte platnost malé Fermatovy véty: Pro p
prvocislo plati a? = a(modp)

Necht |G| =n, p|n a p prvocislo. S je mnoZina
S = {(a:ﬂ, Xi2y Ti3y e vy xzp)\xzk. S G, Ti1-2i2-43. - - - Tip = 6}

e Ukazte, ze S ma |G|P~! prvki. (Uzijte rozdéleni do tifd ekviva-
lence dynych cyklickou prmutaci)

e Jednoprvkové tiidy ekvivalence jsou ve tvaru (z, z, x, ..., x), 2P =
e.

Klasifikujte grupy fadu 12. Dvé abelovské a tii komutativni Ay, D12
s polopiimy soucin grup Z4 a Zy.

Kolik prvkia fadu 7 je v prosté grupé fadu 168.
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6 Cviceni

Sestavte tabulku charakteri Dg a Q)g.
Najdéte reprezentaci komplexnich ¢isel redlnymi maticemi 2x2.

Necht T'(g) je ireducibilni reprezentace grupy redlnymi maticemi n x n.
Necht X € R" je nenulovy vektor rozméru n. Dokazte, ze Span{T'(g;)X } ¢,cc:
je R™,

Vyuzitim predchoziho piikladu dokazte Schurovo lemma: pokud ma-
tice komutuje se vSemi maticemi ireeducibilni reprezenace, je ndsobkem
jednotkové.

Nechf G =< z > je nekoneénd cyklickd grupa. Bude zobrazeni

1 0

T =(} )

uplné reducibilni reprezantace?



