
1 Cvičeńı

1. Bud’ G = {1, 2, 3, 4, 5, 6} a bud’ a · b definovné jako počet prvoč́ısel,
které děĺı č́ıslo 10a+b. Ukažte, že G je grupoid a napǐste moltiplikativńı
tabulku.

2. Kolik existuje zobrazeńı množiny G = {a, b, c, d}, která maj́ı aspoň
jeden neměnný bod (např. φ(a) = a)? (175)

3. Necht’ A a B jsou konečné neprázdné množiny, M množina všech zob-
razeńı A na B. Ukažte, že mohutnost M je větš́ı než mohutnost A.

4. Binárńı relace obecně - množiny A a B, A×B je množina dvojic (α, β).
Binárńı relace % je jakákoli podmnožina % ⊂ A×B.
Úkol: Mějme množinu M a je dán systém jejich disjunktńıch podmnožin.
Necht’ % jsou takové podmnožiny (x, y) ∈ (M ×M), kdy x,y jsou ve
stejné podmnožině. Ukažte, že je to ekvivalence.

5. Dokažte, že grupy D6 a S3 jsou izomorfńı. Jaký je vztah mezi D8 a
S4?

6. Dokažte, že řád |GL2(Z2)| = 6 a že je nekomutativńı. Dokažte, že pro
p prvoč́ıslo plat́ı:

|GL2(Zp)| = p4 − p3 − p2 + p

a Zp.
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2 Cvičeńı

7. Dokažte:

• je-li φ : G→ H izomorfismus, potom |φ(x)| = |x|.
• je-li φ : G→ H homomorfismus, potom Im(φ) ≤ H, a je-li injek-

tivńı pak G ' φ(G)

• že zobrazeńı π : R2 → R, π(x, y) = x je homomorfismus a
najděte jeho jádro.

8. Dokažte, že pro konečnou grupu plat́ı pro ∀g ∈ G je Gg ≡ G.

9. Najděte normalizátor a centralizátor množiny A ≡ {Id, (12)} v grupě
S3. (Id je identická permutace, (12) transpozice prvk̊u 1 a 2)

10. Necht’ pro podmnožiny A,B grupy G plat́ı A ⊆ B. Dokažte, že 〈A〉 ≤
〈B〉. Ukažte př́ıklad kdy A 6= B a 〈A〉 = 〈B〉.

11. Mějme množinu M a na ńı relaci ekvivalence ρ : x ∼ y. Podmnožinu
K nazveme ρ tř́ıdou pokud pro ∀u, v ∈ K plat́ı u ∼ v. Dokažte, že dvě
ρ tř́ıdy jsou disjunktńı (př́ıpadně totožné).
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3 Cvičeńı

12. Popǐste jádra a vlákna homorofismů:

• π : R2 → R, φ(x, y) = x+ y.

• π : R2 → R, π(x, y) = x.

• φ : R∗ → R∗, φ(x) = |x|.
• φ : C∗ → C∗, φ(a+ ib) = a2 + b2

13. Necht’ G grupa, n ∈ N a x1, x2, . . . , xr jsou všechny prvky řádu n v
grupě. Dokažte, že N =< x1, x2, . . . , xr > je normálńı podgrupa.

14. V grupě D8 plat́ı < s > E < s, r2 > ED8. Ukažte, že < s >≤ D8 neńı
normálńı.

15. Necht’ NEG. Označme G = G/N a x = xN. Dokažte, že G = 〈x, y〉 ⇒
G = 〈x, y〉.
Obecněji:

G = 〈S〉 ⇒ G = 〈S〉.

16. Necht’ G je nekomutativńı grupa a Z jej́ı centrum. Ukažte, že G/Z neńı
cyklická
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4 Cvičeńı

17. Ukažte, že grupa A4 nemá podgrupu řádu 6, tj. s indexem 2. A4 je
12ti prvková grupa symetrie pravidelného čtyřstěnu.

18. Mějme grupu G a necht’ a, b ∈ G. Dokažte, že prvek konjugovaný k ab
je součin prvk̊u konjugovaných k a a b.

19. Necht’ H ≤ G a fixujme g ∈ G.

• Dokažte, že gHg−1 je podgrupa stejného řádu.

• pokud H je jediná podgrupa řádu n, že je charakteristická.

20. Ukažte, že v grupě S3 pro podgrupy H = 〈(12)〉 a K = 〈(23)〉 neńı
HK podgrupa. (i pomoćı Lagrangeovy věty)

21. Mějme grupu G. Dokažte, že zobrazeńı, které přǐrad́ı každému prvku
prvek inverzńı je automorfismem G právě tehdy, pokud je G komuta-
tivńı.
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5 Cvičeńı

22. Dokažte, že SLn(F) EGLn(F)

23. Z Lagrangeovy věty dokažte platnost malé Fermatovy věty: Pro p
prvoč́ıslo plat́ı ap = a(modp)

24. Necht’ |G| = n, p | n a p prvoč́ıslo. S je množina

S = {(xi1, xi2, xi3, . . . , xip)|xik ∈ G, xi1.xi2.xi3. . . . xip = e}

• Ukažte, že S má |G|p−1 prvk̊u. (Užijte rozděleńı do tř́ıd ekviva-
lence dyných cyklickou prmutaćı)

• Jednoprvková tř́ıdy ekvivalence jsou ve tvaru (x, x, x, . . . , x), xp =
e.

25. Klasifikujte grupy řádu 12. Dvě abelovské a tři komutativńı A4, D12
s polopř́ımý součin grup Z4 a Z4.

26. Kolik prvk̊u řádu 7 je v prosté grupě řádu 168.
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6 Cvičeńı

27. Sestavte tabulku charakter̊u D8 a Q8.

28. Najděte reprezentaci komplexńıch č́ısel reálnými maticemi 2x2.

29. Necht’ T (g) je ireducibilńı reprezentace grupy reálnými maticemi n×n.
Necht’X ∈ Rn je nenulový vektor rozměru n.Dokažte, že Span{T (gi)X}gi∈G
je Rn.

30. Využit́ım předchoźıho př́ıkladu dokažte Schurovo lemma: pokud ma-
tice komutuje se všemi maticemi ireeducibilńı reprezenace, je násobkem
jednotkové.

31. Necht’ G =< x > je nekonečná cyklická grupa. Bude zobrazeńı

T (xn) = (
1 0
n 1 )

úplně reducibilńı reprezantace?
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