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Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu pq

Necht p, g jsou prvocisla p < q |G| = pq a necht P € Syl,(G) a
Q € Syly(G), potom

Q RILG
@ Pokud také P < G, pak G je cyklicka

Ad 1) ng=1+kq, nglp = ng=1= Q<G

Ad 2) Jelikoz np|q prvocislo, potom n, = 1, nebo q. Pokud n, = 1 pak
PG, G=PQx~PxQ~7ZpxZLqg Lpg-



Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu 30

Example

Predpokladejme |G| = 30. Ukazeme, ze ma normalni podgrupu izomorfni
grupé Zis.

Kazda podgrupa fadu 15 je normalni a podle predchoziho prikladu je
abelovska, staci dokazat, ze vzdy existuje takova podgrupa.

Necht P € Syls(G) a Q € Syl(G). Je-li jedna z nich normalni, pak PQ je
podgrupa fadu 15. Pokud neni ani jedna z nich normalni, pak ns = 6 a
n3 = 10.

Prtinik riznych Sylowovych podgrup fadu 5 i fadu 3 (jsou cyklické) je
jednotkovy element (Lagrangeova véta).

Z toho plyne ze mame v tomto pfipadé bychom potrebovali

(6.4) + (10.2) = 44 riiznych prvki v grupé. Nesmysl = n, V ny =1, ale
protoze PQ < G musi byt obé jsou normalni, tj n, = ny = 1.




Pouziti Sylowovy véty:Grupa fadu p?q

Grupa fadu p?q ma normalni Sylowovu podgrupu. Necht P € Syl,(G) a
Q € Syle(G).
Q@p>q, n=1+kp, nylg =n,=1aPJIG.
@ p<gq, ng=1+Iq. Pokud ng =1 je @ < G. Pokud ngq > 1, ng|p?, tj.
ng = p? nebo n, = p. Ale g > p, = q = p?, tedy

Ip=p*—1=(p—1)(p+1).

Jelikoz g > p tak g = p+ 1 a to je mozné pro p =2, g = 3, tj. grupa
radu 12, u ostatnich je ng =1a Q < G.

Grupa fadu 12 =223 ma n3 = 1 nebo n3 = 4. Je-li n3 = 4 je to

4 x 2 = 8 prvkid fadu 3. V tom pripadé Syh podgrupa fadu 4 obsahuje
viechny zbylé prvky a je pravé jedna.

v




Pouziti Sylowovy véty: Grupa rfadu 12

Necht|G| = 12. Ukazeme, ze bud ma normalni Sylowovu 3-podgrupu nebo
je izomorfni grupé As.
Pro n3 = 1 je podgrupa normélni. Necht n3 = 4. Pranik Syl podgrup je e a
obsahuji 2.4 = 8 riiznych prvki fadu 3, |G : Ng(P)| = n3 = 4. A protozr P
normalizuje sama sebe Ng(P) = P.
Vezméme akci grupy G na podmnoziné Syls(G), té odpovida permutacni
reprezentace

©: G — Sa,
jadro akce neprehazuje P;, tudiz musi byt podgrupou normalizatori vsech
P; a to je jenom e.Takze ¢ je injektivni.

G ~ ¢(G) < S4.
Podgrupa fadu 12 v Sy, ktera obsahuje 8 prvkid fadu 3 je Ay,

QD(G) = A4, G~ A4.




Pouziti Sylowovy véty: Grupa fadu 60

Méjme grupu |G| = 60. Ma-li vice jak jednu Sylowovu 5-podgrupu, potom
G je prosta.

Diikaz sporem.

Necht ns > 1 a existuje netrividlni H < G. Pak n, =6 a |[Ng(P)| = 10
ProtoZe index normalizatoru je pocet konjugovanych.

Pokud 5 | |H| pak H musi obsahovat vsech 6 Syls podgrup

|H| > 1+ 6.4 =25 a |H| | 60, takze |H| = 30, ale grupa radu 30 ma pouze
Jednu normalni Syls podgrupu a to je spor, tzn. 51 |H]|.

Pokud 5 1 |H|.

Necht |H| = 6 nebo 12, pak H ma charakteristickou (normalni) pravé jednu
Syl podgrupu, ktera je normalni i v G. Vezméme jednu z char podgrup H,
K <QH, |K|=2,3,4 a faktor grupu G = G/K, |G| =30,20,15. G ma
normélni podgrupu L <1 G radu 5 dle predchoziho.L/K < G/K, 4.VOI
LG ab5||L|. Spor L<H. O

v

Zavér: As je prosta. (12345) a (13425) jsou generatory riiznych Syl
podgrup.



Polopfimy soucin

Polopfimy soucin je dalsi zpiisob, jak nebo studovat strukturu grupy nebo
jak z mensich grup vyrobit grupu vétsi jejich slozenim. Ve vysledku
dostaneme z grup H a K grupu G, ve které bude platit H< G, ale K < G
nemusi byt normalni.

Jako motivaci si vezméme piimy soucin. Pfedpokladejme, ze uz mame G a
plati HN K = e. Dale HK < G a existuje bijekce mezi prvky HK a
dvojicemi (h, k), kde h € H a k € K. Chceme-li soucin dvou prvkii z HK
opét napsat ve tvaru hk, postupujeme takto:

(hlkl)(thz) = hlklhz(kflkl)kz = hl(klhzkfl)klkg = h1hzks = hgks,

kde jsme vyuzili toho, ze H je normalni podgrupa. Dilezité je, ze vyraz
(klhgkfl) vyjadruje zobrazeni prvku h, automorfismem podgrupy H.
Cilem polopfimého soucinu je zavést grupu s obdobnym nasobenim bez
,zastresujici’ grupy, kterd nam umoziuje nasobit mezi sebou prvky z K a
H



Theorem

Budte H a K grupy a ¢ : K — Aut H je homomorfismus (kazdému prvku
k € K priradi néjakou permutaci H). Déle bud - akce grupy K na H dana
vztahem p(k)h = k - h. Bud' G mnozina dvojic (h, k), he Hak € K a
definuje nasobeni téchto dvojic jako:

(h1, k1)(h2, ko) = (hiky - ha, ki ko).

@ G s takto definovanou operaci je grupa radu |G| = |K||H]|.

@ Mnoziny {(h,1)|h € H} a {(1, k)|k € K} jsou podgrupy G isomorfni
grupam H a K. (Dale mezi nimi nerozlisujeme.)

Q@ HJUG.
Q@ HNK =e.
(5 (VheH,keK)(khk—lzk-h).




Diikaz.
1. Asociativita plati, protoze pro libovolné (a, x), (b,y), (c,z) € G plati

((a,x)(b, ¥))(c,2) = (ax - b, xy)(c, z) = (ax - b(xy) - ¢, xyz)
=(ax-bx-(y-c),xyz) = (ax-(by-c),xyz)
= (a,x)(by - c,y2) = (a,x)((b,y)(c,2)).

Platnost 3. rovnosti mezi odpovida axiomu homomorfismu
o(b)e(y - c) = p(b(y - c)). Dale je z definice vidét, ze (1,1) je
jednotkovy prvek, (h, k)=t = (k=1 - h=1 k=) je inverzni prvek pro
libovolné (h, k) € G a |G| = |H||K]|.

2. Necht A = {(h,1)|h € H} a K = {(1, k)|k € K}. Mame
(a,1)(b,1) =(al- b,1) = (ab, 1), Va,b e H.
Analogicky,
(Lx)1Ly)=1xy), Vx,y€eK,

takze H, K < G isomorfni H, K.




4. Jejasné, ze HN K = e.
5. Dale plati

(1, K)(h, 1)(1, k)71 = (1, k)(h, 1))(L, k)
= (k- h, k)(1, k1)
= (k- hk -1, kk™1)
= (k- h,1),

tedy prirazenim h <> (h,1) a k <> (1, k) z bodu (2.) dostavame
khk=! =k - h.
3. Nakonec, protoze K < Ng(H), plati G = HK a zaroven H < Ng(H),
dostavame Ng(H) = G, tedy H < G.
L]

V.




Definice polopfimého soucinu

Grupu G z predchozi véty nazyvame poloprimy soucin grup H a
K vzhledem k homohorfismu ¢ a znacime H x, K.

Theorem

Necht H, K < G tak, Ze
QO HIG
Q@ HNnK=¢e
© ¢ : K — Aut(H) je homomorfismus levou konjugaci v H, o > kLI k=1

Potom HK ~ H x, K
Specialné : je-li G = HK a jsou-li splnény podminky 1) a 2) potom
G=Hx,K

Dikaz.

H < G = HK < G, kazdé x € HK mize byt zapsano pravé jednim
zpiisobem x = hk; tj. existuje bijekce

(hk) — (h, k), HK — H x, K

e




Pouziti ke klasifikaci grup fadu n

o
2]
o

o

najit G=HK, HNK=1a HIK

pro riizné pary H a K najit vsechny izomorfismy

pro kazdy par H, K najit homomorfismus ¢ : K — Aut(H)
(homomorfismi maze byt vice)

pro kazdou trojici K, K, ¢ vytvorit H x, K a vybrat neizomorfni.

Dihedralni grupa D, ~ Zp %, Z».

ps(r)=ssTt =171 pa(r)=pe(r)=r

Grupa fadu pg, p< g

Méli jsme P € Syl,(G) a Q € Sylg(G), potom Q <G a P a Q jsou
cyklické. Aut (Q) je cyklicka fadu g — 1, tj. vSechny automorfismy jsou
q g% k=1,2,...,q— 1. (pro k = 0 neni automorfismus) Pokud
p1q—1, potom ¢ je pouze identita a neexituje polopfimy soucin
(obraz homomorfismu do grupy Aut(Q) je podgrupa), G je abelovska.
Necht p| g — 1, a P = (y) potom Aut(Q) obsahuje podgrupu fadu p
generovanou () a mame mnozinu p homomorfismi ¢ (y) = 7,
k=0,1,...p— 1, pficemz @o(y) je trivialni a ostatni jsou izomorfni.

v




Reprezentace grup:Zakladni definice

Budte G grupa a V' vektorovy prostor nad télesem T. Potom li-
nearni reprezentaci grupy G na prostoru V' nazyvame kazdy ho-
momorfismus T : G — GL(V), ktery kazdému prvku g € G prira-
zuje linearni zobrazeni T (g) takové, ze (Vg,h € G)(T(g)T(h) =
T(gh)).
@ Prostor V' nazyvame reprezentativni prostor a jeho
dimenzi rozmér reprezentace.
@ Je-li navic T injektivni, nazyvdme takovou reprezentaci
vernou.
o Je-lidim V < oo (existuje tedy konecna baze V'), mluvime o
maticové reprezentaci.



Unitarni reprezentace

e T je vzdy vérnou reprezentaci faktor grupy G/Ker T.
e Prosta grupa ma jen vérné reprezentace (kromé trivialni).

Je-li H Hilbertiiv prostor a T homomorfismus grupy G do mnozZiny
unitarnich operatorti na H, nazyvame T unitarni reprezentaci G
naH.

Dvé reprezentace T : G — V a T' : G — V' nazyvéme ekvi-
valentni, pokud existuje linearni isometrie A : V — V' takova,
ZeVg € G plati T'(g) = AT(g)A™! a je-li navic A unitérni, Fi-
kame, Ze reprezentace jsou unitarné ekvivalentni. (izometrie :
[Agll = [l¢ll, Vo € V)

Pro maticové reprezentace jde o zménu baze.




Lemma (Hilbert)

Kazda maticova reprezentace grupy je ekvivalentni unitarni reprezentaci.

|

Diikaz

Konstrukei: Bud A; matice reprezentujici prvek g; € G. Sestrojime nejprve

hermitovskou matici H = 7, A,-A}L. Hermitovské matice mtizeme
diagonalizovat pomoci unitarni matice U. Necht tato diagonalizované
matice je:

D=UTHU =Y UTAAIU=> UAUUAIU =) AAT,

kde jsme oznacili A; = U~1A;U. Rozpisem posledni sumy
ZA Al = ZZ (AN (A = ZZ (A7) |2

zjistujeme, ze diagonalni cleny D jsou kladné, protoze jednou z matic A’ je
identita (Clen j = k). O




Dikaz

0

o

<

[

=

=

<

<

Proto miizeme vytvofit matice D2 a D~2. Potom z definice zfejmé plati:

I=D"2Y AATD:.

e 5 g . 5 Al _1 1 .
Nyni jiz definujeme matice finalni reprezentace AY = D~2AlDz, o kterych
ukazeme, ze jsou unitarni:

AIAT = D2 ADZID2ATD 2 =
— D A’DzD"ZA’ ’TD*zDzA’TD"

i

— D2 ZA’A’ (AJADT -

=Dz ZA’k AlD2 =1,
k

Tim je ditkaz dokoncen. Ol




Reducibilni a ireducibilni reprezantace

Vi C V se nazyva invariantni podprostor pfislusny operatoru A,
kdyz (Vo € V1)(Ap € V4), tedy A(Vi) C V4. Pokud se ne-
jedna o trividlni invariantni podprostor, nazyva se takovy podpro-
stor vlastni.

Rikame, ze T je ireducibilni reprezentace grupy G na prostoru V,
pokud neexistuje vlastni invariantni podprostor V' prislusny vsem
operatorim T(g) pro vsechnag € G. Tedy (Vg € G)(T(g)(Vh) C
Vi) = (Vi =0V Vi = V). V opaéném pripadé se reprezentace
nazyva reducibilni.

Reprezentace je ireducibilni, pokud neexistuje takova podobnostni
transformace, ktera by prevedla soucasné vsechny T(g) na blokové
diagonalini tvar.

Reducibilni reprezentace, kterou je mozné napsat jako direktni sou-
Cet ireducibilnich reprezentaci se nazyva aplné reducibilni.



Bud' T unitérni reprezentace grupy G na Hilbertové prostoru H. Potom:

© Ortogonalni doplnék k Hi (oznaéme Hy) je invariantni podprostor <
H1 je invariantni podprostor.

@ H1 C H je invariantni podprostor < projektor E1 na Hi spliuje
podminku: (T(g)E1 = E1 T(g))(Vg € G).

© Necht i1 € Hy a yn € Ho, pak z predpokladu mame
T(g)ly1) € H1 = Hy a plati
(2| T(g)¢1) = 0 = (TT(g)aly). (1)

Q@ Miizeme psat H = Hi1 @ Ho, tedy V|1p) € H plati [¢) = |¢1) + [12),
kde 1) € H1 a [¢2) € Ho.

=) Predpoklidame, ze H1, a z predchoziho bodu téz H,, jsou invariantni.

ExT(g)lv) = E1T(g)[Y1) + ExT(g)lv2) = E1T(g)Ealvh) = T(g)El(\12/1)>-

<) Z rovnosti Ey T(g)|v) = T(g)Ex|w) plyne Ze T(g)H1 C Hj.



Corollary (Maschke)

Reducibilni unitarni reprezentace je aplné reducibilni.

Kazda unitarni ireducibilni reprezentace konecné grupy ma konecnou
dimenzi n < |G|. Span{T(gi)|®1)}, i =1,...,n je invariantni diky
homomorfismu.

1 €EH, Yoo £ 0 D\
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