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p—grupa a Sylowova podgrupa

Definice: Bud'te G grupa a p prvocislo.

© Grupu radu p® pro néjaké oo > 1 se nazyva p-grupa.
Podgrupy G radu p® nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G radu p*m a pt m, pak podgrupu radu p® nazyvame
Sylowova p-podgrupa G.

© Mnozinu vsech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a
pocet téchto podgrup ny(G) (nebo jen ny, je-li grupa jasna z
kontextu).



Lemma

Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)NQ = PN Q.

Dikaz.

D) Necht H = Ng(P)N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukadzat opacnou inkluzi.

C) Z definice je H < Q, staci proto ukazat, ze H < P. Protoze

H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

| = JPUH
|PNH|

Visechny ¢leny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho radu, musi platit
|PH| = |P| = p%, tedy PH=P a H < P. O

v




Sylowowa véta

Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p®m, kde p je prvocislo a pt m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, 7e Q < gPg!, tedy Q je obsazena v
néjakékonjugované k P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G
Jsou vzajemné konjugované v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale ny, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.




Dikaz provedeme Gplnou indukci na |G|, pficemz pro |G| = 1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro viechny grupy
mensiho radu nez |G]|.

Kdyz p | |Z(G)|, pak podle Cauchyho véty existuje N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~tm a z indukéniho predpokladu existuje P < G Fadu
p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, ze P/N = P, plati
|P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G. Omezime se proto
na pripad p 1 |Z(G)|.



Pokracovani

p11Z(G)] | | ] v
Necht g1, 4, ..., & jsou reprezentanti riznych tfid neobsazenych v centru
G, pak plati rovnice tfid

Gl =1Z(G)| +_1G : Ce(gi)l. (1)
i=1

Pokud by platilo p | |G : Cs(gi)|, Vi, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protoze
p | |G|. Proto pro né&jaké i musi platit p1 |G : Cg(gi)|. Oznaéime
H = Cs(gi) pro dané i a mame
(07
m

G+ Colel =" IMI=p"k Kdeptk. 2)
a jelikoz gi ¢ Z(G),|H| < |G|. Z indukéniho predpokladu ma H Sylowovu
p-podgrupu P, ktera je taky podgrupou G. Navic |P| = p®, takze P je
Sylovova p-podgrupa G.



Dtikaz 2 a 3

Necht @ je libovolna p-podgrupa G a necht
S:{ng_IIgGG} oz {P]_,P2,...’Pr}:S. (3)

Z definice S miize G, tedy taky @, pasobit na S konjugaci. S Ize proto
zapsat jako sjednoceni orbit akce Q:

S=0UOQU---UOs (4)

kde r = |O1| +|Oz| + - - - + | Os|. Je potreba si uvédomit, ze r nezavisi na
Q, ale pocet orbit s ano (G ma z definice jenom jednu orbitu na S, ale Q
jich miize mit vic). Preusporadame prvky S tak, aby prvnich s bylo
reprezentanty Q-orbit: P; € O;,1 < i <s. Pak z véty o poctu tfid
ekvivalence plyne |O;| = |Q : No(P;)|. Z definice plati

Ng(P;i) = Ng(P;) N Q a podle predchoziho lemmatu,

Ng(Pi) N Q@ = PN Q. Celkem tedy mame

0| =1Q:PiNQ|, 1<i<s. (5)



Pokracovani

Ted mazeme ukazat, ze r =1 mod p. Diky libovolnosti Q mtizeme polozit
Q= P, takze

|01 =1, (6)
aVi>1,P; #P;, tedy PLN P; < Py, proto
|Oi| =|P1:PiNP|>1 2<j<s. (7)
Protoze P; je p-grupa, |P1 : P1 N P;| musi byt mocnina p, tedy
pllol, 2<i<s. (8)
Odtud
r= 01|+ (02| + -+ +104]) = 1(mod p) (9)

Nyni bud Q libovolna p-podgrupa G. Kdyby Q ¢ P;,Vi € F, pak
QNP < Q,Vi, tedy

|Oi|:|QZQﬂP,">1, 1<i<s. (10)
Tudiz p | |Oj|,¥ia p|r, coz jespors r=1 mod p. Proto @ < gPg1,
pro néjaké g € G.



Pokracovani

Pro diikaz ekvivalence Sylowovych p-podgrup staci za Q volit libovolnou
Sylowovu p-podgrupu. Pak @ < gPg~! a zaroveh |gPg~ 1| = |Q| = p®,
proto gPg ! = Q.

Staci si uvédomit ze S = Syl,(G) protoze kazda Sylowova p-podgrupa je
konjugovana k P, tedy n, = r =1 mod p. Nakonec diky poctu trid
ekvivalence a tomu, ze vsechny Sylowovy p-podgrupy jsou konjugované,
dostavame

n,=|G: Ng(P)|, VP € Syl,(G). (11)



Bud' P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJLG.

1) < 2): np = 1, znamen4 ze pro viechna g € G plati [gPg ™| = |P|,
tudiz gPg~ 1 = P, tj. P G. )
2)«<1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPgl=P. O




@ |G| < oo a abelovska, pak ma pravé jednu Sylowovu p—podgrupu pro
kazdé p | |G|.

° 53 ma 3 5)//2 podgrupy (((172»7 <(273)>7 <(173)>) ny = (1 + k2) a
pravé jednu Syhk ((1,2,3)) n3 = (1 + k3) — 4 nedéli 3.

@ Samam=(1+k2)=1,3,5an=(1+k3)=1,47



Primy soucin grup
Jedna se o zpiisob konstrukce vétsich grup z mensich.
Primy (direktni) soucin definujeme pro konecné a spocetné nekonecné
mnoziny grup (rozdil definice je jen formalni).
© Primym soucinem konecné mnoziny grup
(G1,%1), (Ga,%2), ...(Gp,*p) je grupa jejiz prvky je mnozina n-tic

(81,82,---,8n), (h1, ha, ..., hy) (g, hj € G;) s nasobenim
definovanym po slozkach.

(gl,gz,...,g,,)*(hl,hg,...,hn) = (g1 *q1 hl,gg *92 hg,...,gn *n h,-,).

(12)
Oznaceni:G = Gy x Gy x ... X G,

@ Primym soucinem spocetné mnoziny grup
(G1,%*1), (Ga,%2), ...(Gp,*p) je grupa jejiz prvky je socetnd mnozina

(81,82,---), (h1,ho,...) (&, hj € Gj) s nasobenim definovanym po
slozkach.

(81,82,...) % (h1, h2,...) = (g1 %1 h1, 82 %2 ha,...). (13)

Kazda podgrupa (1,1,...,g/,1,1,...) je normalni. (Lze faktorizovat)
Je zfejmé, ze vysledkem pfimého soucinu grup je opét grupa a to radu
|G| = |G1]|Gz] ... |Gn| nebo nekonecného.



Klasifikace Abelovskych grup

@ Grupa G je konecneé generovana, pokud existuje konecna
mnozina A C G takova, ze G =< A >.

©Q ProkazdércZ,r>0, budZ' =7 xZ x ... x Z direktni
soucet r kopii grupy 7, kde 7Z° = e. Grupa Z" se nazyva
volna Abelovska grupa radu r.

Theorem (zakladni véta Abelovskych grup)
Bud' G konecné generovana Abelovska grupa. Pak:
Q G=Z"xXZy X Zy, X ...x Zpy, pro néjaka cela cisla splnujici
nasledujici podminky:
@ r>0an;>2 pro vsechna j,
@ ni1fni prol <i<s-—1,
@ tento rozklad je jednoznacny.

Bude zrejmé pozdéji. Ol \

= Kazdy prvociselny délitel |G| musi délit n;.




Diisledek:
Je—li n = p1paps - .. px soucin k raznych prvocisel, potom kezda abelovska
grupa fadu n je izomorfni Z,

Example
Necht n = 180 = 22 - 3% . 5, potom mame moznosti:
Q@ n; = 180 — grupa Zig0
Q@ n =2°-3-5 np=23-grupa Zeo X Z3
Q@ mm=2-32.5 ny =2 — grupa Zog X 2o
Q@ n=2-3-5n=6-grupa Z3p X Zs
A toto jsou vsechny moznosti neizomorfnich abelovskych grup radu 180.

v

Véta se da ekvivalentné napsat nasedujicim zpasobem.



Rozklad abelovské grupy podle Sylowovych podgrup

Podgrupy abelovské grupy jsou normalni, kazda Sylowova daného fadu je
pravé jedna .

Theorem

Bud G abelovska grupa radu n = pi*p3? ... p*, kde py jsou rizna
prvocisla. Potom
o GgAl XA2 X ooo XAk, kde |A,’ :p:-l",
@ pro kazdé A; € A1, A, ..., Ay, kde |A,| = p% je
AZZpgl ><Zpﬁ2 X...XZp,at, kdeﬁlzﬁgz...ZﬂtZ].a
Pr+Bo+ ...+ B =« (t apf; zavisina i)
© a rozklad v 1) a 2) je jednoznacny az na poradi A;.

Vsimnéte si, ze piﬂt“ déli p;*.



Example
Necht n = 180 = 22 .32 .5, potom mame dle této véty moznosti:
@ p® =22, 3 ma rozklad 2 nebo 1,1 a tomu odpovidaji abelovské grupy
Z4 a ZQ X ZQ

@ p? =32, 3 ma rozklad 2 nebo 1,1 a tomu odpovidaji abelovské grupy
Zg a Z3 X Zg

@ p? =5! B ma rozklad 5 a tomu odpovida abelovska grupa Zs.

Mozné abelovské grupy potom dostaneme tak, ze z kazdého bodu vezmeme
jednu moznost.

Q Z4 X Zg X Zs ~ ZL1g0
9Z4XZ3XZ3XZ5ZZ(;0XZ3
eZQXZQXZQXZ5EZ90XZQ
QZQXZ2XZ3XZ3XZ5ZZ3QXZ6




Necht m,n € Z", pak Zpm X Lp =~ Limn < ged (m,n) =1 (tj. m a n jsou
nesoudélna).

Dakaz.

=) Necht Z;, =< x >, Z, = y a | nejmensi spolecny nasobek I.c.m.
(m, n) . Vsimneme si, Zze | = mn, pravé kdyz g.c.d (m,n) = 1. Dale
necht x?y® € Z, x Z, libovolné, pak

(Xayb)l _ X/aylb — eaeb =e,

protoze m | | a taky n | |. Pokud g.c.d (m, n) # 1, kazdy element
Zim X 7y, je Fadu nanejvys |, tedy ostfe mensiho nez mn, tedy Zi, X 7,
nemiize byt isomorfni Zipmp,.

<) Naopak, pokud g.c.d. (m,n) =1, pak |xy| = (|x|,|y|) = mn. Tudiz
Loy X Loy =< XY >.

Ol

v




Necht H, K < G. Pocet riiznych zpiisobii, jak napsat libovolny element z
HK ve tvaru hk pro néjaké h € H a k € K, je |HN K|. Specialné kdyz
H N K = e, pak pro kazdy element existuje pouze jeden zpisob.

Dikaz.

Necht x € HK ay € HN K libovolné, pak x = yy~1x = yz, kde z = y~'x
Je element H nebo K. Takze existuje alespon |H N K| moznosti, jak zvolit
y. Kdyby existovalo x € HK, které Ize zapsat vice riiznymi zpiisoby nez

H N K, pak celkovy pocet zpiisobii, jak zapsat vsechny prvky, by byl vétsi
nez

[HIIK]

HK||HN K| =
IHKIIH O K] = rree

|HN K] = |HIK],

coZ je spor s riiznosti zapisu. []

.




Necht HHK <G aHNK =e, pak HK ~ H x K.

Diikaz.

Protoze H, K < G, je HK < G. Necht h € H, k € K. Protoze H < G, plati
k—lhk € H, tedy taky h=*(k=1hk) € H. Analogicky, (h"*k—1h)k € K.
Dale diky tomu, 2e HN K = e, mame h™*k~1hk = e, tedy hk = kh, takze
prvky H komutuji s prvky K. Podle predchazejici véty Ize kazdy prvek HK
zapsat pravé jednim zpitisobem ve tvaru hk, kde h € H a k € K. Zobrazeni

¢ HK — H x K : hk — (h, k)

Jje proto dobre definované. Ze o je homomorfismus: hy, h, € H a

ki, ko € K. Pak diky tomu, ze prvky H a K spolu komutuji,
plati(h1ki)(haka) = (hi1h2)(kika) a tento tvar je jednoznacné zapsan ve
tvaru hk, kde h € H, k € K. Takze

w(hkihoka) = @(hihakiko) = (h1ho, kiko) = (h1, k1) (h2, ko) =
= @(h1k1)p(h2k2),

tedy ¢ je homomorfismus a protoze stejného fadu ¢ je isomorfizmus. O




Nalezeni direktniho sou¢inu podgrup v grupé

V G najdeme H, K < G tak, ze HN K = e. Potom HK ~ H x K
V abelovskych grupach je ukazano.

Jak u nekomutativnich grup?
Necht x,y € G, AABC G, A,B# ()
Definice:

@ Komutator prvki x,y je [x,y] = x "ty ~Ixy

© Podgrupa generovana komutatory prvkii z A a B je
[A,B] ={<[a,b] > |Va€ A be B}
© Komutatorova podgrupa G’ = {< [x,y] > |Vx,y € G}



Necht x,y € G, H < G, potom
Q xy = yx[x,y]
@ HIG & [H,Gl < H
Q o([x,y]) = [o(x),0(y)] pro vsechny automorfismy o € Aut (G), G’ je
charakteristické v G a G/G’ je abelovska
Q G/G’ je nejvétsi abelovska faktor grupa, tj. pokud H<1 G a G/H je
abelovska, potom G’ < H.

© Pokud ¢ : G — A je libovolny homohorfismus do abelovska grupy A,
potom G' < Ker ¢




Q Z definice
Q@ HdGeghglcHeg=g ", glhgec He hlglhge H
© Ze je abelovska

(xG)(yG') = (xyG') = (yxx "ty 1G') = (yxG') = (yG')(xG')

O (xH)(yH) = yHxH dale
H = (xH)"Y(yH) Y(xH)(yH) = x "1y~ IxyH = [x, y]H pro viechna
x,y € G = G’ < H. Plati i obracené.

@ Protoze je maximalni abelovska a z predchoziho diikazu.
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