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Systémy, které studujeme v pfirodé, vykazuji urcity druh symetrie, a fada
prirodnich zakon, které zname, je invariantni viici jistym transformacim.

Vzpomente: teorém Noetherové, Gausstiv a Ampériv zakon, Lorentzovy
transformace, krystalické mrizky.

Mnozina vsech moznych transformaci urcité symetrie vytvari to, co
matematici nazyvaji ,,grupa“. Tak zrcadleni v roviné vytvari grupu, ktera ma
dva prvky: zrcadleni a identitu. Ale také mnozina trojrozmérnych rotaci,
mnozina Lorentzovych transformaci nebo mnozina trojrozmérnych translaci
jsou grupy, které ale nyni sestavaji z nekonecného mnozstvi prvki.
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o Evariste Galois (1832): kdy ma obecny polynom radikalové reseni - kdy
je mozno kofeny zapsat jen s uzitim zakladnich aritmetickych operaci
a odmocnin - vechny permutace, které nemémi Iy, b, ..., I,

@ Sophus Lie (1888) : Symetrie parcialnich diferencialnich rovnic -
Spojité symetrie

@ H Weyl: Symetrie je jedna z myslenek, diky niz se lidé béhem véka
snazi pochopit a tvofit fad, krasu a dokonalost.

@ Michelangelo di Lodovico Buonarroti: Mala asymetrie oku lahodi

@ obrazy Salvatora Daliho

@ kvantova mechanika: Ireducibilni reprezentace (IRR) grupy symetrie na
Hilbertové prostoru.

@ obecna Fourierova transformace: pomoci IR je definovana ortogonalni
baze na prostoru
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SU(2)

Ze ziejmych divodi se grupy s koneCnym poctem prvkd nazyvaji diskrétni;
grupy transformaci, které spojité zavisi na fadé parametrii se nazyvaji
spojité grupy.

Symetrie systému vede k uritym vztahiim mezi pozorovatelnymi
veli€inami, které jsou splnény s nekone€né vysokou pfesnosti,

Symetrie SU(2) je zodpovédna za kvantovani momentu setrvaénosti - je to
dano irreducibilnimi reprezentacemi.

Dalsi hezky priklad této symetrie pro Casticové fyziky jsou rodiny Eastic
(isospin) a jejich rozpady
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Priklad pro rozpad baryonové resonance na nukcleon a pion

AT S prt

AT = prlor — nrt

0 or — pm

A® — nr
AT = ™
Using the common names in particle physics, one assigns the isospin states
as follows: The triplet of 7 mesons 7T, 7%, 7~ respectively as |3), |3),
| 2,); the doublet of nucleons p and n respectively as |1) and | 1) and the
quadruplet of resonances AT, AT A% and A~ with |3),]3),] 3) and

%)
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SU(2) reprezentace

Rozpadové schama pro rezonance

13)=13)I1)

13)=13)1)or 13)] 1)
1201 =13)2) or | %)I1)
‘—3) = |—2>|—11>
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Amplitudy and acinné prirezy

o ATt — prtis

o At — prlis 2 and At — nrtis 1
0A0—>n7rois%andA+—>p7r_ is%
o AT > nr sl

Goce Chadzitaskos (Zpracovano na zakla Grupy a reprezentace wiki-skripta 7/29



Algebraicky koncept

Méjme libovolnou mnozinu M.
Def: Potom n-arni operaci na M nazveme zobrazeni

fF - MxMx...xM-—= M.

n

Operaci f : MxM — M (binarni operace) budeme nazyvat vnitrni
soucin a misto f(x,y) = z ji budeme znacit x.y = z, nebo
X y =z, nebo x + y = z,, podle potreby.
Neplést vnitini souin s pojmem skalarni soucin (angl.: scalar product =
inner product). Prikladem binarni operace na vektorovém prostoru je

vektorovy soucin vektord. Vysledek skalarniho souinu nepatfi do mnozny
M.
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Grupoid, Pologrupa = asociativita

Nejobecnéjsi objekt je dvojice mnozina a vnitfni souéin

@ {M,-} nazyvame grupoid.
Dale pfi splnéni dodate¢nych podminek zavadime:

@ (Va, b,c € M)((ab)c = a(bc)): pologrupa (asociativni grupoid),

@ (Va, b € M)(ab = ba): komutativni grupoid,

Q je -li pocet prvkii M konecny: konecny grupoid.
Levou resp. pravou jednotkou v grupoidu nazyvame takovy prvek
e, pro ktery plati eg = g respektive ge = g pro kazdé g z grupoidu.
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Monoid = asociativita + jednotka

Ma-Ii grupoid levou a pravou jednotku, pak jsou stejné.

e = e,ep = ep

@ Pologrupu s jednotkovym prvkem nazyvame monoid.

Navic pokud pro m € M existuje m™! € M takovy, Ze m~1m = e resp.
mm~! = e, nazyvame m~! levym, resp. pravym inverznim prvkem k m.
(Diky asociativité plati rovnost mezi levym a pravym inverznim prvkem,
protoze pro levou inverzi am = e a pravou inverzi mb = e plati

b = eb = (am)b = a(mb) = ae = a. Proto ma smysl| zavést znaeni m~!.)

1
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Inverzni prvek

Kazdy prvek monoidu ma nejvyse jeden inverzni prvek.

Necht f,g,m € M a plati fm = e a gm = e, pak
f =ef =(gm)f = g(mf) = ge = g. Vyuzivame pouze asociativitu. O

Zavadime:
@ grupoid s kracenim, pokud (Vx,y,z € M)(zx = zy = x = y),
@ grupoid s déelenim, pokud (Vx,y € M)(Ju,v € M)(ux = xv =y).
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Grupa = asociativita + jednotka + 3 inverzniho

Monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje inverzni prvek nazy-
vame grupa.

Grupa {M, -} tedy spliuje vlastnosti:

Q (Va, b, c € M)((ab)c = a(bc)),

Q@ (de € M)(Vm € M)(em = m),

© (Vme M)3m™1 € M)(mm~! =e).
A timto zplisobem byva téz definovana.
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Priklady grup

mnozina regularnich matic rozméru n x n s maticovym nasobenim,
9 mnozina ¢isel {0,1,2,...,p —2,p — 1} se s€itanim modulo p pro
néjaké prvocislo p, tedy @ ®moduiop b = a+ b mod p, (znacena
Lp = L/ pL),
© mnozina kvaternion@ s nasobenim.

Example

Dalsim prikladem grupy je mnozina Q[,/p] = {m + n,/p|m,n € Q} s
normalnim nasobenim, kde Q jsou racionalni ¢isla a p je prvocislo.
(Odmocnina z prvocisla je vzdy iracionalni.) Jedna se o uréitou analogii
komplexnich Cisel:

a-b= (31 I 32\/[_))([)1 = bz\/[_J) =aib; + agbl\/[_)—i- ale\/[_) + asbop.

Komutativni grupu nazyvame abelovska.
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Okruh, téleso

Mé&jme mnozinu se dvéma vnitfnimi sou¢iny {M, @, ®}.

© Pokud je M Abelovska grupa viiéi @ a pologrupa (jen asociativita) s
distributivnim zakonem vici © (tedy a® (b@® ¢) = ab @ ac),
nazyvame ji okruh.

@ Pokud je M Abelovska grupa vii¢i @ a M\ {0} grupa viicéi ©,
nazyvame M okruh s déelenim.

© Pokud je M Abelovska grupa viicéi © a M\ {0} Abelovska grupa viici
®, nazyvame M teleso.

Znacku 0 pouzivame pro jednotkovy prvek vii¢i operaci znacené @ a znacku
1 pro jednotkovy prvek viici operaci znaené ©® nebo ® diky analogii s R.

H. Weyl: Téleso je uzavreny vesmir, kde probihaji vsechny déje.

Goce Chadzitaskos (Zpracovano na zakla Grupy a reprezentace wiki-skripta 14 /29



Vektorovy prostor (nad télésem)

Mé&jme mnozinu M, téleso T, vniténi soucin + : M x M — M a vnéjsi
soucin X : T x M — M. Ctvefici {M, T, +, x} nazyvame vektorovy
prostor, pokud je abelovskou grupou vaci + a plati:

QO (VaeT)(Vx,y e M)(ax(x+y)=axx+axy),
Q@ (Vo,BeT)(Vxe M)((a+B) X x=a X x+ [ X x),
Q (Vx € M)(1 x x = x),
Q (Vx € M)(0 x x =0).

Téz linearni prostor
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Linearni algebra

Méjme {M, T, +, x, ®} vektorovy prostor s dodatecnym vnitinim soucinem
©®. Zavadime pojmy:
@ pro M grupoid s distributivnim zakonem vicéi ® linearni algebra nad
TY

@ pro M pologrupu s distributivnim zakonem vii¢i © asociativni
algebra nad T,

© pro M pologrupu s distributivnim a komutativnim zakonem viaéi ©
komutativni algebra nad T.
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Druhy grup

Jednou z moznosti je klasifikace grup podle poctu prvkii na konecné,
diskrétni nekonecné (spocetné), nespocetné.
Specialni a dilezitou skupinou jsou topologické grupy:
Meéjme grupu G = {M, -} a topologii na M. G nazyvame topolo-
gickou grupou, pokud pro Vx,y € M jsou zobrazeni f,(x) = x -y
a g(x) = x 1 spojita.
Topologie: Mnozina a systém otevienych podmnozin (M, ) s
vlastnostmi:
Q0cO, MO
Q@ NfeO n<oo
Q@ UeO,n<x
Trivialni - pouze ) € O a M € O, diskrétni - vsechny podmnoziny.
Spojitost v R
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Jednoduchy priklad: Kleinova grupa

Méjme grupu G = {{e, a, b}, ®} = Z3 = {{0,1,2}, +mod3}. Jeji strukturu
mazeme zobrazit pomoci tabulky.

©lelalb
e|efalb
ala|lb]|e
b|blela
+0[1]2
0j0[I]2
171720
2201

Pokud zvolime topologii 7 = {0, e, a, {e, a}, G}, nedostaneme topologickou
grupu, protoze vzor oteviené mnoziny {a} pfi zobrazeni g(x) = x7! je
mnozina {b}, kterd neni oteviena.

v
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Homogenni prostor

Topologicky prostor {M,{v;}} nazyvame homogenni, pokud
(Vx,y € M) existuje homeomorfismus (spojita bijekce se spojitou
inverzi) takovy, ze f(x) = y.

Kazda topologicka grupa je homogenni topologicky prostor.

Diikaz.
1

ProV x,y € G, 3l a=yx~ 1. Urcité platia € G a ax = yx 'x = y.
Hledany homeomorfismus tedy bude f(x) = ax (spojitost operaci v
topologické grupé). O

Topologicka grupa ma lokalni vlastnosti R”.
Proto staci vy3etfovat topologické grupy v okoli a zobrazenim Ize
roztahnout po celém prostoru.

g(Ue) = Ug,

zobrazeni g1 je spojité.
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Parametricka grupa

Topologické grupa G se nazyva n-parametricka, pokud:

© (3 systém soufadnic {p} v G)(¢: G = R": x = (a1, a2, ...,Qn)),

@  muze byt i pouze lokalni, ale pro kazdé dva souradné systémy ¢, 1
musi byt ¢ o1 spojité (tam, kde je definované),

© souradnice bodu ¢ = a- b jsou spojitou funkci a a b.

Hilbert, Pontryagin von Neumann Kazda parametricka grupa je Lieova
grupa, pokud ¢ a ¢ o)™ jsou analytické.

Toto zhzeni je pfechod od abstraktnich topologickych grup k matematické
analyze diky soufadnicim.
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Example

Grupa G = GL(n,R) je mnozina vsech nesingularnich (det # 0) realnych
matic rozméru n x n. Zavedeme n® soufadnic tak, ze prvku x € G, kde

x =1+ X (I je jednotkova matice), pfifadime prvky matice X, tedy
{XiJ}7,j:1'

Nasobeni maticda I+ 2 = (I +X)(I+y) a +Z =%+ 7+ Xy.

Pozn.

| u grupového nasobeni pouzivame mocniny jako u nasobeni Cisel, tedy pro
g € G piseme g" misto g - g - ... g (n-krat).
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Definujeme

Rad prvku a v grupé G je &islo n, pro které plati

(a" = e) A ((Ym < n)(a™ # e)). (Tedy nejmensi mocnina a, ktera da
jednotku.)

Rad grupy je pocet jejich prvka (znacime |G|).

Pro kazdy g € G plati |g| < |G|. Pro nekone¢ny fad grupy to plati
trivialné, pro konecnou grupu plati nasledujici argument:

Vezméme posloupnost {g"}nen pro libovolny prvek g € G.

Kazdy prvek posloupnosti je prvkem G (uzavienost viici nasoben).
Protoze G ma konecny pocet prvki, pak jisté existuji indexy ny, ny tak, ze
g™ = g™. Z toho ale plyne g~ "2 = ¢, tedy g ma konecny fad.

Kdyby existoval prvek s Fadem n > |G|, pak by posloupnost {g’}?;ol méla
n raznych prvka, tj. vice nez kolik jich je v G, coz je spor, tudiz n < |G|.
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Generatory a rank grupy

Generatory grupy jsou prvky minimalniho souboru (s minimalnim
poctem prvkii), ze kterého je mozné ziskat celou grupu pomoci
vzdjemného nasobeni. Pocet generatorii nazyvame rank grupy

(Rank(G)).

Dihedralni grupa Dg je grupa symetrii rovnostranného trojahelniku, viz Obr.
1.

MO wW>me
O T > mm
w OO T m > >
O > 1m0 o m
p—lwinivin:le e
i p=lelvivie
Omwm>a T
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Example

Pravidla pro nasobeni je mozné popsat vztahy A2 = E, D3 = E,
DA = AD?(= AD™1). Generatory jsou napfiklad {A, D}, a tedy
Rank(Ds) = 2.

Obrazek: Zobrazeni grupy Dg.
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Dihedralni grupa D, predstavujici symetrie pravidelného n-ahelniku (n
rotaci a n zrcadleni). Generatory grupy jsou r (rotace o nejmensi thel) a s

(libovolné zrcadleni). Nasobeni je zavedeno pomoci vztahii r” = e, s2 = e,

rs = sr1.

Cyklicka grupa Z, = {0,1,2,...,n— 1} se sc¢itanim modulo n. Grupa je
generovana napriklad prvkem 1 (v této grupé Cislo 1 neni jednotkovy prvek,
to je 0) (Rank(Z,) = 1). Ekvivalentné je mozno tuto grupu zavést jako

- 127 jy n . ;
mnozinu {e' ' K}}_5 s nasobenim.
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Symetricka grupa Sq na mnoziné Q # () je grupa permutaci prvkii mnoziny
Q. Tedy Sq predstavuje vsechny bijekce na Q a v pfipadé Q2 = 7 plati
|Sn| = n!.

Grupa kvaterniont Qg = {1,—1,i,—i,j,—j, k, —k} s relacemi
__] = k2 = ijk = —1.
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Homomorfismus a isomorfismus grup

Grupy {G,-} a {H, x} jsou homomorfni, kdyz

(e : G — H)(Vx,y € G)(p(x-y) = p(x) X ¢(y)). Zobrazeni ¢ se nazyva

homomorfismus, popft.

epimorfismus, je-li na H,

Goce Chadzitaskos (Zpracovano na zakla

monomorfismus, je-li prosté,

isomorfismus, je-li bijekci (prosté i na H),
endomorfismus, je-li G = H (tj. zobrazuje do sebe),

e automorfismus, je-li G = H a isomorfni (tj. zobrazuje na sebe),
Dale definujeme jadro homomorfismu: Ker ¢ = {x € G|¢(x) = en}.
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Neplést homomorfismus (zobrazeni zachovavajici algebraickou strukturu) a
homeomorfismus (spojité zobrazeni se spojitou inverzi)!

Example

Grupy GL(n,R) (nesingularni realné matice) a G = {R™,-} (kladna realna
cisla s nasobenim) jsou homomorfni pomoci zobrazeni p(A) = det A.

Example

| A\

Grupa (R, +) je izomorfni grupé (R, -) pfes zobrazeni ¢(x) = €*, jelikoz
plati X - ¥ = X1V,

\
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Pro libovolnou grupu G je zobrazeni ¢ : G — G definované pro Vf € G
jako () = gfg~! (pro g € G pevné) automorfismus, tj. € Aut H.

Visechny automorfismy grupy G tvorfi grupu Aut G

Identické zobrazeni - jednotka v Aut G, protoze p € Aut G je bijekce,

existuje o1 a ¢ - p = lezi v Aut G. Ol

Nutné podminky pro to, aby ¢ : G — H mohlo byt isomorfismus:
Q [G[=[H|,
@ G je abelovska pravé tehdy, kdyz H je abelovska,
Q@ (vx € H)(le(x)| = Ix]).
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